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 Large Deformation Analysis of Elastic Space Frames
 :فرضیات

است و اثر انتقال ها و دوران های بزرگ   Eulerianاین روش براساس فرمول بندی -

 .گره ای را در نظر می گیرد

اشد؛ که ستون می ب -نیرو تغییر شکل اعضا براساس روابط تیر) Local(روابط محلی -

ناشی ازخمش لحاظ  Bowingدر آن تغییر طول عضو ناشی از کرنش محوری و اثر 

 .شده است

 .اثر نیروی محوری بر روی سختی پیچشی اعضا در نظر گرفته شده است-

 .نیروها به صورت بار متمرکز در گره ها وارد می شود-

 بعدی سه مسائل در که است آن صفحه ای قاب آنالیز و فضایی قاب های بزرگ شکل های تغییر آنالیز بین اساسی تفاوت
 جهت گیری ماتریس مفهوم 1973 سال در Oran مشکل این رفع برای .نمی کنند تبعیت برداری خاصیت از بزرگ دوران های

Joint( گره Orientation Matrix( کرد ارائه بعدی سه فضای در یافته تغییرشکل حالت در گره یک جهت گیری تعیین برای را.    

 و ابتدا گره های تهیاف شکل تغییر جهت گیری های و موقعیت ها از استفاده با اعضا نسبی شکل تغییر و جهت گیری روش این در
 .می آید دست به انتها
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 System Equilibrium Equations

 :روابط تعادل سیستم

Γ:

{ } { }Pf =Γ)( )1(

جایی و معرف حالت یا هندسه تغییرشکل یافته است؛ که شامل مولفه های جاب
 در فضای دو بعدی  می توان     را به صورت. دوران های گره ای سازه می باشد

 اما در فضای سه بعدی دوران های بزرگ از خاصیتنشان داد   xبردار یا همان 
 .برداری تبعیت نمی کنند

{ }f:بردار نیروهای داخلی 

Γ

)( ABBA


+≠+

 معادله تعادل سیستم

{ }P:بردار نیروهای خارجی و لنگرهای اعمال شده در گره ها نسبت به دستگاه مختصات کلی 
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 System Equilibrium Equations

{ } [ ]{ }xP Δ=Δ τ )2(

 که در آن
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{ }xΔ: مقدار نمویی جابجایی های گره ای است. 

{ }PΔ: ر مقدار نمویی نیروهای خارجی می باشد و مقدار آن در حدی است که مولفه های دورانی         را می توان به صورت بردا
 .نشان داد به طوری که مقادیر برای دوران های بزرگ از قانون جمع برداری تبعیت کنند

[ ]τ:ایی استماتریس سختی مماسی سیستم که نشان دهنده تغییرات نیروهای داخلی نسبت به مولفه های جابج. 

{ }xΔ

 .ودبه فرم دیفرانسیلی نوشته ش) 1(به منظور انجام محاسبات عددی، بهتر است که رابطه 

xΔ .را تعیین کرد اما می توان بردار نمویی        را محاسبه نمود xلازم به تذکر است که اگر چه الزاما نمی توان 
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 Joint Rotation Matrix

ستای سه که را. ستون های ماتریس     کسینوس های هادی نسبت به محورهای دستگاه مختصات کلی ثابت است
ی که سر یعنی هر بلای. (محور این دستگاه مختصات بر هم عمود و متصل به گره می باشد و همراه آن حرکت می کند

 .)    می آیدگره بیاید همان بلا سر دستگاه مختصات که متصل به گره است 

[ ]ω: ماتریس جهت گیری گره)JOM (در وضعیت قبل از دوران 

)4([ ]
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333231

232221

131211

ωωω
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ω

 :ماتریس دوران گره ای

 :JOM(ری گره جهت گیری گره  المان قاب فضایی در حالت تغییر شکل یافته را می توان توسط ماتریس جهت گی
Joint Orientation Matrix (نشان داد  . 

در ابتدا خطوط مرجع گره ای، فرض می شود که موازی با محورهای 
 .مختصات کلی در حالت تغییر شکل نیافته سیستم است
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 Joint Rotation Matrix

] .ی کندکنیم در حالی که هندسه تغییر شکل یافته سازه تغییر م updateحال چگونه       را در         ها  ]ω{ }PΔ

]  امُ داریم  step (n(را در گام (        ) فرض می کنیم که وضعیت یک گره دلخواه   ]ω

حول محوری با کسینوس های هادی           و      بچرخد وضعیت جدید گره        ) پیچش(حال اگر این گره به اندازه      
 می شود

γ123 ˆ,ˆˆ nnn[ ]ω

n̂γ

1

2

3

)5([ ] [ ][ ]ωω W=

با استفاده از قانون دست راست می توان جهت مثبت . نام دارد) Rotation Matrix(ماتریس دوران         
 .دوران را تعیین نمود

[ ]W:

[ ]ω:JOM در وضعیت بعد از دوران 

که در آن 
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 Joint Rotation Matrix
 )5(در رابطه 

 که در آن
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 Joint Rotation Matrix

{ } [ ]{ } )2(xp Δ=Δ τ  جابجایی و دوران

طی را می توان برای تفسیر نتایج یک آنالیز خطی در یک روش افزایشی خ) 6(از رابطه  Wماتریس دوران 
 :    به صورت زیر به کار گرفت) Linearized incremental procedure(شده 

.  ستامُ            باشد؛ فرض می شود که هندسه تغییر شکل یافته سیستم        معلوم ا Step( i(اگر نیروهای خارجی در گام 

 .  امُ          متناظر با نیروهای خارجی              در این گام می باشد (i+1)سیستم در گام هندسه تغییر شکل یافته هدف تعیین 

{ })(ip)(iΓ
)1( +Γ i{ })1( +ip

{ } { } { }ppp ii Δ+=+ )()1(

ه در ک( حتی در قاب های فضایی با دوران های بزرگ . که در این رابطه          نشان دهنده افزایش کم و محدود بار است

ا می توان ، تغییرات کوچک ایجاد شده در هندسه سیستم ناشی از         ر)آن بردار جابجایی        لزوما مشخص نمی باشد

گاه به کمک بردار         بیان کرد به طوری که درایه های آن دوران ها و انتقال های کوچک گره های سازه را نسبت به دست

 .مختصات کلی سیستم نشان می دهد

{ }pΔ

{ }x{ }pΔ

{ }xΔ

امُ ،          ، محاسبه  iبه دست آمده و      در آغاز بارگذاری در گام ) 2(شده           از رابطه افزایشی خطی روش در 
.   می شود

{ }xΔ[ ]τ{ })(ip
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 Joint Rotation Matrix

)10([ ] [ ][ ])()1( ii W ωω =+

 Wاتریس همچنین با کوچک در نظر گرفتن      م. با فرض اینکه       کوچک است می توان از خاصیت برداری استفاده کرد
دست آمده از رابطه تقریبی  به Wاما باید به این نکته توجه کرد که ستون های . محاسبه کرد) 8(را می توان از رابطه تقریبی 

نمی باشند؛ که این خود باعث ایجاد خطاهایی در نتایج  Orthogonal، بردار واحد نبوده و به طور دقیق نسبت به یکدیگر )8(
 .    آنالیز می گردد

γΔ

)11(2
1

2
3

2
2

2
1 )( γγγγ Δ+Δ+Δ=Δ

iγΔ   .استفاده می شود) 12(از        و     های اصلاح شده در رابطه ) 6(یعنی در رابطه . برای         کوچک نوشته می شود [ ]WiγΔin

γ
γ

γ
γ

γ
γ

Δ
Δ=

Δ
Δ=

Δ
Δ= 3

3
2

2
1

1 ;; nnn )12(

فرض کنید                 و        معرف مولفه های نمویی دوران برای یکی از گره های سازه باشد که از بردار نمویی           

 :ماتریس جدید جهت گیری این گره خاص به دست می آید) 5(با استفاده از رابطه . نتیجه شده است

123 , γγγ ΔΔΔ{ }xΔ

γΔγ .  به دست آمده به طوریکه       جایگزین      شده است) 6(از رابطه  Wکه در آن 

γΔ
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 Member Orientation Matrix (MOM) and relative Deformation

 .محور هندسی عضو که از دو انتها می گذرد

X

Y

Z

 )کلی(مختصات اصلی 

 مختصات محلی

 ماتریس جهت گیری عضو و تغییر شکل
 :نسبی

ز یک سیستم ا) با فرض کوچک بودن(برای جداکردن تغییرشکل های صلب بزرگ یک عضو از تغییر شکل های نسبی 

 .   استفاده می شود) 2(و ) 1(مختصات اویلرین برای عضو مطابق شکل های 

ر کرده و محور     از مرکز هندسی دو انتهای عضو عبو. سیستم مختصات عضو از قانون دست راست پیروی می کند

 .محورهای      و         موازی جهت های اصلی مقاطع عرضی می باشند
1X

23 XX

 عضو، بینس شکل تغییر دلیل به عرضی مقاطع اصلی جهت های که آنجایی از

 ریمیانگین گی با     و    محورهای بنابراین می کند؛ پیدا تغییر اندکی

   .می آید دست به عضو انتهای جهت های
23 XX

] .تعریف می شود         )MOM(سیستم مختصات عضو به وسیله ماتریس جهت گیری عضو  ]r
] .   ندستون های ماترس       کسینوس های هادی محورهای      نسبت به محورهای      دستگاه مختصات کلی می باش ]rXX
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 Member Orientation Matrix (MOM) and relative Deformation

Fig. 1.  Member Forces in, (a) Local, (b) Global Coordinate 
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 Member Orientation Matrix (MOM) and relative Deformation

23θ
13θ

23M

13M

Q

u)1( δ+


Q 1X

2X

1 2
tM tM

22θ
12θ

22M

12M

QQ 1X
1 2

tM tM

3X

Fig. 2. Relative Member Deformations and Corresponding Forces 
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 Member Orientation Matrix (MOM) and relative Deformation

ه و تغییر شکل زمانی که موقعیت و جهت گیری تغییر شکل یافته دو گره مجاور هم معلوم باشد؛ جهت گیری تغییر شکل یافت
 :نسبی عضو رابط بین این دو گره به صورت زیر تعیین می گردد

و ) ی کندکه جهت      را نیز تعیین م( اولین ستون،        ، از ماتریس جهت گیری عضو تغییر شکل یافته       
 .، به طور مستقیم از مختصات گره ای تغییر شکل یافته به دست می آیدuهمچنین جابجایی محوری، 

[ ]r1X { }1r

قدار کوتاه با تعیین مختصات جدید ابتدا و انتها بعد از تغییر شکل، م
12 .  شدگی نیز به راحتی قابل محاسبه است LLu −=Δ

ون های ماتریس های           و            ماتریس های جهت گیری مقاطع ابتدا و انتهای عضو تعریف می شود؛ که ست
 .می باشداصلی مقاطع ابتدا و انتهای عضو آن کسینوس های هادی جهت های نرمال و 

][][ )1()2( qq
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 Member Orientation Matrix (MOM) and relative Deformation

)13([ ] [ ][ ]
[ ] [ ][ ])0()2()2(

)0()1()1(

rq
rq

ω
ω

=
=

[ ])0(: r ماتریس جهت گیری عضو)MOM( در حالت اولیه و تغییر شکل نیافته است. 

[ ] [ ])1()2(: ωω عضو است که به صورت صلب    ) 2(و انتهای ) 1(و            ماتریس های جهت گیری گره های مقاطع ابتدا
 .    به عضو متصل است

 .رقرار استاز آنجایی که مقاطع ابتدا و انتهای عضو به صورت صلب به گره ها متصل است رابطه زیر ب

 وران های دومین و سومین ستون های،        و        ، از ماتریس جهت گیری عضو تغییر شکل یافته       با محاسبه د
 .و        در ابتدا و انتهای عضو از ضرب برداری زیر به دست می آید        

[ ]r { }2r{ }3r
12 θθ

)14()2,1(ˆˆˆsin 1
)(

1 =×= irqn i
iiθ

)(
1ˆ:
iq بردار واحد عمود بر انتهایi

1̂: r بردار واحد در جهت 
1X

in̂:بردار واحد عمود بر صفحه شامل       و 
1

)(
1 ˆˆ rq i
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 Member Orientation Matrix (MOM) and relative Deformation

)15([ ] [ ][ ] 2,1)()()( == iqWe iii

چرخیده ) 6(رابطه  Wسپس هر یک از مقاطع ابتدا و انتها  به اندازه      حول محور      با استفاده از ماتریس دوران 
 .در این حالت به جای     زاویه       جایگزین شده و     ،     و      نشان دهنده محورهای هادی     است. می شود

iθin

)16(( )][][
2
1][ )2()1( eer +≅

iθ γin 123 nnn

 .ماتریس های دوران مقاطع ابتدا و انتهایی عمود بر محور        است
1X ][: )(ie

r][ :  محورهای      و         به ترتیب ستون های دوم و سوم ماتریس        بوده که از رابطه زیر به دست می آید 2X3X

][ .رددبرای به دست آمدن ماتریس جهت گیری جدید عضو         ماتریس          نرمال می گ r ][ r



Nonlinear Static Analysis of Elastic 3D Frames

16

 Member Orientation Matrix (MOM) and relative Deformation

)17(3,22,1)ˆˆ( ==⋅−= jirn jiiij θθ

)18()2(
2

)1(
3 ˆˆsin ee T

t =Φ

 حورهایبا فرض کوچک بودن تغییرشکل های نسبی، زاویه های انتهایی      می توانند از مولفه های     در جهت های م
 .  و      به دست آید      

ijθ
iθ

23 XX

jحول محور  iدوران انتهای  ijθ:

jr̂:jX3,2=j بردار واحد در جهت محور        و                     
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 Member Force-Deformation Relation

)19({ } [ ]{ }FRF =

ده نیروهای اگر بردار        و        به ترتیب نشان دهن. از یک قاب فضایی در نظر گرفته می شودمنشوری یک عضو دلخواه 
 زیر است باشد رابطه       و        به صورت) محلی(انتهایی اعضا در دستگاه مختصات کلی و دستگاه مختصات  عضو 
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که در آن 
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 Member Force-Deformation Relation

{ } [ ]{ }SBF = )21(
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 Member Force-Deformation Relation

( )
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 )ممان پیچشی(

 .اثر کوتاه شدگی حول دو محور موجود است

)24(

)25(

)26(

)27(

 :به صورت زیر می باشد) 2شکل ( نیروهای انتهایی عضو عضو  با رابطه تغییرشکل های نسبی 

ijθ: دوران گرهi  امُ حول محورj ُام 

ijM: لنگر در گرهi  امُ حول محور 

jI: ممان اینرسی حول محور jX

A:وسطح مقطع عض 

E:مدول یانگ 

jX
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 Member Force-Deformation Relation

Bending(و       توابع پایداری خمشی  Stability Functions ( حول محور         می باشد  که خود تابعی ازQ است. jj cc 12

 نیروی محوری فشاری باشد Qدر صورتی که 
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 Member Force-Deformation Relation

 نیروی محوری کششی باشد Qدر صورتی که 

)29(
jjj

jjj
j

jjj

jjjj
j cc

ψψψ
ψψψ

ψψψ
ψψψψ

sinhcosh22
sinh

,
sinhcosh22
sinhcosh 2
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 که در آن
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== Eulercr
j

Eulercr Q
Qq

Q
Qif

jj q22 πψ −=

 نیروی محوری برابر با صفر باشد Qدر صورتی که 

)30(2,4 21 == jj cc0
0
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==
<

=

== Eulercr
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 Member Force-Deformation Relation

2
212

2
211 )()( jjjjjjbj bbc θθθθ −++= )31( (Stability Functions) 

jX حول محور       است ) Bowing(ضریب اصلاح طول ناشی از تغییر شکل خمشی )       27(در رابطه  bjc

)(8
,

8
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221
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q
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jj :است و از رابطه زیر به دست می آید) Bowing Functions(و       bb 12

 که در آن 
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 Member Force-Deformation Relation

Torsional(تابع پایداری پیچشی )      26(در رابطه   Stability Functions (همچنین در این . نام دارند
 .  رابطه اثر نیروی محوری بر روی سختی پیچشی عضو در نظر گرفته شده است

tc

0)(,0 2
0 >−≠ rQGJcω

 :حالت اول

)33(
)2/tanh(21

2
0




k
k

rQGJct
−

−=

 که در آن

0)(,0 2
0 <−≠ rQGJcω

 :حالت دوم

)35(
)2/tan(21

2
0




k
k

rQGJct
−

−=

 که در آن

ωcE
GJrQk −=

2
0

 :حالت سوم

0=ωc )37(2
0rQGJct −=

GJ: صلبیت پیچشی )Torsional Rigidity ( 

0: r شعاع ژیراسیون قطبی )Polar radius of gyration ( 

ωc: ثابت اعوجاج )Warping Constant ( 

ωcE
rQGJk
2
0−= )34()36(
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 Member Tangent Stiffness Matrix

{ } [ ]{ }VTF Δ=Δ )38(

[ ] [ ][ ][ ][ ] [ ] [ ][ ][ ]Tk

k
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TT RgRSRBtBRT )(
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1
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+= )39(

{ } [ ]{ }utS Δ=Δ )40(

/65224
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t =Φ==
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θ
θθθ

)41(

 :یر استرابطه نمویی بین نیروهای انتهایی عضو و جابجایی های انتهایی عضو در دستگاه مختصات کلی به صورت ز

] :که در آن ماتریس سختی مماسی عضو         از رابطه زیر به دست می آید ]T

] : شودماتریس       توسط رابطه زیر تعریف می ]t

} بردار          نشان دهنده مقادیر نمویی تغییرشکل های نسبی عضو است }uΔ



Nonlinear Static Analysis of Elastic 3D Frames

25

 Member Tangent Stiffness Matrix
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 Member Tangent Stiffness Matrix
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 که در آن

:I .ممان اینرسی مرجع اختیاری است        
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 Member Force-Deformation Relation

Series Expressions 

عتبر این عبارات برحسب سری، که برای هر دو حالت نیروی محوری کششی و فشاری م
 .صادق است qjاست، برای مقادیر کوچک 
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 Member Force-Deformation Relation

] .  از رابطه زیر به دست می آید       )     Geometric Matrices(ماتریس های هندسی ) 39(در رابطه  ])(kg
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 Computational Technique

در هر یک از مراحل بارگذاری،  Newton Raphson iterationپاسخ های غیرخطی به وسیله روش افزایش بار نمویی و 
 .جهت تامین معادلات تعادل در گره ها، به دست می آید

 :مراحل روش
 

بر اساس آخرین ) 39(ماتریس سختی مماسی         هر یک از اعضا در دستگاه مختصات کلی با استفاده از رابطه 1.
 Assembleسپس ماتریس سختی مماسی سیستم      . اطلاعات در مورد هندسه عضو و نیروها تعیین می شود

 .می گردد
 .جایگذاری شده و این معادله برای          حل می شود) 2(و         در رابطه       2.
 :تعیین شکل هندسه جدید سازه3.

(a تعیین مختصات جدید گره ها از رابطه 
 
 
 

لفه های این در حالی است که مو. مولفه های انتقال            مکان جدید تمام گره های سیستم را تعیین می کند
محاسبه  دوران دارای مفهوم فیزیکی خاصی نبوده و این مقادیر تجمعی صرفا برای استفاده در معیار همگرایی

 .می شود
(b تعیین ماتریس جدید جهت گیری گره برای هر یک از گره ها با استفاده از روابط)12(تا ) 10  .( 

[ ]T
[ ]τ

[ ]τ{ }PΔ{ }xΔ

{ } { } { }xxx ii Δ+=+ )()1( )48(

{ })1( +ix



 

 

 برای هر یک از اعضا. تعیین هندسه عضو بر اساس آخرین اطلاعات درباره مکان ها و جهت گیری های گره های سازه4.

 .تعیین می شود) 18(تا ) 13(تغییرشکل های نسبی         و ماتریس جهت گیری        با استفاده از روابط 

به دست آمده ) 27(تا ) 24(برای هر عضو نیروهای ابتدا و انتهای اعضا        از رابطه . تعیین نیروهای انتهایی اعضا5.

 .  و سپس نیروهای انتهایی در دستگاه مختصات کلی تعیین می گردد

 

 

ین راه ا. نیروهای به دست آمده به گونه ای است که معادلات تعادل سیستم در مرحله              لزوما برقرار نمی باشد6.

عادل گره ای از حل تقریبی ارائه شده به وسیله روش نیوتن رافسون تکرار شونده اصلاح شده به گونه ای که نیروهای نامت

 .بردار       در مرحله               ثابت نگه داشته می شود. یک حد خاص کوچکتر شود
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 Computational Technique

{ }u[ ]r
{ }S

{ } [ ][ ]{ }SBRF =)21(&)19(

{ })1( +ip

{ } )( jj fpQ Γ−=Δ )50(

)49(

j: اندیسj  نشان دهنده تکرارj امُ است. 

jQΔ:نیروهای نامتعادل گره ای 

{ })1( +ip { }p



هر عضو  با استفاده از آخرین مقادیر موجود تمام کمیت های هندسی و استاتیکی، ماتریس سختی مماسی       برای7.

 .می گردد Assembleسپس ماتریس سختی مماسی سیستم       .تعیین می شود

برخورد شده و بردار جابجایی اصلاحی         از ) Incremental(با نیروهای نامتعادل گره ای مانند یک بار نمویی 8.

 .  رابطه نمویی زیر به دست می آید

 

 

 اگر بردار جابجایی اصلاحی به مقدار کافی کوچک نباشد موقعیت جدید گره ها9.

 

 

تکرار شده تا اینکه          به مقدار کافی از ) 9(تا ) 4(دوباره مراحل . و ماتریس جهت گیری جدید گره ها تعیین می شود

 .  یک معیار از پیش تعریف شده کوچکتر گردد

 .بر می گردیم) 1(یک مقدار جدید نیروی خارجی             انتخاب شده و به مرحله 10.

Nonlinear Static Analysis of Elastic 3D Frames

31

 Computational Technique
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 Computational Technique

:معیار همگرایی به صورت زیر در نظر گرفته می شود
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ه در کاربرد این رابطه به این نکته باید توجه کرد ک. است) Prescribed tolerance(معیار همگرایی e) 53(در رابطه 
باید به طور ) 53(مولفه های دوران و انتقال بردار        باید به صورت دو گروه مجزا در نظر گرفته شود و رابطه 

. مستقل برای هر گروه صدق نماید
{ }x

:  صرف نظر شود در این صورت خواهیم داشت Bowingاگر از اثرات 
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]  .تنها تابعی از نیروی محوری خواهد بوددر نتیجه        ]t
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 Calculation of Axial Force from Relative Member Deformations

و این به دلیل آن است که . است که در آن      از        تعیین می شود) 5(یکی از قسمت های دشوار محاسبات، گام 
،      و        می باشند که این توابع خود Bowing Functionsشامل ) 27(از رابطه  Qعبارت نیروی محوری اعضا 

 .  این مشکل با استفاده از یک روند تکرار شونده رفع می گردد. است qتابعی از 
:تنها کمیت مجهول است  q) 27(با توجه به آن که در رابطه 
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jj bb 12

0)( 232
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π )54(

 :  دراه حل تقریبی به صورت زیر می باش
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i
iiii qK

qKqqqq
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−=Δ+=+ )55(

 که در آن

H
dq
qdKqK i ==′ )()( )56(

از قبل  Toleranceیک  e. این تکرار تا زمانی که              ادامه می یابد. به دست می آید) 44(از رابطه  Hو 
ایی با استفاده از یک روند تکرار شونده تعیین شد لنگرهای انته Qوقتی که نیروی محوری . تعریف شده است

 .محاسبه می شوند) 26(تا ) 24(اعضا به وسیله روابط 

eq ≤Δ
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 Numerical Solutions

Framed Dome: Dimensions and Properties (1 ft = 0.305 m, 1 kip = 4.45 kN)

The 18-member frame dome shown in figure

Example 01
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 Numerical Solutions

Determinant versus Load Curve for Framed Dome 
with Equal Vertical Loads at All Free Joints

Load-Deflection Curves for Framed Dome with Equal Vertical 
Loads at All Free Joints

3900
ار قبل از کمانش رفت

 خطی است

Example 01
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 Numerical Solutions

Load-Deflection Curves for Framed Dome with Vertical 
Load at Top JointVertical Load at Top Joint only

Example 02
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 Numerical Solutions

Load-Deflection Curves for Cantilever Beam

%5.0=e

Example 03
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 Numerical Solutions

Load-Deflection Curves for Horiiontal Bent-Joint C

Example 04


