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)Introduction( مقدمه

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 
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 مسائل یبرا محدود اجزای روش توسعه در جابجایی-کرنش و کرنش-تنش کل، پتانسیل انرژی روابط از فصل این در

 گیرد می قرار بحث مورد بعدا که بعدی سه و دو مسائل برای اصلی رویه است ذکر شایان .شود می استفاده بعدی یک

 به .دارد بستگی x متغیر به فقط بارگذاری و جابجایی کرنش، تنش، پارامترهای بعدی یک مسائل در .است یکسان

:می شوند ساده زیر صورت به اکنون اول لکچر در     و     ،     ،     ،     ،     بردارهای دیگر عبارت uσεTf P

:با است برابر بعُدی یک حالت در جابجایی-کرنش و کرنش-تنش روابط این بر علاوه

(2)( )
( ) ( ) ( )

x
x x x

du
E

dx
σ ε ε= =

:نوشت زیر صورت به توان می را      حجم دیفرانسبل جز بعُدی، یک مسائل در
Vd

(3)Vd Adx=

:Aالمان مقطع سطح مساحت
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 
One( بُعدی یک المان Dimensional Element(

i j
e

e

xO
ix jx

x ′

.می باشد انتها و ابتدا در گره دو دارای المان هر محدود، المان مدل در

.دارد المان طولی راستای در آزادی درجه یک گره هر بعدی یک مسائل در

: x Local( محلی مختصات دستگاه′ Coordinate( جهتگیری گونه هر سازه در المان اگر که طوری به بوده متصل المان به که 

.داردن ثابتی جهت و راستا دیگر عبارت به داشت خواهد را جهتگیری همان نیز مختصات دستگاه این باشد داشته

: xکلی مختصات دستگاه )Global Coordinate( رددا ثابتی جهت و راستا مکان، همواره و می شود تعریف سیستم کل برای.

iqمی باشند محلی مختصات در گرهی جابجایی     و.  jq

ixمی باشند کلی مختصات در گرهی مختصات       و.  jx

iq jq
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

x

( )xf

( )xT
1P

2P

 میدان از ناشی نیروی و وزن نیروی مانند حجمی نیروی

 )است حجم واحد در نیرو حجمی نیروی واحد( مغناطیسی
( ): xf

 وینیر اصطکاک، از ناشی نیروی مانند سطحی نیروی

 یک حالت در( سطحی برش نیروی و ویسکوز کشش

   )است طول واحد در نیرو سطحی نیروی واحد بعُدی

( ): xT

: .i نقطه در متمرکز نیروی iP

: .i نقطه در x راستای در جابجایی iu

1u

2u

Finite( محدود المان مدل سازی Element Modeling(



V V ′

V V ′=
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Element( المان تقسیم بندی Division(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

x

 دادیتع از متشکل پلکانی، صورت به را میله اول گام

 مقطع سطح دارای یک هر که المان ها از گسسته

  .کنیم سازی مدل هستند، یکنواخت

 ینمیانگ المان هر در .است ثابت المان هر مقطع سطح

 ثابت مساحت عنوان به ناحیه طول در مقطع سطح

.می شود گرفته نظر در المان کل برای

 :المان ها گرفتن نظر در محل

 متمرکز بار اثر محل -

 مقطع سطح در ناگهانی تغییر -

 المان جنس در تغییر -

 .باشد ربراب باید میله با متناظر بخش حجم با المان حجم -
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

می کند متصل هم به را گره دو المان هر محدود، المان مدل در

x.می شود حاصل المان ها تعداد افزایش با مسئله از بهتر تقریب

 المان هر طول در حجمی و سطحی نیروهای مقطع سطح هر در

  تواندمی مقطع سطح و نیروها وجود این با .می شود فرض ثابت

 .باشد متفاوت دیگر المان به المان یک از

.است شده استفاده سازی مدل برای المان 4 از اینجا در

Element( المان تقسیم بندی Division(

1P

2P
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Numbering( گذاری شماره الگوی Scheme(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

.ددمی گر گذاری شماره )برعکس یا( پایین به بالا از المان ها گره

x

1

2

3

4

5

1F 1Q

2F 2Q

3F 3Q

4F 4Q

5F 5Q

.دمی شو نوشته المان نزدیک و دایره یک داخل المان هر شماره

: iQکی حالت در .است کلی مختصات در المان گرهی جابجایی 

 رهیگ جابجایی همان کلی مختصات در گرهی جابجایی بعدی

   .می باشد محلی مختصات در

: iFشامل المان بر وارد نیروهای تمامی اثر که المان گرهی نیروهای 

.می شود شامل متمرکز و سطحی حجمی، نیروهای
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Numbering( گذاری شماره الگوی Scheme(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 به کلی مختصات در سازه ای گرهی مکان های تغییر بردار

:می شود تعریف زیر صورت

5∈Q 

 یرز صورت به کلی مختصات در سازه ای گرهی نیروهای بردار

:می شود تعریف

5∈F 

 جدولی یگریکد با المان ها ارتباط سیستماتیک تعیین منظور به

Element( المان ها ارتباط جدول عنوان تحت Connectivity( 

:می شود ساخته مقابل صورت به

المان شماره گره شماره
e i j

1 1 2

2 2 3

3 3 4

4 4 5

{ }1 2 3 4 5
TQ Q Q Q Q=Q (4)

{ }1 2 3 4 5
TF F F F F=F (5)

4

3

2

1

x

1

2

3

4

5

1F 1Q

2F 2Q

3F 3Q

4F 4Q

5F 5Q
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Coordinates( شکل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

i je

e

x
O

ix jx

 المان یک بعُدی در مختصات کلی
(Global Coordinate)

i je

2

ξO1ξ = − 1ξ =

ذاتی  المان یک بعُدی در مختصات طبیعی یا
)Natural or Intrinsic Coordinate(

 نگاشت
(Mapping)

 این از ما . یابدمی انتقال ذاتی مختصات به کلی مختصات نگاشت یک وسیله به المان ها، بررسی در تسهیل منظور به

.شود می استفاده جابجایی میدان درونیابی در که کنیم می استفاده شکل توابع تعریف در مختصات سیستم

ξ  :می گردد تعریف زیر صورت به     و x مختصات بین رابطه

(6)
2 ( ) 1i
e

x xξ = − −


.کرد خواهد تغییر 1 تا 1- از      مختصات می کند تغییر       تا     از x مختصات که زمانی ξ ixjx
 توابع کامپیوتری یبرنامه نویس در بار یک .نکنند تغییر تا می شوند تعریف طبیعی مختصات در المان ها، در شکل توابع کل در

.می مانند باقی ثابت آخر تا و کرده انتخاب را شکل
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Coordinates( شکل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

i je

( )xu

x

iQ
jQ

o

oQ  رد المان مختلف نقاط جابجایی نمودار رو روبه شکل

 هدف .می باشد مجهول که می دهد نشان را المان طول

 ایانته و ابتدا گره های جابجایی .است آن زدن تخمین

.می باشد                   و                 با برابر المان ( )ix iu Q=( )jx ju Q=

 به همسئل یک برای شده گرفته نظر در المان های اگر

 وانمی ت خوبی تقریب با باشد کوچک کافی اندازه

 طیخ صورت به را المان طول در جابجایی تغییرات

.کرد فرض

i je

( )xu

x

iQ

jQ

o

oQ
 به وانمی ت بنابراین است شده فرض خطی تغییرات چون

 در یجابجای آوردن دست به برای درون یابی یک از سادگی

 نای برای .کرد استفاده                مانند دلخواه نقطه هر

.می گردد استفاده خطی شکل تابع دو از منظور

( )ox ou Q=
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Coordinates( شکل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

:می شود گرفته نظر در زیر صورت به      برحسب خطی شکل تابع دو ξ

(7)1 2( ) ( )
1 1,

2 2
N Nξ ξ

ξ ξ− += =

i je ξ
O

1ξ = − 1ξ =

1( )N ξ

1(1) 0N =

1( 1) 1N − =

بعدی یک خطیالمان روی بر              شکل تابع نمودار
1( )N ξ بعدی یک خطیالمان روی بر              شکل تابع نمودار

2 ( )xN

:ودمی ش رسم زیر صورت به شکل توابع نمودار

i je ξ
O

1ξ = − 1ξ =

2 ( )N ξ

2 (1) 1N =

2 ( 1) 0N − =
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Coordinates( شکل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 گرهی جابجایی های براساس المان روی بر موجود نقاط خطی جابجایی          و            شکل توابع از استفاده با

:می آید دست به زیر صورت به       و       انتها و ابتدا نقاط
1( )N ξ2 ( )N ξ

iQjQ

(9)( )
eu ξ = Nq

آن در که

(10){ }1 2( ) ( )N Nξ ξ=N (11)ie

j

Q
Q
 

=  
 

q

(8)( ) 1 2( ) ( )i ju N Q N Qξ ξ ξ+=

:می شود نوشته زیر صورت به )8( رابطه ماتریسی فرم
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Coordinates( شکل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

:است شده داده نشان زیر شکل در )8( رابطه براساس المان روی بر موجود نقاط خطی جابجایی نمودار

i je ξ
O

1ξ = − 1ξ =

( )u ξ

jQ

iQ ( ) 1 2( ) ( )i ju N Q N Qξ ξ ξ+=

 استفاده زنی جمله ای چند شکل توابع از می توان .شد گرفته نظر در خطی صورت به              و             شکل توابع

:باشد زیر ویژگی های دارای باید شکل تابع کلی حالت در وجود این با کرد
1( )N ξ2 ( )N ξ

 .باشد متناهی باید المان طول در اول مشتق -

.باشد پیوسته صورت به باید المان مرز در جابجایی -
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Coordinates( شکل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

(12)1 1(6)
2 2

e j ix x

i jx x xξ ξ= − − +    = +   
   



:داشت خواهیم شود نوشته     برحسب     مقدار )6( رابطه در اگر xξ

:گرفت نتیجه می توان )7( رابطه در شکل توابع تعریف به توجه با

(13)1 2( ) ( )(7) (12) i jx N x N xξ ξ→  = +

(14)( )
ex ξ = Nx

:می شود نوشته زیر صورت به )13( رابطه ماتریسی فرم

آن در که

(15)ie

j

x
x
 

=  
 

x
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Coordinates( شکل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

)14( و )9( روابط مقایسه با

(9)( )
eu ξ = Nq (14)( )

ex ξ = Nx

 )کلتغییر ش(ویژگی مکانیکی 

 

(Mechanical Properties)

 )مختصات(ویژگی هندسی 

 

(Geometric Properties)

ماتریس تبدیل خواص مکانیکی ماتریس تبدیل خواص هندسی

 در .است یکسان یهندس ویژگی تبدیل ماتریس با مکانیکی خواص تبدیل ماتریس اینجا در که گرفت نتیجه می توان 

Isoperimetric( ایزوپارامتریک محدود المان فرمول بندی Finite Element( و مکانیکی خواص تبدیل ماتریس های 

.می شود فرض یکسان هندسی
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Coordinates( شکل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 :است مطلوب شده داده نشان المان در -1 مثال

 .نمایید محاسبه      نقطه در را          و         ،      مقادیر  -الف

.     نقطه در جابجایی مقدار تعیین است مطلوب باشد                            و                          اگر -ب

ξ1N2Np

1 0.003Q in=2 0.005Q in= −p

1 2
xO

1 20x in= 2 36x in=24px in=

p

1 0.003Q in= 2 0.005Q in= −
?pQ =
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شکل توابع و مختصات ها

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

.-1 مثال پاسخ

0.5pξ = − (1.1)

1( ) 0.75pN ξ = (1.2)

2 ( ) 0.25pN ξ = (1.3)

( ) 0.001
p

inu ξ = (1.4)

1 2
xO

1 20x in= 2 36x in=24px in=

p

1 0.003Q in= 2 0.005Q in= −
?pQ =
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بُعدی یک المان در کرنش-تنش رابطه

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

:می شود نوشته زیر صورت به جابجایی -کرنش رابطه

(16)( ) ( )
( ) ( )(2) x x

du du d
dx d dx

ξ ξ ξε ε
ξ

 =  = ×

)8( در )7( رابطه جایگذاری با

(17)( )
1 1(7) (8)

2 2i ju Q Qξ
ξ ξ

+
− +→  =

:داشت خواهیم      به نسبت )17( رابطه از گیری مشتق با ξ

(18)( )(17)
2
i jdu Q Q

d
ξ

ξ
− +

 =

:می شود نتیجه         به نسبت        از مشتق گیری با همچنین ξx

(19)1
2 2(6) ( ) 1
e e

d d dx x
dx dx dx

ξ ξ 
 = − −  = 

  
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بُعدی یک المان در کرنش-تنش رابطه

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 به زیر صورت به المان گرهی جابجایی های برحسب کرنش رابطه )16( رابطه در )19( و )18( روابط جایگذاری با

 :می آید دست

(20)( )
1(18) & (19) (16) ( )x i j
e

Q Qε→  = − +


:می شود نوشته زیر صورت به )20( رابطه ماتریسی فرم

(21)( )
e e

xε = B q

آن در که

(22){ }1 1 1 , ie e

je

Q
Q
 

= − =  
 

B q


Element( المان جابجایی-کرنش ماتریس Strain-Displacement Matrix( : eB



20

بُعدی یک المان در کرنش-تنش رابطه

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

( )I( )(21) (2) e e
x eEσ→  = B q

 با .است ثابت المان طول در کرنش رو، این از .می گردد ماتریس بودن ثابت به منجر خطی شکل توابع از استفاده

: آیدمی دست به زیر صورت به المان گرهی جابجایی های برحسب بعُدی یک المان در تنش )2( رابطه از هوک قانون بکارگیری

eB

:می گردد محاسبه زیر صورت به گرهی دو بعُدی یک المان در تنش مقدار )I( رابطه در )22( روابط جایگذاری با نهایت در

(23){ }1(22) ( ) 1 1 ie
e

je

Q
I E

Q
σ

 
→  = −  

 
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The( پتانسیل انرژی روش Potential Energy Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 :می شود نوشته زیر صورت به )L1-30( رابطه به توجه با بعُدی یک مسائل در کل پتانسیل انرژی

(24)
1( 1 30)
2

Vd Adx
T T T

x x x i i
i

L Ad u f Ad u T d u pσ
=

−  ∏ = − − −  ε
  

 :می آید دست به المان ها تمامی در پتانسیل انرژی جمع از سیستم کل پتانسیل انرژی محدود المان روش در

(25)1(24)
2

T T T
e x e x x i i

e e e ie e e

A d u f A d u T d Q pσ
     

 ∏ = − − −     
     

     ε

 )L1-28( رابطه به توجه با .می گردد اعمال گره ها در متمرکز نیروهای تمامی که است فرض این مبنای بر )25( رابطه
 :می شود تعریف زیر صورت به المان کرنشی انرژی

1
2

T
e e x

e

U A dσ=  ε (26)

   :داشت خواهیم )25( در )26( رابطه جایگذاری با

(27)(26) (25) T T
e e x x i i

e e e ie e

U u f A d u T d Q p
   

→  ∏ = − − −   
   

    
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The( پتانسیل انرژی روش Potential Energy Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان سختی ماتریس Stiffness Matrix(

 در المان کرنشی انرژی رابطه در آن جایگذاری و )23( و )21( روابط در آمده دسته به کرنش و تنش روابط به توجه با
 :می شود نتیجه )26( رابطه

1(21) & (23) (26) ( ) ( )
2

e T e T e e
e e e x

e

U E A d→  =  q B B q (28)

1(28) ( ) ( )
2

e T e T e e
e e e x

e

U E A d
 

 =  
 
q B B q (29)

 :می کنیم بازنویسی زیر صورت به را )28( رابطه است ثابت المان گرهی جابجایی بردار     که آنجایی از
eq

 را رامترهاپا این می توان المان طول در        و      بودن ثابت همچنین و      ماتریس بودن ثابت به توجه با دیگر طرف از
 به )29( رابطه ،)19( رابطه براساس طبیعی مختصات به مختصات تغییر با همچنین .کرد خارج )29( رابطه انتگرال از نیز

 :می آید در زیر صورت

eB
eEeA

1

1

1(19) (29) ( ) ( )
2 2

e T e T e ee
e e eU A E dξ

−

 →  =  
 q B B q (30)
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The( پتانسیل انرژی روش Potential Energy Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان سختی ماتریس Stiffness Matrix(

{ }11(22) (30) ( ) 1 1
12

e T ee e
e

e

A EU
 − 

→  = −   
  

q q


(31)

 :داشت خواهیم                     اینکه به توجه با همچنین و )30( رابطه در )22( رابطه از      ماتریس جایگذاری با
1

1
2dξ

−
= eB

 :می شود نتیجه )31( رابطه بسط با

1 11(31) ( )
1 12

e T ee e
e

e

A EU
 − 

 =   −  
q q


(32)

 :نوشت زیر صورت به توان می را )32( رابطه

1 ( )
2

e T e e
eU = q k q (33)
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The( پتانسیل انرژی روش Potential Energy Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان سختی ماتریس Stiffness Matrix(

 آن در که

1 1
1 1

e e e

e

A E − 
=  − 

k


(34)
i j

i

j

Element( امُ e المان سختی ماتریس Stiffness Matrix( 2 2: e ×∈k 

   است خطی فنر در شده ذخیره کرنشی انرژی رابطه مشابه )32( رابطه که کرد مشاهده می توان

21 1( )
2 2

e T e e
e eU U kx= ≈ =q k q
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The( پتانسیل انرژی روش Potential Energy Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان حجمی نیروی برداری Body Force Vector(

 :است زیر صورت به )25( رابطه در حجمی نیروی از ناشی خارجی کار به مربوط عبارت

 :داشت خواهیم )35( رابطه در )9( رابطه از شکل تغییر جایگذاری با

(35)
T

e x
e

u f A d=حجمی نیروی از ناشی خارجی کار

(36)(9) (35) ( )T e T T
e x e x

e e

u f A d f A d→  =  q N

 : )36( رابطه در )10( رابطه از شکل تابع جایگذاری با

(37)1

2

( )

( )
(10) (36) ( )T e T

e x e x
e e

N
u f A d f A d

N
ξ

ξ
 

→  =  
 

  q
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The( پتانسیل انرژی روش Potential Energy Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان حجمی نیروی برداری Body Force Vector(

 )هستند       از تابعی شکل توابع زیرا(       به     از انتگرال دیفرانسیلی متغیر تغییر همچنین و )37( رابطه دادن بسط با

 :می شود نتیجه )19( رابطه کمک به

(38)
1

2

( )

( )

2
(19) (37) ( )

2

e e

eT e T
e x

e ee

e

A f N d
u f A d

A f N d

ξ

ξ

ξ

ξ

 
 
 →  =  
 
  





q





xddξξ

 :می کنیم محاسبه صورت به را شکل توابع انتگرال ،)7( رابطه از شکل تابع مقادیر جایگذاری با

(39)

1

1 11

1

2 21

( ) ( )

( ) ( )

1 1
2

1 1
2

e e

e e

N d d N d

N d d N d

ξ ξ

ξ ξ

ξξ ξ ξ

ξξ ξ ξ

−

−

−=  =

+=  =

  

  
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The( پتانسیل انرژی روش Potential Energy Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان حجمی نیروی برداری Body Force Vector(

 :می شود نتیجه )38( رابطه در )39( رابطه جایگذاری با

(40)
1

(39) (38) ( )
12

T e T e e
e x

e

A fu f A d
 

→  =  
 

 q 

 :نوشت زیر صورت به توان می را )40( رابطه

(41)( )T e T e
e x

e

u f A d = q f

 آن در که

1
12

e e eA f  
=  

 
f 

(42)
i

j

Element( امُ e المان حجمی نیروی بردار Body force( 2: e ∈f 

 بتداا گره های بین مساوی طور به و شده نیرو به تبدیل المان حجم         در ضرب حجم واحد نیروی       )42( رابطه در

 .می شود تقسیم المان انتهای و

fe eA 
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The( پتانسیل انرژی روش Potential Energy Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان طولی نیروی برداری Traction Force Vector(

 :است زیر صورت به )25( رابطه در طولی نیروی از ناشی خارجی کار به مربوط عبارت

 :داشت خواهیم )43( رابطه در )9( رابطه از شکل تغییر جایگذاری با

(43)
T

x
e

u T d=طولی نیروی از ناشی خارجی کار

(44)(9) (43) ( )T e T T
x x

e e

u T d T d→  =  q N

 : )44( رابطه در )10( رابطه از شکل تابع جایگذاری با

(45)1

2

( )

( )
(10) (44) ( )T e T

x x
e e

N
u T d T d

N
ξ

ξ
 

→  =  
 

  q
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The( پتانسیل انرژی روش Potential Energy Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 )هستند       از تابعی شکل توابع زیرا(       به     از انتگرال دیفرانسیلی متغیر تغییر همچنین و )45( رابطه دادن بسط با

 :می شود نتیجه )19( رابطه کمک به

(46)
1

2

( )

( )

2
(19) (45) ( )

2

e

eT e T
x

ee

e

T N d
u T d

T N d

ξ

ξ

ξ

ξ

 
 
 →  =  
 
  





q





xddξξ

Element( المان طولی نیروی برداری Traction Force Vector(

 :می شود نتیجه )46( رابطه در )39( رابطه جایگذاری با

(47)
1

(39) (46) ( )
12

T e T e
x

e

Tu T d
 

→  =  
 

 q 
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The( پتانسیل انرژی روش Potential Energy Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 :نوشت زیر صورت به توان می را )47( رابطه

(48)( )T e T e
x

e

u T d = q T

 آن در که

1
12

e eT  
=  

 
T 

(49)
i

j

Element( امُ e المان طولی نیروی بردار Traction force( 2: e ∈T 

 تدااب گره های بین مساوی طور به و شده نیرو به تبدیل المان طول         در ضرب طول واحد نیروی       )49( رابطه در

 .می شود تقسیم المان انتهای و

Te

Element( المان طولی نیروی برداری Traction Force Vector(
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The( پتانسیل انرژی روش Potential Energy Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

(50)
1(33), (41) & (48) (25) ( ) ( ) ( ) ( )
2

e T e e T e e T e e T e

e e e e

→  ∏ = − − −   q k q q f q T q P

 :می شود نوشته زیر صورت به سیستم کل پتانسیل انرژی )25( رابطه در )48( و )41( ،)33( روابط جایگذاری با

 .می گردد حاصل المان ها تمامی کل پتانسیل انرژی )کردن بندی سرهم( جمع از کل پتانسیل انرژی که می دهد نشان )50( رابطه

 :نوشت سیستم کل برای جامع تر صورت به را )50( رابطه می توان رو این از

Element( امُ e المان متمرکز نیروی بردار Traction force( 2: e ∈P 

(51)1
2

T T∏ = −Q KQ Q F

 آن در که

(52)= + +F f T P
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The( پتانسیل انرژی روش Potential Energy Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Global( کل جابجایی بردار Displacement Vector( { }1 2: Te n
n

e

Q Q Q= = ∈Q q  

Global( کل سختی ماتریس Stiffness Matrix( : n n e

e

×∈ =K k

Global( کل گرهی نیروهای بردار Load Vector( : n∈ = + +F f T P

Global( کل گرهی حجمی نیروهای بردار Body Force Vector( : n e

e

∈ =f f

Global( کل گرهی طولی نیروهای بردار Traction Force Vector( : n e

e
∈ =T T

Global( کل گرهی متمرکز نیروهای بردار Point Force Vector( : n e

e
∈ =P P

1
2

T T∏ = −

= + +

Q KQ Q F

F f T P
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The( گالرکین -ریتز روش Ritz-Galerkin Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

(53)( ) 0T T T
i i

iv v v

dv dv ds P− − − Φ =  Φσ ε Φ f Φ T

 :آن در که

{ }3 ( , , ) ( , , ) ( , , )
T

x y zx y z x y z x y z∈ = Φ Φ ΦΦ  (54)

{ }6 T

x y z yz xz xyσ σ σ τ τ τ∈ =σ  (55)

6

T
y y yx z z x z x

x y z z y z x y x
 ∂Φ ∂Φ ∂Φ   ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∈ = + + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

ε  (56)

 شکل تابع برای )L1-6( رابطه در بعدی سه حالت در تنش تعادل معادلات روی بر گالرکین ریتز روش از استفاده با
Φ :داشت خواهیم نماید می ارضا را مسئله مرزی شرایط که         دلخواه
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The( گالرکین -ریتز روش Ritz-Galerkin Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

(57)( ) 0T T T
i i

i
Adx fAdx Tdx Pσ ε φ φ φΦ − − − =  

  

 :آن در که

( )
( )

( ) x
x

x
d
dx
φφ φ σ σ ε Φ= = = (58)

 :می شود نوشته زیر صورت به بعدی یک حالت در )53( رابطه

( ) 0T T T
i i

i
Adx fAdx Tdx Pσ ε φ φ φΦ − − − =  

  

 کار باید که است مجازی کار رابطه همان )57( رابطه همچنین .باشد برقرار باید مرزی شرایط با سازگار     هر برای )57( رابطه
 :کنیم رضف مجازی شکل تغییر یک     اگر .باشد برابر خارجی نیروهای از ناشی مجازی کار با داخلی نیروهای از ناشی مجازی

φ
φ

 کار مجازی داخلی
 )ضرب نیروهای داخلی حقیقی در تغییر شکل های مجازی(

 کار مجازی خارجی
 )ضرب نیروهای خارجی حقیقی در تغییر شکل های مجازی(
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The( گالرکین -ریتز روش Ritz-Galerkin Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

(59)( )(57) 0T T T
e e e i i

e e e ie e e

E A dx fA dx Tdx Pε ε φ φ φΦ

     
 − − − =     

     
     

 المان روش در )57( رابطه حوزه،-زیر به حوزه تبدیل همچنین و )57( رابطه در کرنش برحسب تنش مقدار جایگذاری با
 :می گردد بازنویسی زیر صورت به محدود

 مجازی جابجایی یک از ناشی کرنش         که حالی در .است حقیقی بارهای از ناشی کرنش               که شود توجه
 می گردد تعریف زیر روابط )21( و )9( روابط با مشابه .می باشد

e eε = B q( )ε Φ


(9)( )

eu ξ = Nq

(21)( )
e e

xε = B q

(60)eφ = Nψ

(61)( )
e eε Φ = B ψ

{ }1 2: Te ψ ψ=ψالمان )مجازی( دلخواه گرهی جابجایی بردار e ُام
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان سختی ماتریس Stiffness Matrix(

 :می شود نتیجه آن در )61( و )21( روابط جایگذاری  )59( رابطه اولین گرفتن نظر در با

( )(21) & (61) (59) ( ) ( )T e T e T e e
e e e e

e e

first term E A dx E A dxε ε Φ→  =  q B B ψ (62)

( )(62) ( ) ( )T e T e T e e
e e e e

e e

E A dx E A dxε ε Φ

 
 =  

 
 q B B ψ (63)

 را رامترهاپا این می توان المان طول در        و      بودن ثابت همچنین و      ماتریس بودن ثابت به توجه با دیگر طرف از
 به )63( رابطه ،)19( رابطه براساس طبیعی مختصات به مختصات تغییر با همچنین .کرد خارج )63( رابطه انتگرال از نیز

 :می آید در زیر صورت

eBeEeA

1

( ) 1
(19) (63) ( ) ( )

2
T e T e T e ee

e e e e
e

E A dx E A dε ε ξΦ −

 →  =  
  q B B ψ

(64)

The( گالرکین -ریتز روش Ritz-Galerkin Approach(

 :می کنیم بازنویسی زیر صورت به را )62( رابطه است ثابت        و     که آنجایی از
eqeψ
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان سختی ماتریس Stiffness Matrix(

{ }( )

1
(22) (64) ( ) 1 1

1
T e T ee e

e e
ee

E AE A dxε ε Φ

 − 
→  = −   

  
 q ψ


(65)

 :داشت خواهیم                     اینکه به توجه با همچنین و )64( رابطه در )22( رابطه از      ماتریس جایگذاری با
1

1
2dξ

−
= eB

 :می شود نتیجه )65( رابطه بسط با

( )

1 1
(65) ( )

1 1
T e T ee e

e e
ee

E AE A dxε ε Φ

 − 
 =   −  

 q ψ


(66)

 :نوشت زیر صورت به توان می را )66( رابطه

( ) ( )T e T e e
e e

e

E A dxε ε Φ = q k ψ (67)

The( گالرکین -ریتز روش Ritz-Galerkin Approach(

 آن در که

1 1
1 1

e e e

e

A E − 
=  − 

k


(34)
i j

i

j امُ e المان سختی ماتریس 2 2: e ×∈k 
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان حجمی نیروی برداری Body Force Vector(

 :است زیر صورت به )59( رابطه در حجمی نیروی از ناشی خارجی مجازی کار به مربوط عبارت

 :داشت خواهیم )68( رابطه در )60( رابطه از شکل تغییر جایگذاری با

(68)
T

e
e

fA dxφ=حجمی نیروی از ناشی خارجی مجازی کار

(69)(60) (68) ( )T e T T
e e

e e

fA dx fA dxφ→  =  ψ N

 : )69( رابطه در )10( رابطه از شکل تابع جایگذاری با

(70)1

2

( )

( )
(10) (69) ( )T e T

e e
e e

N
fA dx fA dx

N
ξ

ξ
φ  

→  =  
 

  ψ

The( گالرکین -ریتز روش Ritz-Galerkin Approach(
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان حجمی نیروی برداری Body Force Vector(

 )هستند       از تابعی شکل توابع زیرا(       به     از انتگرال دیفرانسیلی متغیر تغییر همچنین و )70( رابطه دادن بسط با

 :می شود نتیجه )19( رابطه کمک به

(71)
1

2

( )

( )

2
(19) (70) ( )

2

e e

eT e T
e

e ee

e

A f N d
fA dx

A f N d

ξ

ξ

ξ
φ

ξ

 
 
 →  =  
 
  





ψ





xddξξ

The( گالرکین -ریتز روش Ritz-Galerkin Approach(

 :می شود نتیجه )71( رابطه در )39( رابطه جایگذاری با

(72)
1

(39) (71) ( )
12

T e T e e
e

e

A ffA dxφ  
→  =  

 
 ψ 
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان حجمی نیروی برداری Body Force Vector(

 :نوشت زیر صورت به توان می را )72( رابطه

(73)( )T e T e
e

e

fA dxφ = ψ f

 آن در که

1
12

e e eA f  
=  

 
f 

(42)
i

j

The( گالرکین -ریتز روش Ritz-Galerkin Approach(

Element( امُ e المان حجمی نیروی بردار Body force( 2: e ∈f 



41

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان طولی نیروی برداری Traction Force Vector(

 :است زیر صورت به )59( رابطه در طولی نیروی از ناشی خارجی مجازی کار به مربوط عبارت

 :داشت خواهیم )74( رابطه در )60( رابطه از شکل تغییر جایگذاری با

(74)
T

e

Tdxφ=طولی نیروی از ناشی خارجی مجازی کار

(75)(60) (74) ( )T e T T
x

e e

Tdx T dφ→  =  ψ N

 : )75( رابطه در )10( رابطه از شکل تابع جایگذاری با

(76)1

2

( )

( )
(10) (75) ( )T e T

x
e e

N
Tdx T d

N
ξ

ξ
φ  

→  =  
 

  ψ

The( گالرکین -ریتز روش Ritz-Galerkin Approach(
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 )هستند       از تابعی شکل توابع زیرا(       به     از انتگرال دیفرانسیلی متغیر تغییر همچنین و )76( رابطه دادن بسط با

 :می شود نتیجه )19( رابطه کمک به

(77)
1

2

( )

( )

2
(19) (76) ( )

2

e

eT e T

ee

e

T N d
Tdx

T N d

ξ

ξ

ξ
φ

ξ

 
 
 →  =  
 
  





ψ





xddξξ

Element( المان طولی نیروی برداری Traction Force Vector(

 :می شود نتیجه )77( رابطه در )39( رابطه جایگذاری با

(78)
1

(39) (77) ( )
12

T e T e

e

TTdxφ  
→  =  

 
 ψ 

The( گالرکین -ریتز روش Ritz-Galerkin Approach(
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 :نوشت زیر صورت به توان می را )78( رابطه

(79)( )T e T e

e

Tdxφ = ψ T

 آن در که

1
12

e eT  
=  

 
T 

(49)
i

j

Element( امُ e المان طولی نیروی بردار Traction force( 2: e ∈T 

Element( المان طولی نیروی برداری Traction Force Vector(

The( گالرکین -ریتز روش Ritz-Galerkin Approach(
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

(80)(67), (73) & (79) (59) ( ) ( ) ( ) ( ) 0e T e e e T e e T e e T e

e e e e

→  − − − =   q k ψ ψ f ψ T ψ P

 :می شود نوشته زیر صورت به )59( رابطه در )79( و )73( ،)67( روابط جایگذاری با

 :نوشت سیستم کل برای جامع تر صورت به را )80( رابطه

Element( امُ e المان متمرکز نیروی بردار Traction force( 2: e ∈P 

(81)( ) 0T − =Ψ KQ F

 آن در که

(52)= + +F f T P

The( گالرکین -ریتز روش Ritz-Galerkin Approach(
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Global( کل جابجایی بردار Displacement Vector( { }1 2: Te n
n

e

Q Q Q= = ∈Q q  

Global( کل سختی ماتریس Stiffness Matrix( : n n e

e

×∈ =K k

Global( کل گرهی نیروهای بردار Load Vector( : n∈ = + +F f T P

Global( کل گرهی حجمی نیروهای بردار Body Force Vector( : n e

e

∈ =f f

Global( کل گرهی طولی نیروهای بردار Traction Force Vector( : n e

e

∈ =T T

Global( کل گرهی متمرکز نیروهای بردار Point Force Vector( : n e

e

∈ =P P

( ) 0T − =
= + +

Ψ KQ F
F f T P

The( گالرکین -ریتز روش Ritz-Galerkin Approach(

مایدن ارضا را مرزی شرایط باید که کل دلخواه گرهی جابجایی بردار { }1 2: Te n
n

e
ψ ψ ψ= = ∈Ψ ψ  
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 هر .می دهد نشان را میله از قسمت هر طول و مقطع سطح ترتیب به      و       شکل، در شده داده نشان میله در -2 مثال

 و ثابت لهمی کل الاستیسیته مدول .دارد قرار      حجم واحد نیروی و      طول واحد کششی نیروی اثر تحت میله از بخش

 نیروی بردار و کل سختی ماتریس تشکیل است مطلوب .می شود وارد 2 شماره گره در     متمرکز بار .است      با برابر

 .شده داده نشان میله در کل گرهی

iAi

iTf
E2P

x

2P1T

2T

3T

4T

1

2

3

4

5

1 1,A 

2 2,A 

3 3,A 

4 4,A 

f
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-2 مثال پاسخ

4

3

2

1

x

1

2

3

4

5

1F 1Q

2F 2Q

3F 3Q

4F 4Q

5F 5Q

المان شماره گره شماره
e i j

1 1 2

2 2 3

3 3 4

4 4 5

 آزادی درجات و المان ها ارتباط تعیین

 المان و گره گذاری شماره و مختلف المان های به میله تقسیم بندی

4en  المان تعداد=

5DOFn } آزادی درجه تعداد= }1 2 3 4 5
TQ Q Q Q Q=Q
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-2 مثال پاسخ

 )34( رابطه براساس المان هر سختی ماتریس تشکیل

(34) 

(2) 2

2

1 1
1 1

A E − 
=  − 

k


(2.2)
2 3

2

3

(3) 3

3

1 1
1 1

A E − 
=  − 

k


(2.3)

3 4

3

4

(4) 4

4

1 1
1 1

A E − 
=  − 

k


(2.4)
4 5

4

5

x

2P1T

2T

3T

4T

1

2

3

4

5

1 1,A 

2 2,A 

3 3,A 

4 4,A 

f
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-2 مثال پاسخ

  المان ها تمامی سختی ماتریس کردن سرهم بندی وسیله به میله کل سختی ماتریس تشکیل
4

5 5

1

e

e

×

=

∈ = K k

1 1

1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

3 32 2

2 2 3 3

3 3 4 4

3 3 4 4

4 4

4 4

0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0

A E A E

A E A E A E A E

A E A EA E A E

A E A E A E A E

A E A E

 − 
 
  
− + −  

  
   − + −=     

  − + −  
  

 
− 

 

K

 

   

   

   

 

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

(2.5)
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-2 مثال پاسخ

 )42( رابطه براساس المان هر حجمی نیروی بردار تشکیل

(42) 

x

2P1T

2T

3T

4T

1

2

3

4

5

1 1,A 

2 2,A 

3 3,A 

4 4,A 

f

(2) 2 2 1
12

A f  
=  

 
f 

(2.7)
2

3

(3) 3 3 1
12

A f  
=  

 
f 

(2.8)
3

4

(4) 4 4 1
12

A f  
=  

 
f 

(2.9)
4

5
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-2 مثال پاسخ

  المان ها تمامی گرهی حجمی نیروی بردار کردن سرهم بندی وسیله به میله کل گرهی حجمی نیروهای بردار تشکیل

4
5

1

e

e=

∈ = f f

1 1

1 1 2 2

3 32 2

3 3 4 4

4 4

2

2 2

2 2

2 2

2

A f

A f A f

A fA f

A f A f

A f

 
 
 
 + 
  = + 
 
 

+ 
 
 
  

f



 



 



1

2

3

4

5

(2.10)
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-2 مثال پاسخ

 )49( رابطه براساس المان هر طولی نیروی بردار تشکیل

(49) 

x

2P1T

2T

3T

4T

1

2

3

4

5

1 1,A 

2 2,A 

3 3,A 

4 4,A 

f

(2) 2 2 1
12

T  
=  

 
T 

(2.12)
2

3

(3) 3 3 1
12

T  
=  

 
T 

(2.13)
3

4

(4) 4 4 1
12

T  
=  

 
T 

(2.14)
4

5
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-2 مثال پاسخ

   المان ها تمامی گرهی طولی نیروی بردار کردن سرهم بندی وسیله به میله کل گرهی طولی نیروهای بردار تشکیل

4
5

1

e

e=

∈ = T T

1 1

1 1 2 2

3 32 2

3 3 4 4

4 4

2

2 2

2 2

2 2

2

T

T T

TT

T T

T

 
 
 
 + 
  = + 
 
 

+ 
 
 
  

T



 



 



1

2

3

4

5

(2.15)
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-2 مثال پاسخ

   مان هاال تمامی گرهی متمرکز نیروی بردار کردن سرهم بندی وسیله به میله کل گرهی متمرکز نیروهای بردار تشکیل

4
5

1

e

e =

∈ = P P
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-2 مثال پاسخ

 میله کل گرهی نیروهای بردار تشکیل

5∈ = + + F f T P

1 1 1 1

1 1 1 1 2 2 2 2
2

3 3 3 32 2 2 2

3 3 3 3 4 4 4 4

4 4 4 4

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

A f T

A f T A f T P

A f TA f T

A f T A f T

A f T

  +    
    + + + +    
    
    + + +=     

    
    + + +   

   
   +    

F

 

   

  

   

 

1

2

3

4

5

(2.17)
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Elimination( حذفی روش به مرزی شرایط اعمال Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

انرژی روش در مرزی شرایط اعمال -الف

nQFK :است زیر صورت به        ماتریس و        و       بردارهای آزاد درجه    سیستم یک در

(82)

{ }1 2 3
Tn

nQ Q Q Q∈ =Q  

{ }1 2 3
Tn

nF F F F∈ =F  

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3

n

n
n n

n

n n n nn

K K K K
K K K K
K K K K

K K K K

×

 
 
 
 ∈ =
 
 
  

K




 
    



 :داشت خواهیم بدیم بسط را آن و کرده جایگذاری )51( کل پتانسیل انرژی معادله در را )82( رابطه اگر
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Elimination( حذفی روش به مرزی شرایط اعمال Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

انرژی روش در مرزی شرایط اعمال -الف

1(82) (51)
2

T T→  ∏ = − Q KQ Q F

{ } { }

11 12 13 1 1 1

21 22 23 2 2 2

1 2 3 31 32 33 3 1 2 33 3

1 2 3

1
2

n

n

n n n

n n n nn n n

K K K K Q F
K K K K Q F

Q Q Q Q K K K K Q Q Q QQ F

K K K K Q F

     
     
         ∏ = −   
     
     
         




  
      



(83)

1 11 1 1 12 2 1 13 3 1 1

2 21 1 2 22 2 2 23 3 2 2

3 31 1 3 32 2 3 33 3 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 ( )
2

n n

n n

n n n n

n n n n n n n nn n

Q K Q Q K Q Q K Q Q K Q
Q K Q Q K Q Q K Q Q K Q
Q K Q Q K Q Q K Q Q K Q Q F Q F Q F Q F

Q K Q Q K Q Q K Q Q K Q

+ + + + 
 + + + + + 
  ∏ = + + + + + − + + + +
 
 
 + + + + + 



 



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Elimination( حذفی روش به مرزی شرایط اعمال Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

انرژی روش در مرزی شرایط اعمال -الف

(84)

1 11 1 1 12 2 1 13 3 1 1

2 21 1 2 22 2 2 23 3 2 2

3 31 1 3 32 2 3 33 3 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 ( )
2

n n

n n

n n n n

n n n n n n n nn n

K K Q K Q K
Q K Q K Q Q K Q Q K
Q K Q K Q Q K Q Q K F Q F Q F F

K K Q K Q K

α α α α α α
α α
α α α α

α α α α α α

+ + + + 
 + + + + + 
 ∏ = + + + + + − + + + +
 
 
 + + + + + 



 




1 :می شود نوشته زیر صورت به )83( رابطه .باشد موجود                و              مرزی شرط دو که آن فرض با 1Q α=n nQ α=

 که ممکن جابجایی های همه بین از :می کند بیان قضیه این .می شود استفاده )L1( پتانسیل انرژی حداقل قضیه از اینجا در

 را کل انسیلپت انرژی باشند، سیستم تعادل حالت با متناظر که آن هایی می کنند، برآورده را سازه سیستم یک مرزی شرایط

 آن بر دلالت که رابطه ای نتیجه در .شده اند حذف )84( رابطه در        و        عبارت های اکنون شود توجه .می نمایند حداقل

 :است زیر صورت به داشت خواهد تعادل حالت در آزادی درجات سایر در را خود مقدار حداقل کل پتانسیل انرژی که دارد

1QnQ

(85)0 2 , 3 , 4 , , 1
i

d i n
dQ

∏ = = −
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Elimination( حذفی روش به مرزی شرایط اعمال Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

انرژی روش در مرزی شرایط اعمال -الف

(86)

22 2 23 3 2,( 1) 1 2 21 1 2

32 2 33 3 3,( 1) 1 3 31 1 3

( 1),2 2 ( 1),3 3 ( 1),( 1) 1 1 ( 1),1 1 ( 1),

n n n n

n n n n

n n n n n n n n n n

K Q K Q K Q F K K
K Q K Q K Q F K K

K Q K Q K Q F K K

α α
α α

α α

− −

− −

− − − − − − − −

+ + + = − −
+ + + = − −

+ + + = − −







   :می آید دست به زیر معادلات دسته )85( در )84( رابطه جایگذاری با

   :است زیر صورت به )86( رابطه ماتریسی فرم

22 23 2,( 1) 2 21 1 22

32 33 3,( 1) 3 31 1 33

( 1),2 ( 1),3 ( 1),( 1) 1 ( 1),1 1 ( 1),1

n n n

n n n

n n n n n n n n nn

K K K F K KQ
K K K F K KQ

K K K F K KQ

α α
α α

α α

−

−

− − − − − − −−

− −    
     − −     =             − −      




    


(87)
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Elimination( حذفی روش به مرزی شرایط اعمال Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

انرژی روش در مرزی شرایط اعمال -الف

KQ=(88) :نوشت رو روبه صورت به می توان را )87( رابطه F

 آن در که

(89)

2 21 1 2

3 31 1 32

1 ( 1),1 1 ( 1),

n n

n nn

n n n n n

F K K
F K K

F K K

α α
α α

α α

−

− − −

− − 
 − − ∈ =  
 
 − − 

F 


2

32

1

n

n

Q
Q

Q

−

−

 
 
 ∈ =  
 
  

Q 


22 23 2,( 1)

32 33 3,( 1)( 2) ( 2)

( 1),2 ( 1),3 ( 1),( 1)

n

nn n

n n n n

K K K
K K K

K K K

−

−− × −

− − − −

 
 
 ∈ =
 
 
  

K





   



 :می دهد نتیجه را مجهول گرهی جابجایی های مقدار )88( رابطه حل

(90)1(88) − =Q K F
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Elimination( حذفی روش به مرزی شرایط اعمال Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

گالرکین-ریتز روش در مرزی شرایط اعمال -ب

 دلخواه گرهی جابجایی بردارهای )81( رابطه در باید .می باشد               و              مرزی شرط دو که آن فرض با

 .باشند برقرار زیر
1 1Q α=n nQ α=

{ }
{ }
{ }

{ }

2

3

4

1

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

Tn

Tn

Tn

Tn
n−

∈ =

∈ =

∈ =

∈ =

Ψ

Ψ

Ψ

Ψ

 

 

 


 

(91)

 :داشت خواهیم بدیم بسط را آن و کرده جایگذاری )81( معادله در را )82( رابطه اگر

 با متناظر آخر و اول درایه های )91( رابطه در انتخابی دلخواه گرهی جابجایی بردارهای تمامی در شود توجه نکته این به

    .است صفر با برابر می باشد معلوم آن ها مقدار که آزادی درجات شماره های
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Elimination( حذفی روش به مرزی شرایط اعمال Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

گالرکین-ریتز روش در مرزی شرایط اعمال -ب

(82) (81) ( ) 0T→  − = Ψ KQ F

11 12 13 1 1 1

21 22 23 2 2 2

31 32 33 3 3 3

1 2 3

0

n

n
T

n

n n n nn n n

K K K K Q F
K K K K Q F
K K K K Q F

K K K K Q F

      
      
            − =                          

Ψ





      


11 1 12 2 13 3 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

31 1 32 2 33 3 3 3

1 1 2 2 3 3

0

n n

n n
T

n n

n n n nn n n

K Q K Q K Q K Q F
K Q K Q K Q K Q F
K Q K Q K Q K Q F

K Q K Q K Q K Q F

+ + + + − 
 + + + + −   + + + + − = 
 
 

+ + + + −  

Ψ








(92)
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Elimination( حذفی روش به مرزی شرایط اعمال Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

گالرکین-ریتز روش در مرزی شرایط اعمال -ب

{ }

11 1 12 2 13 3 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

2 31 1 32 2 33 3 3 3

1 1 2 2 3 3

( ) 0 1 0 0 0 0 0

n n

n n
T

n n

n n n nn n n

K K Q K Q K F
K K Q K Q K F
K K Q K Q K F

K K Q K Q K F

α α
α α
α α

α α

+ + + + − 
 + + + + −  − = + + + + − =  
 
 

+ + + + −  

Ψ KQ F




 




2Ψ برای مثال طور به

22 2 23 3 2,( 1) 1 2 21 1 2n n n nK Q K Q K Q F K Kα α− −+ + + = − −

 مجدد نهایت در .رسید خواهیم )86( رابطه همان به مجدد که بینیم می کنیم تکرار را فرآیند این نیز      سایر برای اگر

     .می گردد حاصل )90( رابطه
iΨ

(90)1−=Q K F

2n :)92( رابطه در )91( رابطه از شکل تغییر بردار تا             تک تک جایگذاری با −
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Elimination( حذفی روش به مرزی شرایط اعمال گام به گام مراحل Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

1 21 2, , ,
rp p p rQ Q Qα α α= = = (93)

1prp :باشد معلوم )تکیه گاهی نقاط(      تا       گره های جابجایی مقدار اگر که آن فرض با

 در هک چرا      کل گرهی نیروهای بردار و      کل سختی ماتریس از        تا      ،       ،      سطرهای ذخیره کردن :اول گام

 .می شوند واقع استفاده مورد بعد مراحل
1p2prpKF

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

,1 ,2 ,3 ,

,1 ,2 ,3 ,

,1 ,2 ,3 ,

,1 ,2 ,3 , 1r r r r r

p p p p n p

p p p p n p

p p p p n p

p p p p n pr n r

K K K K F

K K K K F

K K K K F

K K K K F
× ×

   
   
   

                 






     


(94)
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Elimination( حذفی روش به مرزی شرایط اعمال گام به گام مراحل Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

1 2, 1 , 2 ,( )
ri i i p i p i p rF F K K kα α α= − + + + (94)

 یسماتر .               کل سختی ماتریس از      ستون و سطر و      ،      ستون و سطر ،      ستون و سطر حذف :دوم گام

 نیروهای بردار از          و        ،        ،       سطرهای مشابه طور به .شد خواهد                        آمده دست به کل سختی

 ربردا دارایه های از یک هر سپس .می باشد            آمده دست به کل گرهی نیروهای بردار .می شوند حذف             کل گرهی

   :می گردد اصلاح زیر صورت به کل گرهی نیروهای

1p2prp
n n×∈K 

( ) ( )n r n r− × −∈K 1p2prp
n∈F n r−∈F 

  هرابط حل از مجهول گرهی مقادیر بردار نهایت در .نمی باشد معلوم آن مقدار که است آزادی درجات تمام به مربوط i اندیس
 :می آید دست به )90(

(90)1−=Q K F
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Elimination( حذفی روش به مرزی شرایط اعمال گام به گام مراحل Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 است ه گاهتکی به مربوط که آزادی درجات در تکیه گاهی واکنش های اول، گام در شده ذخیره اطلاعات از استفاده با :سوم گام

 :می گردد محاسبه زیر صورت به

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

,1 ,2 ,3 , 1

,1 ,2 ,3 , 2

3,1 ,2 ,3 ,

1,1 ,2 ,3 ,1r r r r r r

p p p p p n p

p p p p p n p

p p p p p n p

n np p p p p n pr r n

R K K K K FQ
R K K K K FQ

QR K K K K F

QR K K K K F×× ×

      
     
          = −                          






      


1r×









(95)
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 ضخامت با ورق یک از شده داده نشان تیر -3 مثال

 رابرب ورق الاستیسیته مدول .است شده ساخته   یکنواخت

 رب علاوه .می باشد    آن حجم واحد وزن همچنین و     با است

 یرت این به دهانه وسط در     متمرکز نیروی یک تیر خود وزن

 ل،ک گرهی جابجایی بردار تعیین است مطلوب .می شود وارد

 العمل عکس همچنین و تیر مختلف بخش های در تنش

    .تکیه گاهی

t

Eρ

P

x

6 in

3 in

24 in

12 in

P

6

3

1
30 10
0.2836 /
100

t in
E psi

lb in
P lb
ρ

=
= ×
=
=



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

x

-3 مثال پاسخ

6 in

3 in

24 in

12 in

P

x

P

1

2

3

2

1
1Q

2Q

3Q

المان شماره گره شماره
e i j

1 1 2

2 2 3

 آزادی درجات و المان ها ارتباط تعیین
 المان و گره گذاری شماره و مختلف المان های به میله تقسیم بندی

2en  المان تعداد=

3DOFn  آزادی درجه تعداد=

:BCمرزی شرایط 



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-3 مثال پاسخ

 )34( رابطه براساس المان هر سختی ماتریس تشکیل

6
(2) 1 1(3.75 1) (30 10 )

1 112
− × × ×=  − 

k (3.2)
2 3

2

3

12 in

x

P

3.75 in

5.25 in

1

2

3

2

1
1Q

2Q

3Q

12 in



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-3 مثال پاسخ

12 in

x

P

3.75 in

5.25 in

1

2

3

2

1
1Q

2Q

3Q

12 in

  المان ها تمامی سختی ماتریس کردن سرهم بندی وسیله به میله کل سختی ماتریس تشکیل

2
3 3

1

e

e

×

=

∈ = K k

6
5.25 5.25 0

30 10 5.25 9 3.75
12

0 3.75 3.75

− 
×  = − − 

 − 

K

1 2 3

1

2

3

(3.3)



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-3 مثال پاسخ

 )42( رابطه براساس المان هر حجمی نیروی بردار تشکیل

(2) (2)1 6.3810(3.75 1) 12 0.2836
1 6.38102
   × × ×=  =   
   

f f (3.5)
2

3

12 in

x

P

3.75 in

5.25 in

1

2

3

2

1
1Q

2Q

3Q

12 in



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-3 مثال پاسخ
 کردن سرهم بندی وسیله به میله کل گرهی حجمی نیروهای بردار تشکیل

  المان ها تمامی گرهی حجمی نیروی بردار

2
3

1

e

e=

∈ = f f
8.9334

15.3144
6.3810

 
 =  
 
 

f
1

2

3

(3.6)

 کردن یسرهم بند وسیله به میله کل گرهی متمرکز نیروهای بردار تشکیل

  المان ها تمامی گرهی متمرکز نیروی بردار

2
3

1

e

e=

∈ = P P

12 in

x

P

3.75 in

5.25 in

1

2

3

2

1
1Q

2Q

3Q

12 in



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-3 مثال پاسخ

 میله کل گرهی نیروهای بردار تشکیل
(3.6)&(3.7)

3∈ = + F f P

8.9334 8.9334
15.3144 100 115.3144

6.3810 6.3810

   
   = +  =   
   
   

F F
1

2

3

(3.8)

 حذفی روش به مرزی شرایط اعمال
1 0Q =

 گرهی نیروهای بردار و کل سختی ماتریس از 1 سطرهای ذخیره کردن :اول گام

{ } { }
6

11 12 13

1

30 10 5.25 5.25 0
12

8.9334

K K K

F

×= −

=
(3.9)

12 in

x

P

3.75 in

5.25 in

1

2

3

2

1
1Q

2Q

3Q

12 in



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-3 مثال پاسخ

 هر سپس .می شوند حذف کل گرهی نیروهای بردار از 1 سطر مشابه طور به و کل سختی ماتریس از 1 ستون و سطر :دوم گام

   :می گردد اصلاح زیر صورت به کل گرهی نیروهای بردار دارایه های از یک

(3.10) 

2 115.3144F = (3.11)

( )3 3 31 1 3( ) 6.3810 0 0 6.3810F F K Fα= − = − ×  = (3.12)



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-3 مثال پاسخ

6
2

3

9 3.75 115.314430 10(88)
3.75 3.75 6.381012

Q
Q

−     ×
 =  =    −    

KQ F (3.13)

 :داشت خواهیم )3.13( معادله حل از

2 5

3

0.9272
(3.13) 10

0.9953
Q

in
Q

−   
 = ×   

  
(3.14)

 :می شود تشکیل زیر صورت به کل گرهی جابجایی بردار نتیجه در

1
5

2

3

0
(3.14) 0.9272 10

0.9953

Q
Q in
Q

−

   
    = = ×   
   
   

Q (3.15)



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-3 مثال پاسخ

 :تنش محاسبه

{ }( ) 1(23) 1 1 ie
e

je

Q
E

Q
σ

 
 = −  

 
(3.16)

(1) 23.18 psiσ = (3.17)

{ }
(3.15)

2(2)
2

32

1 1 1
Q

E
Q

σ  
= −  

 
(3.16) 

{ }
5

(2) 6 (2)
5

0.9272 10130 10 1 1 1.70
12 0.9953 10

psiσ σ
−

−

 ×
= × −  = 

× 
(3.18)



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-3 مثال پاسخ

 است ه گاهتکی به مربوط که آزادی درجات در تکیه گاهی واکنش های اول، گام در شده ذخیره اطلاعات از استفاده با :سوم گام

 :می گردد محاسبه زیر صورت به

{ }
1

1 11 12 13 2 1

3

(95)
Q

R K K K Q F
Q

 
  = − 
 
 

(3.19)

 :داریم )3.19( در )3.15( و )3.9( روابط جایگذاری با

1 130.6R lb= − (3.19)



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

   fem1d.m :برنامه فایل نام-3 مثال پاسخ

 L04EX03.txt :ورودی فایل نام

RL04EX03.txt :خروجی فایل نام

Next line is problem title     << 1D STRESS ANALYSIS USING BAR ELEMENT >>
EXAMPLE 4.3
NN NE NM NDIM NEN NDN
3  2  1   1   2   1

ND NL NCH NPR NMPC
1  3  2   2   0

Node#   X-Coordinate
1      0
2     12
3     24

Elem#  N1  N2  Mat#  Area TempRise (NCH=2 Elem Char: Area, TempRise)
1     1   2    1    5.25   0
2     2   3    1    3.75   0

DOF#  Displacement
1     0

DOF#  Load
1    8.9334
2  115.3144
3    6.3810

MAT#  E   Alpha
1   30E6  0

B1  i B2 j  B3  (Multi-point constr. B1*Qi+B2*Qj=B3)

L04EX03.txt

12 in

x

P

3.75 in

5.25 in

1

2

3

2

1
1Q

2Q

3Q

12 in

78



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-3 مثال پاسخ
RL04EX03.txt
EXAMPLE 4.3

NODE#   DISPLACEMENT
1      5.8057E-10
2      9.2726E-06
3      9.9533E-06
ELEM#    STRESS
1           23.18
2          1.7016
NODE#    REACTION
1         -130.63

79
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Penalty( پنالتی روش به مرزی شرایط اعمال Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

انرژی روش در مرزی شرایط اعمال -الف

1α

1Q

C C

Structure
Structure

 استفاده Cزیاد سختی با فنر یک از تکیه گاه سازی مدل برای .باشد موجود              مرزی شرط که آن فرض با

 .می شود جابجا      مقدار به فنر انتهای یک است، شده داده نشان شکل در که همانطور حالت، این در.می شود

 .بود خواهد    با برابر تقریبا می دهد نشان سازه که کمی نسبتا مقاومت دلیل به 1 آزادی درجه امتداد در        جابجایی

 :با است برابر فنر در شده ذخیره کرنشی انرژی نتیجه در است                با برابر فنر خالص تغییرشکل

1 1Q α=

1α

1Q1α

1 1Q α−

2
1 1

1 ( )
2springU C Q α= − (96)
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

انرژی روش در مرزی شرایط اعمال -الف

2
1 1

1 1(51) & (96) ( )
2 2

T TC Q α ∏ = + − −Q KQ Q F (97)

 :می شود نوشته زیر صورت به )51( رابطه فنر، در شده دخیره انرژی احتساب با

(98)0 1, 3 , 4 , ,
i

d i n
dQ

∏ = = 

 التح در آزادی درجات سایر در را خود مقدار حداقل کل پتانسیل انرژی که دارد آن بر دلالت که رابطه ای نتیجه در

 :است زیر صورت به داشت خواهد تعادل

Penalty( پنالتی روش به مرزی شرایط اعمال Approach(
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

انرژی روش در مرزی شرایط اعمال -الف

 :داشت خواهیم )98( رابطه بسط با

11 12 13 1 1 1 1

21 22 23 2 2 2

31 32 33 3 3 3

1 2 3

( ) n

n

n

n n n nn n n

K C K K K Q F C
K K K K Q F
K K K K Q F

K K K K Q F

α+ +     
     
          =   
     
     
         





      


(99)

1 .باشد                که می دهد نتیجه طوری را کل گرهی جابجایی بردار )99( رابطه حل 1Q α≈

 زیر صورت به 1 گره تکیه گاهی العمل عکس مقدار                فنر خالص شکل تغییر بودن دردسترس با

 :می شود محاسبه
1 1Q α−

1 1 1( )R C Q α= − − (100)

Penalty( پنالتی روش به مرزی شرایط اعمال Approach(
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

گالرکین-ریتز روش در مرزی شرایط اعمال -ب

Penalty( پنالتی روش به مرزی شرایط اعمال Approach(

 جابجایی اثر در فنر نیروی مجازی کار مقدار .باشد موجود               مرزی شرط که آن فرض با

 : با است برابر                                                  مجازی
1 1Q α=

{ }1 2
Tn

nψ ψ ψ∈ =Ψ  

1 1 1( )sW C Qδ ψ α= × − (101)

1 1 1(81) & (101) ( ) ( ) 0T C Qψ α − + − =Ψ KQ F (102)

 :می شود نوشته زیر صورت به )81( رابطه فنر، نیروی مجازی کار احتساب با
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

گالرکین-ریتز روش در مرزی شرایط اعمال -ب

Penalty( پنالتی روش به مرزی شرایط اعمال Approach(

 .باشند برقرار باید زیر دلخواه گرهی جابجایی بردارهای )102( رابطه در

{ }
{ }
{ }

{ }

1

2

3

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1

Tn

Tn

Tn

Tn
n

∈ =

∈ =

∈ =

∈ =

Ψ

Ψ

Ψ

Ψ

 

 

 


 

(103)

n .رسید خواهیم )99( معادله همان به مجدد )102( رابطه در )103( رابطه از شکل تغییر بردار تا      تک تک جایگذاری با

11 12 13 1 1 1 1

21 22 23 2 2 2

31 32 33 3 3 3

1 2 3

( ) n

n

n

n n n nn n n

K C K K K Q F C
K K K K Q F
K K K K Q F

K K K K Q F

α+ +     
     
          =   
     
     
         





      


(99)
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

C انتخاب نحوه

Penalty( پنالتی روش به مرزی شرایط اعمال Approach(

 :داشت خواهیم )99( رابطه از معادله اولین گرفتن نظر در با

11 1 12 2 13 3 1 1 1(99) ( ) n nK C Q K Q K Q K Q F Cα + + + + + = + (104)

 :می شود نتیجه C بر )104( رابطه طرفین تقسیم با

1311 12 1 1
1 2 3 1(104) ( 1)

C
n

n
KK K K FQ Q Q Q

C C C C C
α

÷
 + + + + + = + (105)

  ودش انتخاب بزرگ کافی اندازه به       نیروی و        سختی درایه های با مقایسه در C مقدار اگر )105( رابطه به توجه با

 :صورت این در
ijKF

(104)

&ijif C K F>>  1311 12 1 1
1 2 3 1( 1) n

n
KK K K FQ Q Q Q

C C C C C
α+ + + + + = +

0 0 0 0 0

1 1Q α = (105)

  :باشد بخش رضایت کامپیوترها اکثر در می تواند محاسباتی نظر از زیر صورت به C مقدار انتخاب

( ) 4max 10ijC K= × هد اگر محدودیت محاسبه کامپیوتری اجازه د((106)

 .)بزرگتری را نیز انتخاب نمود Cمی توان 
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Penalty( پنالتی روش به مرزی شرایط اعمال گام به گام مراحل Approach(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

1 21 2, , ,
rp p p rQ Q Qα α α= = = (93)

1prp :باشد معلوم )تکیه گاهی نقاط(      تا       گره های جابجایی مقدار اگر که آن فرض با

 سختی ماتریس از       تا      ،       ،      قطری المان های به C بزرگ مقدار یک افزودن با سختی، ماتریس اصلاح :اول گام

 .         به نهایتا  ، ... ،         به         ،         به         نمودن اضافه با      کل گرهی نیروی بردار اصلاح همچنین  .      کل

 ختیس ماتریس               .می شود              سازه کل گرهی جابجایی بردار تعیین به منجر که                 معادله حل سپس

 .می باشند شده اصلاح گرهی نیروی بردار                 و  شده اصلاح

1p2prp

KF1Cα
1p

F2Cα
2p

FrCαrp
F

=KQ Fn∈Q n n×∈K 
n∈F 

 تکیه گاهی واکنش های محاسبه :دوم گام

( ) 1,2, ,
i ip p iR C Q i rα= − − =  (107)



 لوبمط .است شده ساخته آلومینیم و فولاد متفاوت جنس های با بخش دو از شکل در شده داده نشان میله -4 مثال

 :تعیین است

 .گرهی جابجایی -الف

 .مصالح از یک هر در تنش مقدار -ب

 .تکیه گاهی العمل های عکس -ج
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

300 mm 400 mm

3200 10P N= ×

2

9 2

2400
70 10 /

A mm
E N m

=
= ×

Aluminum Steel
2

9 2

600
200 10 /

A mm
E N m

=
= ×



3200 10P N= ×

300 mm 400 mm

2

9 2

2400
70 10 /

A mm
E N m

=
= ×

Aluminum Steel
2

9 2

600
200 10 /

A mm
E N m

=
= ×

 -4 مثال پاسخ
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

x
1 2 3

2
1

1Q

المان شماره گره شماره
e i j

1 1 2

2 2 3

 آزادی درجات و المان ها ارتباط تعیین
 المان و گره گذاری شماره و مختلف المان های به میله تقسیم بندی

2en  المان تعداد=

3DOFn  آزادی درجه تعداد=

:BCمرزی شرایط 

2Q 3Q



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-4 مثال پاسخ

 )34( رابطه براساس المان هر سختی ماتریس تشکیل

3200 10P N= ×

300 mm 400 mm

2

9 2

2400
70 10 /

A mm
E N m

=
= ×

Aluminum Steel
2

9 2

600
200 10 /

A mm
E N m

=
= ×

x
1 2 3

2
1

1Q 2Q 3Q

29 6
(2) 1 1(600) (200 10 10 / )

1 1400
N mm− − × × ×=  − 

k (4.2)
2 3

2

3
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-4 مثال پاسخ

3200 10P N= ×

300 mm 400 mm

x
1 2 3

2
1

1Q 2Q 3Q

 هوسیل به میله کل سختی ماتریس تشکیل

   هاالمان تمامی سختی ماتریس کردن سرهم بندی

2
3 3

1

e

e

×

=

∈ = K k 6

0.56 0.56 0
10 0.56 0.86 0.30

0 0.30 0.30

− 
 = × − − 
 − 

K

1 2 3

1

2

3

(4.3)
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-4 مثال پاسخ

3200 10P N= ×

300 mm 400 mm

x
1 2 3

2
1

1Q 2Q 3Q

 به همیل کل گرهی متمرکز نیروهای بردار تشکیل

 گرهی متمرکز نیروی بردار کردن سرهم بندی وسیله

  المان ها تمامی

2
3

1

e

e=

∈ = P P

 .است گرهی متمرکز نیروهای بردار همان کل گرهی نیروهای بردار بنابراین نداریم طولی کشش و حجمی نیروهای که آنجایی از

3

0
200 10

0

 
 = × 
 
 

F
1

2

3

(4.5)
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-4 مثال پاسخ

3200 10P N= ×

300 mm 400 mm

x
1 2 3

2
1

1Q 2Q 3Q

 یپنالت روش به مرزی شرایط اعمال

68600 10C = × (4.6)

1 30 , 0Q Q= =

 گرهی نیروهای بردار و سختی ماتریس اصلاح :اول گام

6

0.56 0
(4.3) & (4.6) 10 0.56 0.86 0.30

0 0.30

− 
  = × − − 
 − 

K

1 2 3

1

2

3

(4.7)

6

3 3

6

0 (8600 10 )(0) 0
200 10 200 10

0 (8600 10 )(0) 0

 + ×  
   = ×  = ×   
   + ×   

F
1

2

3

(4.8)
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-4 مثال پاسخ

93

1(4.7)&(4.8)
6 3

2

3

8600.56 0.56 0 0
10 0.56 0.86 0.30 200 10

0 0.30 8600.30 0

Q
Q
Q

−     
    =  × − − = ×    
    −     

KQ F (4.9)

 :می آید دست به کل گرهی جابجایی های بردار )4.9( معادله حل با

1
1

3
2

3

6
1

2
6

3

8600.56 0.56 0 0
(4.9) 0.56 0.86 0.30 200 10

0 0.30 8600.30 0

15.1432 10
0.23257

8.1127 10

Q
Q
Q

Q
Q mm
Q

−

−

−

−

−     
     = − − ×    
    −     

 × 
   =   

   ×   

(4.10)

 :می شود نوشته زیر صورت به تعادل معادله



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-4 مثال پاسخ

94

 :تنش محاسبه

{ }
(4.10)

1(1)
1

21

1 1 1
Q

E
Q

σ  
= −  

 
(4.11) 

{ }
6

(1) 9 6 (1)
2

15.1432 10170 10 10 1 1 54.27
300 0.23257

NMpa
mm

σ σ
−

−  ×  = × × −  = =   
  

(4.12)

(2)
2116.29 NMpa

mm
σ  = − = 

 
(4.13)



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-4 مثال پاسخ

95

 :تکیه گاهی العمل های عکس محاسبه

(4.15)( ) ( )6 6 3
1 1 1 1(4.14) 8600 10 15.1432 10 0 130.23 10R C Q R Nα − = − − = − × × −  = − ×

(4.16)3
3 69.77 10R N= − ×

300 mm 400 mm

3200 10P N= ×
3

1 130.23 10R N= × 3
3 69.77 10R N= ×



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

   fem1d.m :برنامه فایل نام-4 مثال پاسخ

 L04EX04.txt :ورودی فایل نام

RL04EX04.txt :خروجی فایل نام
Next line is problem title     << 1D STRESS ANALYSIS USING BAR ELEMENT >>
EXAMPLE 4.4
NN NE NM NDIM NEN NDN
3  2  2   1   2   1

ND NL NCH NPR NMPC
2  1  2   2   0

Node#   X-Coordinate
1      0
2      300
3      700

Elem#  N1  N2  Mat#  Area TempRise (NCH=2 Elem Char: Area, TempRise)
1     1   2    1    2400   0
2     2   3    2    600    0

DOF#  Displacement
1     0
3     0

DOF#  Load
2    200000

MAT#  E   Alpha
1   70e3  0
2   200e3 0

B1  i B2 j  B3  (Multi-point constr. B1*Qi+B2*Qj=B3)

L04EX04.txt

3200 10P N= ×

300 mm 400 mm

x
1 2 3

2
1

1Q 2Q 3Q
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-4 مثال پاسخ
RL04EX04.txt
EXAMPLE 4.4

NODE#   DISPLACEMENT
1      1.5143E-05
2         0.23257
3      8.1127E-06
ELEM#    STRESS
1          54.263
2         -116.28
NODE#    REACTION
1     -1.3023E+05
3          -69769

97



1.2 فاصله به شده داده نشان میله -5 مثال mm تعیین است مطلوب  دارد فاصله کناری دیوار از: 

 .گرهی جابجایی -الف

 .تنش مقدار -ب

 .گاهی تکیه العمل های عکس -ج
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

150 mm 150 mm

P

3

2

3 2

60 10
250
20 10 /

P N
A mm
E N mm

= ×
=
= ×

1.2mm

Wall



x

 -5 مثال پاسخ

99

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

150 mm 150 mm

P

3

2

3 2

60 10
250
20 10 /

P N
A mm
E N mm

= ×
=
= ×

1.2mm

Wall

1 2 3

21

1Q المان شماره گره شماره
e i j

1 1 2

2 2 3

 آزادی درجات و المان ها ارتباط تعیین
 المان و گره گذاری شماره و مختلف المان های به میله تقسیم بندی

2en  المان تعداد=

3DOFn  آزادی درجه تعداد=

:BCمرزی شرایط 

2Q 3Q



 -5 مثال پاسخ
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

x

150 mm 150 mm

P

3

2

3 2

60 10
250
20 10 /

P N
A mm
E N mm

= ×
=
= ×

1.2mm

Wall

1 2 3

21

1Q 2Q 3Q

 )34( رابطه براساس المان هر سختی ماتریس تشکیل

1 1
(34)

1 1
e e e

e

A E − 
 =  − 

k


i j

i

j

3
(2) 1 1250 (20 10 )

1 1150
− × ×=  − 

k (5.2)
2 3

2

3



 -5 مثال پاسخ
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

x

150 mm 150 mm

P

3

2

3 2

60 10
250
20 10 /

P N
A mm
E N mm

= ×
=
= ×

1.2mm

Wall

1 2 3

21

1Q 2Q 3Q

 هوسیل به میله کل سختی ماتریس تشکیل

   هاالمان تمامی سختی ماتریس کردن سرهم بندی

2
3 3

1

e

e

×

=

∈ = K k 3
1 1 0

250 (20 10 ) 1 2 1
150

0 1 1

− 
× ×  = × − − 

 − 

K

1 2 3

1

2

3

(5.3)



 -5 مثال پاسخ
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

x

150 mm 150 mm

P

1.2mm

Wall

1 2 3

21

1Q 2Q 3Q

 به همیل کل گرهی متمرکز نیروهای بردار تشکیل

 گرهی متمرکز نیروی بردار کردن سرهم بندی وسیله

  المان ها تمامی

2
3

1

e

e=

∈ = P P

 .است گرهی متمرکز نیروهای بردار همان کل گرهی نیروهای بردار بنابراین نداریم طولی کشش و حجمی نیروهای که آنجایی از

3

0
60 10

0

 
 = × 
 
 

F
1

2

3

(5.5)
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103

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

x

150 mm 150 mm

P

1.2mm

Wall

1 2 3

21

1Q 2Q 3Q

 یپنالت روش به مرزی شرایط اعمال

 چرا خیر؟ ای می کند برخورد دیوار به میله آیا که شود بررسی باید ابتدا در

 .دارد تگیبس دیوار با میله برخورد عدم یا برخورد به کاملا مرزی شرایط که

 اگر .نیممی ک آنالیز  دیوار وجود عدم فرض با را میله ابتدا منظور این برای

 این غیر در افتد می اتفاق برخور باشد                     گرهی جابجایی

 .نمی پذیرد صورت برخوردی صورت

3 1.2Q mm>
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

x

150 mm 150 mm

P

1.2mm

Wall

1 2 3

21

1Q 2Q 3Q

 یپنالت روش به مرزی شرایط اعمال

92 10
3

C = × (5.6)

1 0Q =
 گرهی نیروهای بردار و سختی ماتریس اصلاح :اول گام

5
1 0

10(5.3) & (5.6) 1 2 1
3

0 1 1

− 
  = × − − 
 − 

K

1 2 3

1

2

3

(5.7)

3 3

0 (0) 0
60 10 60 10

0 0

C+   
   = ×  = ×   
   
   

F
1

2

3

(5.8)

 دیوار وجود عدم فرض با مرزی شرایط -الف
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

15(5.7)&(5.8)
3

2

3

20001 1 0 0
10 1 2 1 60 10

3
0 1 1 0

Q
Q
Q

−     
    =  × − − = ×    
    −     

KQ F (5.9)

 :می آید دست به کل گرهی جابجایی  بردار )5.9( معادله حل با

1
1 1

3
2 25

3 3

20001 1 0 0 0
3(5.9) 1 2 1 60 10 1.8

10
0 1 1 0 1.8

Q Q
Q Q mm
Q Q

−−         
         = × − − ×  =        
        −         

(5.10)

 :می شود نوشته زیر صورت به تعادل معادله

3   .دارد برخورد دیوار با میله بنابراین                               که گرفت نتیجه می توان  )5.10( رابطه به توجه با 1.8 1.2Q mm= >
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

x

150 mm 150 mm

P

1.2mm

Wall

1 2 3

21

1Q 2Q 3Q

 یپنالت روش به مرزی شرایط اعمال

 گرهی نیروهای بردار و سختی ماتریس اصلاح :اول گام

5
1 0

10(5.3) & (5.6) 1 2 1
3

0 1

− 
  = × − − 
 − 

K

1 2 3

1

2

3

(5.11)

9

3 3

7
9

20 10 (0) 03
60 10 60 10
2 80 100 10 (1.2)
3

 + ×   
   = ×  = ×   
   ×  + ×
 

F
1

2

3

(5.12)

 دیوار با میله برخورد فرض با مرزی شرایط -ب
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

15(5.11)&(5.12)
3

2
7

3

20001 1 0 0
10 1 2 1 60 10

3
0 1 20001 80 10

Q
Q
Q

−     
    =  × − − = ×    
    − ×     

KQ F (5.13)

 :می آید دست به کل گرهی جابجایی های بردار )5.13( معادله حل با

1
1

3
2 5

7
3

5
1

2

3

20001 1 0 0
3(5.13) 1 2 1 60 10

10
0 1 20001 80 10

7.49985 10
1.500045
1.200015

Q
Q
Q

Q
Q mm
Q

−

−

−     
     = × − − ×    
    − ×     

 × 
   =   

   
   

(5.14)

 :می شود نوشته زیر صورت به تعادل معادله
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 :تنش محاسبه

{ }( ) 1(23) 1 1 ie
e

je

Q
E

Q
σ

 
 = −  

 
(5.15)

(1) 199.996Mpaσ = (5.16)

{ }
(5.14)

2(2)
2

32

1 1 1
Q

E
Q

σ  
= −  

 
(5.15) 

{ }(2) 3 (2)1.500045120 10 1 1 40.004
1.200015150

Mpaσ σ 
= × −  = − 

 
(5.17)
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 :تکیه گاهی العمل های عکس محاسبه

(5.19)3
1 49.999 10R N= − ×

(5.20)( ) ( )9 3
3 3 3 3

2(5.18) 10 1.200015 1.20 10.001 10
3

R C Q R Nα = − − = − × −  = − ×

3
1 49.999 10R N= − × 3

3 10.001 10R N= − ×360 10P N= ×
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   fem1d.m :برنامه فایل نام-5 مثال پاسخ

 L04EX05.txt :ورودی فایل نام

RL04EX05.txt :خروجی فایل نام
Next line is problem title     << 1D STRESS ANALYSIS USING BAR ELEMENT >>
EXAMPLE 4.5
NN NE NM NDIM NEN NDN
3  2  1   1   2   1

ND NL NCH NPR NMPC
2  1  2   2   0

Node#   X-Coordinate
1      0
2      150
3      300

Elem#  N1  N2  Mat#  Area TempRise (NCH=2 Elem Char: Area, TempRise)
1     1   2    1    250   0
2     2   3    1    250    0

DOF#  Displacement
1     0
3     1.2

DOF#  Load
2    60000

MAT#  E   Alpha
1   20e3 0

B1  i B2 j  B3  (Multi-point constr. B1*Qi+B2*Qj=B3)

L04EX05.txt

x

150 mm 150 mm

P

1.2mm

Wall

1 2 3

21

1Q 2Q 3Q

110
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-5 مثال پاسخ
RL04EX05.txt
EXAMPLE 4.5

NODE#   DISPLACEMENT
1      7.4999E-05
2             1.5
3             1.2
ELEM#    STRESS
1             200
2         -40.004
NODE#    REACTION
1          -49999
3          -10001

111
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Multipoint( وابسته مرزی شرایط Constraints(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 بر یغلتک تکیه گاه دارای که سازه ای سیستم های در

 به صلب قطعات از یا و هستند شیب دار سطح روی

 ایطشر باشد شده استفاده المان چند اتصال منظور

 :می باشند وابسته صورت به مرزی

A
1Q

2Q

1 2cos( ) sin( ) 0Q Qθ θ+ =1 1 1
1 5

5

2 1 2 1 2
2 5

5

0

0

Q Q Q
Q
Q Q Q
Q

=  − =

+ +=  − =

 
 
   
 

1

3

2

4

1Q 2Q

3Q

4Q

5Q

5

1


2 3

A

1 2: ,Q Qهوابست مرزی شرایط 

3 4: ,Q Qمستقل مرزی شرایط 

1 5: ,Q Qهوابست مرزی شرایط 

2 5: ,Q Qهوابست مرزی شرایط 

θ
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Multipoint( وابسته مرزی شرایط  گام به گام مراحل Constraints(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

1 21 2 0p pQ Qβ β β+ = (108)

 تکیه گاهی واکنش های محاسبه :سوم گام

( )
( )

1 1 2

2 1 2

1 1 2 0

2 1 2 0

p p p

p p p

R C Q Q

R C Q Q

β β β β

β β β β

= − + −

= − + −
(111)

1p2p :باشد داشته وجود زیر       و      آزادی درجات به وابسته مرزی شرایط که آن فرض با

 کل گرهی نیروی بردار و کل سختی ماتریس از درایه هایی به C بزرگ کافی اندازه به عدد یک نمودن اضافه با  :اول گام

1p2p :می شوند اصلاح زیر به است      و      آزادی درجات با متناظر که

1 1 1 2 1 1 1 2

2 1 2 2 2 1 2 2

2
1 1 2

2
1 2 2

p p p p p p p p

p p p p p p p p

K K K C K C
K K K C K C

β β β
β β β

 + + 
→   

+ +      
(109)

1 1

2 2

0 1

0 2

p p

p p

F F C

F F C

β β
β β

+      →   +      
(110)



 میله یک توسط شکل در شده داده نشان میله دو -6 مثال

 :نتعیی است مطلوب .شده اند متصل هم به وزن بدون صلب

 .گرهی جابجایی -الف

 .میله ها از یک هر در تنش مقدار -ب

 .تکیه گاهی العمل های عکس -ج

114

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

2

3 2

900
70 10 /

A mm
E N mm

=
= ×

Aluminum

Steel
2

3 2

1200
200 10 /

A mm
E N mm

=
= ×

2m 3m 1m

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

x

2
1

1Q

المان شماره گره شماره
e i j

1 3 1

2 4 2

 آزادی درجات و المان ها ارتباط تعیین
 المان و گره گذاری شماره و مختلف المان های به میله تقسیم بندی

2en  المان تعداد=

5DOFn } آزادی درجه تعداد= }1 2 3 4 5
TQ Q Q Q Q=Q

2m 3m 1m

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

x

2
1

1Q

 المان و گره گذاری شماره و مختلف المان های به میله تقسیم بندی

:BCمرزی شرایط 

2m 3m 1m

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

1Q

2Q
5Q

3 4: ,Q Qمستقل مرزی شرایط 

1 5: ,Q Qهوابست مرزی شرایط 

2 5: ,Q Qهوابست مرزی شرایط 

(6.1)
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 )34( رابطه براساس المان هر سختی ماتریس تشکیل

(34)

1 1
1 1

e e e

e

A E



− 
=  − 

k


i j

i

j

117

x

2
1

1Q

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

2

3 2

900
70 10 /

A mm
E N mm

=
= ×

AluminumSteel
2

3 2

1200
200 10 /

A mm
E N mm

=
= ×

3
(1) (1) 3

3

1 1 53.33 53.33(1200) (200 10 ) 10
1 1 53.33 53.334.5 10 mm

− −   × ×=  = ×   − −×    
k k (6.2)

3 1

3

1

3 1

3

1

(2) 3 21 21
10

21 21
− 

= ×  − 
k (6.3)

4 2

4

2
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 هوسیل به میله کل سختی ماتریس تشکیل

   هاالمان تمامی سختی ماتریس کردن سرهم بندی

2
5 5

1

e

e

×

=

∈ = K k

118

x

2
1

1Q

2m 3m 1m

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

3

53.33 0 53.33 0 0
0 21 0 21 0

10 53.33 0 53.33 0 0
0 21 0 21 0
0 0 0 0 0

− 
 − 
 = × −
 − 
  

K

1 2 3

1

2

3 (6.4)

4 5

4

5



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 
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 به همیل کل گرهی متمرکز نیروهای بردار تشکیل

 گرهی متمرکز نیروی بردار کردن سرهم بندی وسیله

  المان ها تمامی

2
5

1

e

e =

∈ = P P

 بردار بنابراین نداریم طولی کشش و حجمی نیروهای که آنجایی از

 .است گرهی متمرکز نیروهای بردار همان کل گرهی نیروهای

119

x

2
1

1Q

2m 3m 1m

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

(6.5)

3

0
0
0
0

30 10

 
 
  =  
 
 

×  

P

1

2

3

4

5

(6.6)

3

0
0
0
0

30 10

 
 
  =  
 
 

×  

F

1

2

3

4

5
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 یپنالت روش به مرزی شرایط اعمال

753.33 10C = × (6.7)

 گرهی نیروهای بردار و سختی ماتریس اصلاح :اول گام

120

x

2
1

1Q

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

3 4

1 5

2 5

0
0.333 0
0.833 0

Q Q
Q Q
Q Q

= =
− =
− =

(6.1)

7 53.33 17.77
10

17.77 5.9259
− 

= ×  − 

(6.9)
1 5

1

5
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 یپنالت روش به مرزی شرایط اعمال

 گرهی نیروهای بردار و سختی ماتریس اصلاح :اول گام

121

x

2
1

1Q

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

1 2

2 5
1 2 0

1 2 0

0.833 0
(108) 1 , 0.833 , 0

p p

Q Q
Q Q

β β ββ β β
− =

  = = − =
+ =

(6.11)

2 2
7 71 1 2

2 2
1 2 2

53.33 44.44(1) (1)( 0.833)
(109) 53.33 10 10

44.44 37.037(1)( 0.833) ( 0.333)
C

β β β
β β β
  − −  

 × = × × = ×     −− −    

(6.12)
2 5

2

5

0 1 7

0 2

(0)(1) 0
(110) 53.33 10

(0)( 0.833) 0
C

β β
β β
     

 × = × × =     −    

2

5
(6.13)

3 4

1 5

2 5

0
0.333 0
0.833 0

Q Q
Q Q
Q Q

= =
− =
− =

(6.1)
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 یپنالت روش به مرزی شرایط اعمال

 گرهی نیروهای بردار و سختی ماتریس اصلاح :اول گام

122

x

2
1

1Q

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

4 4

4 4

3 4

4

4 4 4 4

53.33 53.33 10 0 53.33 0 0 17.77 10
0 21 53.33 10 0 21 0 44.44 10

10 53.33 0 53.33 53.33 10 0 0
0 21 0 21 53.33 10 0

0 17.77 10 0 44.44 10 0 0 0 5.9259 10 37.037 10

 + × − − ×
 + × − − × 
 = × − + ×
 

− + × 
 − × − × + × + × 

K

1 2 3

1

2

3

(6.14)

4 5

4

5

(6.9) & (6.12) (6.4)→ 

 اصلاح ماتریس در                     به توجه با همچنین

 درجات با متناظر قطری درایه های به C بزرگ مقدار شده

 .می گردد اضافه         و        آزادی

3 4 0Q Q= =

3Q4Q
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 یپنالت روش به مرزی شرایط اعمال

 گرهی نیروهای بردار و سختی ماتریس اصلاح :اول گام

123

x

2
1

1Q

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

3

533386.7 0 53.33 0 177777.7
0 533354.3 0 21 444444.4

(6.14) 10 53.33 0 533386.7 0 0
0 21 0 533354.3 0

177777.7 444444.4 0 0 429629.6

− − 
 − − 
  = × −
 − 
 − − 

K

1 2 3

1

2

3
(6.15)

4 5

4

5

 :داشت خواهیم )6.14( رابطه سازی ساده یا
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124

1

2
3

3

4
3

5

533386.7 0 53.33 0 177777.7 0
0 533354.3 0 21 444444.4 0

10 53.33 0 533386.7 0 0 0
0 21 0 533354.3 0 0

177777.7 444444.4 0 0 429629.6 30 10

Q
Q
Q
Q
Q

− −     
    − −         × =−    

     −     
 − − ×       

(6.16)

 :می آید دست به کل گرهی جابجایی های بردار )6.16( معادله حل با

1

2
5

3
5

4

5

0.486
1.215

(6.16) 4.85 10
4.78 10

1.457

Q
Q
Q mm
Q
Q

−

−

   
   
       = ×   
   ×   
     

(6.17)

 :می شود نوشته زیر صورت به تعادل معادله
= KQ F
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 :تنش محاسبه

{ }( ) 1(23) 1 1 ie
e

je

Q
E

Q
σ

 
 = −  

 
(6.18)

{ }(1) 3 (1)
2

1.2151200 10 1 1 21.60
0.4864500

NMpa
mm

σ σ   = × −  = =   
  

(6.19)

{ }
5

(2) 3 (2)
2

4.85 10170 10 1 1 28.35
3000 1.215

NMpa
mm

σ σ
− ×  = × −  = =   

  
(6.20)
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)(6.21) :یتکیه گاه العمل های عکس محاسبه )(107) 3, 4
i ip p iR C Q iα = − − =

(6.22)( ) ( )7 5 3
3 3 3 3(6.21) 53.33 10 4.85 10 0 26.002 10R C Q R Nα − = − − = − × × −  = − ×

(6.23)3
4 25.599 10R N= − ×

3
3 26.002 10R N= − ×

3
4 25.599 10R N= − ×

A
330 10P N= ×

St Al
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   fem1d.m :برنامه فایل نام-6 مثال پاسخ

 L04EX06.txt :ورودی فایل نام

RL04EX06.txt :خروجی فایل نام
Next line is problem title     << 1D STRESS ANALYSIS USING BAR ELEMENT >>
EXAMPLE 4.6
NN NE NM NDIM NEN NDN
5  2  2   1   2   1

ND NL NCH NPR NMPC
2  1  1   2   2

Node#   X-Coordinate
1      0
2      0
3     -4500
4     -3000
5      0

Elem#  N1  N2  Mat#  Area TempRise (NCH=2 Elem Char: Area, TempRise)
1     1   3    1    1200   0
2     2   4    2    900    0

DOF#  Displacement
3     0
4     0

DOF#  Load
5    30000

MAT#  E   Alpha
1   200000  0
2   70000   0

B1  i B2 j  B3  (Multi-point constr. B1*Qi+B2*Qj=B3)
1   1  -0.3333  5   0
1   2  -0.8333  5   0

L04EX06.txt

x

2
1

1Q

A

330 10P N= ×

S
t

A
l

4.5m
3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

127
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-6 مثال پاسخ
RL04EX06.txt
EXAMPLE 4.6

NODE#   DISPLACEMENT
1          0.4876
2          1.2191
3      4.8755E-05
4      4.8002E-05
5          1.4631
ELEM#    STRESS
1          21.669
2          28.446
NODE#    REACTION
3          -26003
4          -25601

128
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Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 نگاشت
(Mapping)

 .می شود مواجه اخط با شکل تغییر آوردن دست به برای آن ها درون یابی و خطی شکل توابع از استفاده مسائل بعضی در

.شود استفاده دوم درجه شکل توابع از که می گردد پیشنهاد منظور همین به

ξ  :می گردد تعریف زیر صورت به     و x مختصات بین رابطه

(112)
2( )j

e

x x
ξ

−
=



.کرد خواهد تغییر 1 تا 1- از      مختصات می کند تغییر       تا     از x مختصات که زمانی ξ ixkx

i k
e

e k ix x= −

x
O

ix kx

 المان یک بعُدی در مختصات کلی
(Global Coordinate)

j

jx

2

ذاتی  المان یک بعُدی در مختصات طبیعی یا
)Natural or Intrinsic Coordinate(

i k
e

ξ
1iξ = − 1kξ =

j

0jξ =
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Lagrange( لاگرانژ جمله ای چند polynomial(

Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(

 نوشته زیر صورت به باشد 1 با برابر آن مقدار       نقطه در و باشد صفر آن مقدار                      نقاط در که تابعی

:می شود
1 2, , , nx x xmx

(113)1 2 1 1

1 2 1 1

( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )
m m n

m m m m m m m n

x
x x x x x x x x x xf

x x x x x x x x x x
− +

− +

− − − − −=
− − − − −

 
 

x
O 1x

( )xf

2x nx1nx −3x
1mx −

mx
1mx +

1
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Lagrange( لاگرانژ جمله ای چند polynomial(

Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(

  :می آید دست به زیر صورت به گرهی سه المان یک برای شکل توابع لاگرانژ جمله ای چند به توجه با

1 1 1 1( ) ( 1) (0) (1)@ 1 , 0 , 0N N N Nξ  − = = =

  شکل تابع -1
1( ):N ξ

1 1( ) ( )
( )( ) ( 0)( 1) ( 1)(113)

( )( ) ( 1 0)( 1 1) 2
j k

i j i k

N N
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
− − − − −

 = =  =
− − − − − −

(114)

2 2 2 2( ) ( 1) (0) (1)@ 0 , 1 , 0N N N Nξ  − = = =
  شکل تابع -2

2 ( ):N ξ

2
2 2( ) ( )

( )( ) ( ( 1))( 1)(113) 1
( )( ) (0 ( 1))(0 1)

i k

j i j k

N Nξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

− − − − −
 = =  = −

− − − − −
(115)

3 3 3 3( ) ( 1) (0) (1)@ 0 , 0 , 1N N N Nξ  − = = =

  شکل تابع -3
3 ( ):N ξ

3 3( ) ( )
( )( ) ( ( 1))( 0) ( 1)(113)

( )( ) (1 ( 1))(1 0) 2
i j

k i k j

N N
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
− − − − − +

 = =  =
− − − − −

(116)
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

:ودمی ش رسم زیر صورت به شکل توابع نمودار
Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(

ξ

1ξ = − 1ξ =

1( )N ξ

گرهی سهالمان روی بر              شکل تابع نمودار
1( )N ξ

e
1( )0 0N =

1( )1 1N − =

i j k

1( )1 0N =

0ξ =

2 ( )0 1N =

2 ( )1 0N − =
2 ( )1 0N =

ξ

1ξ = − 1ξ =

1( )N ξ

گرهی سهالمان روی بر              شکل تابع نمودار
2 ( )N ξ

e

i j k
0ξ =

3 ( )0 0N =3 ( )1 0N − =

3 ( )1 1N =

ξ

1ξ = − 1ξ =

1( )N ξ

گرهی سهالمان روی بر              شکل تابع نمودار
3 ( )N ξ

e

i j k
0ξ =
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Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

:شتنو زیر صورت به لاگرانژ قضیه کمک رابه گرهی چهار المان شکل توابع سادگی به می توان مشابه طور به

i kx
O

ix kx

(Global Coordinate)

j

jx

z

zx

)Natural or Intrinsic Coordinate(

i k

ξ

1iξ = − 1
3kξ =

j

1
3jξ = −

z

1zξ =

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 3

2 4

( ) ( )
1 1 1

( ) ( )
1 1

1 1 11 1 1
3 3 3
1 1 1 1 1 11 1 1
3 3 3 3 3 3

1 1 11 1 1
3 3 3

1 1 1 1 11 1 1
3 3 3 3 3

N N

N N

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

− − −

    + − − + + −    
    = =
      + − − + + −      
      

    + − − + + −    
    = =

   − + − − − − + +   
   

1
1
3

  −  
  

(117)
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Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 هب را گرهی چهار المان شکل توابع نمودار

:است مقابل صورت

i k

ξ

1iξ = − 1
3kξ =

j

1
3jξ = −

z

1zξ =

ξ
1( )N ξ

ξ
2 ( )N ξ

ξ
3 ( )N ξ

ξ
4 ( )N ξ
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

(119)( )
eu ξ = Nq

آن در که

(120){ }1 2 3( ) ( ) ( )N N Nξ ξ ξ=N (121)
i

e
j

k

Q
Q
Q

 
 =  
 
 

q

(118)( ) 1 2 3( ) ( ) ( )i j ku N Q N Q N Qξ ξ ξ ξ+ +=

:می شود نوشته زیر صورت به )118( رابطه ماتریسی فرم

 ی هایجابجای براساس المان روی بر موجود نقاط جابجایی          و              ،            شکل توابع از استفاده با

:می آید دست به زیر صورت به             و           ،        نقاط گرهی
1( )N ξ2 ( )N ξ

iQjQ

3 ( )N ξ

kQ

Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

:است شده داده نشان زیر شکل در )118( رابطه براساس المان روی بر موجود نقاط جابجایی نمودار

Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(

ξ

1ξ = − 1ξ =

jQ
iQ

O

e
i j k

( )u ξ

( ) 1 2 3( ) ( ) ( )i j ku N Q N Q N Qξ ξ ξ ξ+ +=
kQ

0ξ =

:می شود تکرار این جا در شد بررسی پیش تر که جابجایی -کرنش رابطه

(16)( ) ( )
( ) ( )(2) x x

du du d
dx d dx

ξ ξ ξε ε
ξ

 =  = ×
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

:داشت خواهیم      به نسبت )119( رابطه از گیری مشتق با ξ

(122)
(120)

( ) ( ) ( ) 31 2 ( )( ) ( )(119) e edu d du dNdN dN
d d d d d d

ξ ξ ξ ξξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

 
 = ×  =  

 

N
q q

:می شود نتیجه         به نسبت )112( رابطه در       از مشتق گیری با همچنین ξx

(123)
2( ) 2(112) j

e e

x xd d d
dx dx dx

ξ ξ− 
 =  = 

  

Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(

 به زیر صورت به المان گرهی جابجایی های برحسب کرنش رابطه )16( رابطه در )123( و )122( روابط جایگذاری با

 :می آید دست

(124)31 2
( )

( )( ) ( )2(122) & (123) (16) e
x

e

dNdN dN
d d d

ξξ ξε
ξ ξ ξ

 →  =  
 

q

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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

:با است برابر کرنش مقدار )124( رابطه در )116( تا )114( روابط جایگذاری با

(125)( )(114) (116) (124) e e
xto ε→  = B q

آن در که

(126)
1 12 2 22

2 2
e

e

ξ ξ
ξ

− + = − 
 

B


Element( المان جابجایی-کرنش ماتریس Strain-Displacement Matrix( : eB

Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

( )II( )(125) (2) e e
x eEσ→  = B q

Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(

 طول در کرنش رو، این از .می گردد به نسبت    ماتریس بودن خطی به منجر دوم درجه شکل توابع از استفاده

 بکارگیری با  .ندک تغییر خطی صورت به المان طول در می تواند تنش آن بالتبع و کرنش بنابراین .نیست ثابت المان

 ستد به زیر صورت به المان گرهی جابجایی های برحسب گرهی سه بُعدی یک المان در تنش )2( رابطه از هوک قانون

:می آید

eBξ

 محاسبه زیر صورت به گرهی سه بعُدی یک المان در تنش مقدار )II( رابطه در )126( روابط جایگذاری با نهایت در

:می گردد

(127)1 12 2 2(121) & (126) ( ) 2
2 2

i
e e

j
e

k

Q
EII Q

Q

ξ ξ
ξσ − +

 
  →  = −  

  
 


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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان سختی ماتریس Stiffness Matrix(

 در المان کرنشی انرژی رابطه در آن جایگذاری و )127( و )125( روابط در آمده دسته به کرنش و تنش روابط به توجه با
 :می شود نتیجه )26( رابطه

1(125) & (127) (26) ( ) ( )
2

e T e T e e
e e e x

e

U E A d→  =  q B B q (128)

1(128) ( ) ( )
2

e T e T e e
e e e x

e

U E A d
 

 =  
 
q B B q (129)

eq :می کنیم بازنویسی زیر صورت به را )128( رابطه است ثابت المان گرهی جابجایی بردار     که آنجایی از

1

1

1(123) (129) ( ) ( )
2 2

e T e T e ee
e e eU A E dξ

−

 →  =  
 q B B q (130)

Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(

 خارج )129( رابطه انتگرال از نیز را پارامترها این می توان المان طول در        و      بودن ثابت به توجه با دیگر طرف از
 به اتمختص تغییر با همچنین .نمود خارج انتگرال از را آن نمی توان و نبوده ثابت       ماتریس که شود توجه اما .کرد

 :می آید در زیر صورت به )129( رابطه ،)123( رابطه براساس طبیعی مختصات

eEeA
eB
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان سختی ماتریس Stiffness Matrix(

1

1

1

1 1

1

2
221 2 2(126) (130) ( ) 2 2

2 2 2
2

2

e T ee e
e

e

A EU d

ξ

ξ ξ
ξ ξ

ξ

ξ
−

−

− +

+

  
  
   →  = − −   

   
     

q q


(131)

eB :داشت خواهیم )130( رابطه در )126( رابطه از      ماتریس جایگذاری با

 :می شود نتیجه )31( رابطه بسط با

7 8 1
1(131) ( ) 8 16 8
2 3

1 8 7

e T ee e
e

e

A EU
 − 
   = − −  
  −  

q q


(132)

 :نوشت زیر صورت به توان می را )132( رابطه

1 ( )
2

e T e e
eU = q k q (133)

Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان سختی ماتریس Stiffness Matrix(

 آن در که

گرهی سه خطی المان حالت در امُ e المان سختی ماتریس 3 3: e ×∈k 

Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(

7 8 1
8 16 8

3
1 8 7

e e e

e

A E
− 

 = − − 
 − 

k


(134)

i j

i

j

k

k



143

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان حجمی نیروی برداری Body Force Vector(

 :داشت خواهیم )35( رابطه در )119( رابطه از شکل تغییر جایگذاری با

(135)(119) (35) ( )T e T T
e x e x

e e

u f A d f A d→  =  q N

 : )135( رابطه در )120( رابطه از شکل تابع جایگذاری با

(137)2

( 1)
2

(114) (116) (136) ( ) 1
( 1)

2

T e T
e x e x

e e

to u f A d f A d

ξ ξ

ξ

ξ ξ

− 
 
 

→  = − 
 + 
 

 q

Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(

 : )136( رابطه در )116( تا )114( روابط از شکل توابع مقدار جایگذاری با

(136)
1

2

3

( )

( )

( )

(120) (135) ( )T e T
e x e x

e e

N
u f A d N f A d

N

ξ

ξ

ξ

 
 →  =  
 
 

 q



144

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان حجمی نیروی برداری Body Force Vector(

(138)
1

(123) (137) ( ) 4
6

1

T e T e e
e x

e

A fu f A d
 
 →  =  
 
 

 q 

     از عیتاب شکل توابع زیرا(       به     از انتگرال دیفرانسیلی متغیر تغییر همچنین و )137( رابطه دادن بسط با

 :می شود نتیجه )123( رابطه کمک به  )هستند
xddξξ

Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(

 :نوشت زیر صورت به توان می را )138( رابطه

(139)( )T e T e
e x

e

u f A d = q f

 آن در که

گرهی سه خطی المان حالت درامُ e المان حجمی نیروی بردار 3: e ∈f 

1
4

6
1

e e eA f
 
 =  
 
 

f 
(140)

i

j

k
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

Element( المان طولی نیروی برداری Traction Force Vector(
 :داشت خواهیم )43( رابطه در )119( رابطه از شکل تغییر جایگذاری با

(141)(119) (43) ( )T e T T
x x

e e

u T d T d→  =  q N

(142)
1

2

3

( )

( )

( )

(120) (141) ( )T e T
x x

e e

N
u T d N T d

N

ξ

ξ

ξ

 
 →  =  
 
 

 q

Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(

 : )141( رابطه در )120( رابطه از شکل تابع جایگذاری با

 : )142( رابطه در )116( تا )114( روابط از شکل توابع مقدار جایگذاری با

(143)2

( 1)
2

(114) (116) (142) ( ) 1
( 1)

2

T e T
x x

e e

to u T d T d

ξ ξ

ξ

ξ ξ

− 
 
 

→  = − 
 + 
 

 q
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

(144)
1

(123) (143) ( ) 4
6

1

T e T e
x

e

Tu T d
 
 →  =  
 
 

 q 

Element( المان طولی نیروی برداری Traction Force Vector(

Quadratic( دوم درجه شکل توابع Shape Functions(

     از عیتاب شکل توابع زیرا(       به     از انتگرال دیفرانسیلی متغیر تغییر همچنین و )143( رابطه دادن بسط با

 :می شود نتیجه )123( رابطه کمک به  )هستند
xddξξ

 :نوشت زیر صورت به توان می را )144( رابطه

(145)( )T e T e
x

e

u T d = q T

 آن در که

گرهی سه خطی المان حالت درامُ e المان طولی نیروی بردار 3: e ∈T 

1
4

6
1

e eT
 
 =  
 
 

T 
(146)

i

j

k



 در با .است دوران حال در                             ثابت زاویه ای سرعت با شده داده نشان صلب میله -7 مثال

Centrifugal( مرکز از گریز نیروی گرفتن نظر Force( تعیین است مطلوب:   

 .گرهی جابجایی -الف

 .میله طول در تنش توزیع -ب

 .میله محور راستای در تکیه گاهی العمل  عکس -ج

147

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

2

7

3

0.6
10
0.2836 /

A in
E psi

lb inρ

=
=
=

30 / secradω =

ω



 -7 مثال پاسخ

148

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

x
2

1

1Q

 المان و گره گذاری شماره و مختلف المان های به میله تقسیم بندی

2en  المان تعداد=

5DOFn } آزادی درجه تعداد= }1 2 3 4 5
TQ Q Q Q Q=Q

:BCمرزی شرایط 

ω 1

3

5

2

4
2Q

3Q

4Q

5Q

المان شماره

 آزادی درجات و المان ها ارتباط تعیین

گره شماره
e i j

1 1 2

2 3 4

k

3

5
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-7 مثال پاسخ

 )134( رابطه براساس المان هر سختی ماتریس تشکیل

149

x
2

1

1Q

ω 1

3

5

2

4
2Q

3Q

4Q

5Q

7
(2)

7 8 1
0.6 10 8 16 8

3(21)
1 8 7

− 
×  = − − 

 − 

k

3 4

3

4

5

5

(7.2)
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 هوسیل به میله کل سختی ماتریس تشکیل

   هاالمان تمامی سختی ماتریس کردن سرهم بندی

150

x
2

1

1Q

ω 1

3

5

2

4
2Q

3Q

4Q

5Q

2
5 5

1

e

e

×

=

∈ = K k (7.3)
7

7 8 1 0 0
8 16 8 0 0

0.6 10 1 8 14 8 1
3(21)

0 0 8 16 8
0 0 1 8 7

− 
 − − ×  = × − −
 − − 
 − 

K

1 2 3

1

2

3

4 5

4

5
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151

x
2

1

1Q

ω 1

3

5

2

4
2Q

3Q

4Q

5Q

 : شودمی محاسبه زیر صورت به مرکز از گریز نیروی براساس حجمی نیروی

 آن متوسط مقدار از المان طول در رو این از است    از تابعی حجمی نیروی آنجایی از

 .شد خواهد گرفته نظر در المان مرکز فاصله دیگر عبارت به .می شود استفاده

r

3
1 6.94 /f lb in= (7.5)

2 2
32

2 22

0.2836 (21 10.5) (30)(7.4) 20.81 /
32.2 ( / sec ) 12

rf f lb in
g ft in

ρ ω × + ×
 = =  =

×
(7.6)
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152

x
2

1

1Q

ω 1

3

5

2

4
2Q

3Q

4Q

5Q

 )140( رابطه براساس المان هر حجمی نیروی بردار تشکیل

(2)

1
0.6 21 20.81 4

6
1

 
× ×  =  

 
 

f

3

4

5

(7.8)

  االمان ه تمامی گرهی حجمی نیروی بردار کردن سرهم بندی وسیله به میله کل گرهی حجمی نیروهای بردار تشکیل

2
5

1

e

e=

∈ = f f

14.57
58.26
58.26

174.79
43.7

 
 
  =  
 
 
  

f

1

2

3 (7.9)
4

5
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(7.9)
5∈ = F f

 حذفی روش به مرزی شرایط اعمال
1 0Q =

 گرهی نیروهای بردار و کل سختی ماتریس از 1 سطرهای ذخیره کردن :اول گام

{ } { }
7

11 12 13 14 15

1

0.6 10 7 8 1 0 0
3(21)

14.57

K K K K K

F

×= × −

=
(7.11)

f :می شود     با برابر کل گرهی نیروهای بردار رو این از ندارم طولی و متمرکز نیروهای که آنجایی از

14.57
58.26
58.26

174.79
43.7

 
 
  =  
 
 
  

F

1

2

3 (7.10)
4

5

x
2

1

1Q

ω 1

3

5

2

4
2Q

3Q

4Q

5Q
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1 0

1 1(94) ( ) 2 , 3 , 4 , 5i i i i iF F K F F i
α

α
=

 = −  = = (7.12)

 هر سپس .می شوند حذف کل گرهی نیروهای بردار از 1 سطر مشابه طور به و کل سختی ماتریس از 1 ستون و سطر :دوم گام

   :می گردد اصلاح زیر صورت به کل گرهی نیروهای بردار دارایه های از یک

2
7(7.3)&(7.10)

3

4

5

16 8 0 0 58.26
8 14 8 1 58.260.6 10

0 8 16 8 174.793(21)
0 1 8 7 43.7

Q
Q
Q
Q

−     
    − −×     =  × =    − −         −    

KQ F (7.13)

 :می شود نوشته زیر صورت به تعادل معادله

 :می آید دست به کل گرهی جابجایی های بردار )7.13( معادله حل با

3

0
0.5735

(7.13) 101.0706
1.4147
1.5294

in−

 
 
   = × 
 
 
  

Q (7.14)
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155

 :تنش محاسبه

1 12 2 2(127) 2
2 2

i
e

e j
e

k

Q
E Q

Q

ξ ξ
ξσ − +

 
   = −  

  
 


(7.15)

ξ .است      از تابعی و متغیر المان طول در تنش مقادیر می شود مشاهده که همان طور
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156

 :تنش محاسبه

(1)
1 583psiσ = (7.17)

{ }
(7.16)

(1) 7 3 (1)
2 20

0
2@ 2 10 10 0.5 0 0.5 0.5735 510
21

1.0706
Node psiξ σ σ−=  

 
 = × × − = 
 
 

(7.18)

{ }
(7.16)

(1) 7 3 (1)
3 31

0
2@ 3 10 10 0.5 2 1.5 0.5735 437
21

1.0706
Node psiξ σ σ−=  

 
 = × × − = 
 
 

(7.19)
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157

 :تنش محاسبه
(2) 7 31 1

1.0706
2 2 2(7.15) 10 2 1.4147 10
21 2 2

1.5294

ξ ξ
ξσ −− +

 
   = × − ×  

  
 

(7.20)

{ }
(7.16)

(2) 7 3 (2)
1 31

1.0706
2@ 3 10 10 1.5 2 0.5 1.4147 437
21

1.5294
Node psiξ σ σ−= −  

 
 = × × − − = 
 
 

(7.21)

(2)
4 218psiσ = (7.22)

{ }
(7.16)

(2) 7 3 (2)
3 51

1.0706
2@ 5 10 10 0.5 2 1.5 1.4147 0
21

1.5294
Node ξ σ σ−=  

 
 = × × − = 
 
 

(7.23)
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158

 :تنش محاسبه

( )Node Numberx

( )x psiσ

1 2 3 4 5

583

510
473

218

546

255

 همیل طول در تنش توزیع نمودار

FEM 2
2 2: ( )

2
Exact x

g
ρωσ = −
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159

 است ه گاهتکی به مربوط که آزادی درجات در تکیه گاهی واکنش های اول، گام در شده ذخیره اطلاعات از استفاده با :سوم گام

 :می گردد محاسبه زیر صورت به

 :داریم )7.24( در )7.14( و )7.11( روابط جایگذاری با

{ }
7

3
1 1

(7.11) & (7.14) (7.24)
0

0.5735
0.6 10 7 8 1 0 0 10 14.57 349.561.0706

3(21)
1.4147
1.5294

R R lb−

→ 

 
 
 ×  = × − × −  = − 
 
 
  

(7.25)
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Temperature( حرارت اثرات Effects(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

(147)0 Tε α= Δ

:می شود نوشته زیر صورت به اولیه کرنش وجود با تنش رابطه فرم

  ،      ،اولیه کرنش یک عنوان به می توان را دما تغییر این از ناشی کرنش باشد مشخص ،          ،دما تغییرات توزیع اگر

:است زیر صورت به که گرفت نظر در

TΔ0ε

:αحرارتی انبساط ضریب )Coefficient of Thermal Expansion(

: TΔحرارتی تغییرات )Temperature Gradient(

(148)0( )x xEσ ε ε= −

xε

xσ

0u

E
1

0ε

0( )Eσ ε ε= −
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Temperature( حرارت اثرات Effects(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 ءجز یک برای )حجم واحد در انرژی( کرنشی انرژی چگالی

:است کرنش تنش نمودار زیر مساحت همان دیفرانسیلی

(149)0 0
1 ( )
2

Tu = −σ ε ε
xε

xσ

0u

E
1

0ε

0( )Eσ ε ε= −

:می آید دست به المان حجم روی بر انتگرال گیری کمک به المان یک برای کرنشی انرژی

(150)0
1 ( )
2

T
e e

e

U A dx= − σ ε ε

 :می آید دست به المان ها تمامی کرنشی انرژی جمع از سیستم کل کرنشی انرژی محدود المان روش در

(151)0
1 ( )
2

T
e

e e

U A dx
 

= − 
 

  σ ε ε
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Temperature( حرارت اثرات Effects(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

0 0
1(148) (151) ( ) ( )
2 2

Te
e e

e e

U A E dξ
 

→  = − − 
 

  ε ε ε ε (152)

 :داشت خواهیم )152( رابطه در )21( رابطه جایگذاری با

 متغیر تغییر همچنین و )151( رابطه در آن جایگذاری و )148( رابطه از آمده دسته به کرنش و تنش روابط به توجه با

xddξξ :می شود نتیجه )19( رابطه کمک به  )هستند       از تابعی شکل توابع زیرا(       به       از انتگرال دیفرانسیلی

1

1

1

0 0 01

1(21) (152) ( ) ( )
2 2

( ) ( )
2 2

e T e T e ee
e e

e

e T e T Te e
e e e e

e e

U A E d

A E d A E

ξ

ξ

−

−

  →  =   
  

    − +    
    

 

 

q B B q

q B ε ε ε



 
(153)

 که می دهد دست به را المان سختی ماتریس راست، سمت در اول عبارت که می بینیم کرنشی، انرژی عبارت بررسی با

 ادلاتمع از استفاده هنگام رو این از است ثابت مقدار یک نیز آخر عبارت که آنجایی از .است آمده دست به پیش تر

 نظر مورد المان بار بردار دوم، عبارت .می شود حذف رابطه از می آیند، دست به                         دادن قرار با که تعادل

 .می دهد دست به دمایی تغییرات نتیجه در را

/ 0id dQΠ =
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 :می شود گرفته نظر در زیر صورت به المان در گرهی حرارتی بار بردار

( )1

01
( )

2
e e Te

e eA E dξ
−

= θ B ε
(154)

:2  گرهی دو المان در حرارتی نیروی بردار e ∈θ 

 :)154( در )147( رابطه جایگذاری با

1

1
(147) (154) ( )

2
e e Te e eE A T dα ξ

−

Δ→  = θ B
(155)

   با است برابر گرهی دو المان در حرارتی بار بردار )155( در )22( رابطه جایگذاری با

1
(22) (155)

1
e

e eE A Tα
− 

→  = Δ  
 

θ (156)
i

j

:3 گرهی سه المان در حرارتی نیروی بردار e ∈θ 

  با است برابر گرهی سه المان در حرارتی بار بردار )155( در )126( رابطه جایگذاری با

1
(126) (155) 0

1

e
e eE A Tα

− 
 →  = Δ  
 
 

θ (157)

i

j

k
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Temperature( حرارت اثرات Effects(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

(158){ }( ) 1(23) & (147) (148) 1 1 ie
e e e

je

Q
E T

Q
σ α

  
→  = − − Δ     

(159)1 12 2 2(127) & (147) (148) 2
2 2

i
e

e j e e
e

k

Q
E Q T

Q

ξ ξ
ξσ α− +

  
   →  = − − Δ        


 :می شود محاشبه زیر صورت به گرهی دو المان حالت در تنش مقدار

 :می شود محاشبه زیر صورت به گرهی سه المان حالت در تنش مقدار
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Defect( عضو نقص اثرات Effects(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

 می گردد ظاهر اولیه کرنش صورت به حرارت مانند هم عضو نقص اثر

1
1

e e e
e

e

E A − 
= Δ  

 
D 

 (161)
i

j

:3  گرهی سه المان در عضو نقص از ناشی نیروی بردار e ∈D 

1
0
1

e e e
e

e

E A
− 
 = Δ  
 
 

D 


(162)

i

j

k

(160)0
e

e

ε Δ= 


: eΔعضو نقص از ناشی تغییرشکل  e ُثبتم بیشتر طول با عضو منفی، کوتاهتر عضو( ام(   

:2 گرهی دو المان در عضو نقص از ناشی نیروی بردار e ∈D 
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Defect( عضو نقص اثرات Effects(

One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

(163){ }( )(23) & (160) (148) 1 1 ie e
e

je

QE
Q

σ
  

→  = − − Δ     




(164)1 12 2(127) & (160) (148) 2 2
2 2

i
e e

j e
e

k

Q
E Q

Q

ξ ξ
ξσ − +

  
   →  = − − Δ        




 :می شود محاشبه زیر صورت به گرهی دو المان حالت در تنش مقدار

 :می شود محاشبه زیر صورت به گرهی سه المان حالت در تنش مقدار



 دمای اگر .می شود وارد شکل در شده داده نشان میله به        دمای در                           محوری نیروی -8 مثال

 :تعیین است مطلوب برسد           به میله

 .گرهی جابجایی -الف

 .مصالح از یک هر در تنش مقدار -ب

 .تکیه گاهی العمل های عکس -ج

3300 10P N= ×20oC

60oC
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200 mm 300 mm

P

2

9 2

6

900
70 10 /
23 10 (1/ )

A mm
E N m

cα −

=
= ×
= × 

Aluminum Steel

2

9 2

6

1200
200 10 /

11.7 10 (1/ )

A mm
E N m

cα −

=
= ×
= × 
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One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

x

21
1Q

المان شماره گره شماره
e i j

1 1 2

2 2 3

 آزادی درجات و المان ها ارتباط تعیین

 المان و گره گذاری شماره و مختلف المان های به میله تقسیم بندی

2en  المان تعداد=

3DOFn } آزادی درجه تعداد= }1 2 3
TQ Q Q=Q

:BCمرزی شرایط 

2Q 3Q

200 mm 300 mm

P

2

9 2

6

900
70 10 /
23 10 (1/ )

A mm
E N m

cα −

=
= ×
= × 

Aluminum Steel

2

9 2

6

1200
200 10 /

11.7 10 (1/ )

A mm
E N m

cα −

=
= ×
= × 

1 2 3
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-8 مثال پاسخ

 )34( رابطه براساس المان هر سختی ماتریس تشکیل

29 6
(1) (1) 31 1 1 1(900) (70 10 10 / ) 315 10

1 1 1 1200
N mm− − −   × × ×=  = ×   − −   

k k (8.1)
1 2

1

2

1 1
(34)

1 1
e e e

e

A E − 
 =  − 

k


i j

i

j

(2) 3 1 1
800 10

1 1
− 

= ×  − 
k (8.2)

2 3

2

3
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x

21
1Q 2Q 3Q

200 mm 300 mm

P

2

9 2

6

900
70 10 /
23 10 (1/ )

A mm
E N m

cα −

=
= ×
= × 

Aluminum Steel

2

9 2

6

1200
200 10 /

11.7 10 (1/ )

A mm
E N m

cα −

=
= ×
= × 

1 2 3
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-8 مثال پاسخ

  المان ها تمامی سختی ماتریس کردن سرهم بندی وسیله به میله کل سختی ماتریس تشکیل

2
3 3

1

e

e

×

=

∈ = K k 3

315 315 0
10 315 1115 800

0 800 800

− 
 = × − − 
 − 

K

1 2 3

1

2

3

(8.3)
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x

21
1Q 2Q 3Q

200 mm 300 mm

P
1 2 3
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 )156( رابطه براساس المان هر حرارتی نیروی بردار تشکیل

1
(156)

1
e

e eE A Tα
− 

 = Δ  
 

θ
i

j

x

21
1Q 2Q 3Q

200 mm 300 mm

P
1 2 3

40oCTΔ = + (8.4)

(2) 3 6 (2) 31 112.32
(200 10 ) 1200 (11.7 10 ) 40 10

1 112.32
− − −   

= × × × × ×  = ×   
   

θ θ (8.6)
2

3
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x

21
1Q 2Q 3Q

200 mm 300 mm

P
1 2 3  کردن یسرهم بند وسیله به میله کل گرهی حرارتی نیروهای بردار تشکیل

  المان ها تمامی گرهی حرارتی نیروی بردار

2
3

1

e

e=

∈ = θ θ 3

57.96
10 54.36

112.32

− 
 = × − 
 
 

θ

1

2

3

(8.7)

   ان هاالم تمامی گرهی متمرکز نیروی بردار کردن سرهم بندی وسیله به میله کل گرهی متمرکز نیروهای بردار تشکیل

2
3

1

e

e=

∈ = P P 3

0
10 300

0

 
 = × 
 
 

P
1

2

3

(8.8)



One( بعُدی یک مسائل Dimensional Problems( 

-8 مثال پاسخ

173

x

21
1Q 2Q 3Q

200 mm 300 mm

P
1 2 3  همیل کل گرهی نیروهای بردار تشکیل

3∈ = + F θ P

3 3 3

57.96 0 57.96
10 54.36 10 300 10 245.64

112.32 0 112.32

− −     
     = × − + ×  = ×     
     
     

F F

1

2

3

(8.9)

 حذفی روش به مرزی شرایط اعمال
1 3 0Q Q= =

 گرهی نیروهای بردار و کل سختی ماتریس از 3 و 1 سطرهای ذخیره کردن :اول گام

11 12 13 3

31 32 33

1 3

3

315 315 0
10

0 800 800

57.96
10

112.32

K K K
K K K

F
F

−   
= ×   −  

−   
= ×   

  

(8.10)
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x

21
1Q 2Q 3Q

200 mm 300 mm

P
1 2 3

1 1 3 3(94) ( ) 2i i i iF F K K iα α = − + = (8.11)

 طور به و کل سختی ماتریس از 3 و 1 ستون های و سطر :دوم گام

 .می شوند حذف کل گرهی نیروهای بردار از 3 و 1 سطرهای مشابه

 رزی صورت به کل گرهی نیروهای بردار دارایه های از یک هر سپس

   :می گردد اصلاح

(8.11)  ( )3 3 3
2 2 21 1 23 3

3
2

( ) 245.64 10 ( 315 10 )(0) ( 800 10 )(0)

245.64 10

F F K K

F

α α= − + = × − − × + − ×

 = × (8.12)

3

315 315 0
10 315 1115 800

0 800 800

− 
 = × − − 
 − 

K
3

57.96
10 245.64

112.32

− 
 = × 
 
 

F
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-8 مثال پاسخ

3 3
2(88) 10 1115 245.64 10Q =  × × = ×KQ F (8.13)

 :داشت خواهیم )8.13( معادله حل از

2(8.13) 0.2203Q mm = (8.14)

 :می شود تشکیل زیر صورت به کل گرهی جابجایی بردار نتیجه در

1

2

3

0
(8.14) 0.2203

0

Q
Q mm
Q

   
    = =   
   
   

Q (8.15)
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 :تنش محاسبه

{ }( ) 1(158) 1 1 ie
e e e

je

Q
E T

Q
σ α

  
 = − − Δ     

(8.16)

{ }(1) 3 6 (1)0170 10 1 1 (23 10 ) 40 12.60
0.2203200

Mpaσ σ−  
= × − − × ×  =   

  
(8.17)

{ }
(8.15)

2(2)
2 2 2

32

1 1 1
Q

E T
Q

σ α
  

= − − Δ   
  

(8.16) 

{ }(2) 3 6 (2)0.22031200 10 1 1 (11.7 10 ) 40 240.27
0300

Mpaσ σ−  
= × − − × ×  = −   

  
(8.18)

x

21
1Q 2Q 3Q

200 mm 300 mm

P
1 2 3
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 :تکیه گاهی العمل های عکس محاسبه

x

21
1Q 2Q 3Q

200 mm 300 mm

P
1 2 3

 در تکیه گاهی واکنش های اول، گام در شده ذخیره اطلاعات از استفاده با

 :ددمی گر محاسبه زیر صورت به است تکیه گاه به مربوط که آزادی درجات

3
1 11.44 10R N= × 3

3 288.56 10R N= ×

200 mm 300 mm

3300 10P N= ×

1 13 3 3

3 3

(8.16)
0

315 315 0 57.96 11.44
10 0.2203 10 10

0 800 800 112.32 288.56
0

R R
N

R R



 
− − −         = × − ×  = ×          − −         

 

(8.17)
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   fem1d.m :برنامه فایل نام-8 مثال پاسخ

 L04EX08.txt :ورودی فایل نام

RL04EX08.txt :خروجی فایل نام
Next line is problem title     << 1D STRESS ANALYSIS USING BAR ELEMENT >>
EXAMPLE 4.8
NN NE NM NDIM NEN NDN
3  2  2   1   2   1

ND NL NCH NPR NMPC
2  1  2   2   0

Node#   X-Coordinate
1      0
2      200
3      500

Elem#  N1  N2  Mat#  Area TempRise (NCH=2 Elem Char: Area, TempRise)
1     1   2    1    900   40
2     2   3    2    1200    40

DOF#  Displacement
1     0
3     0

DOF#  Load
2    300000

MAT#  E   Alpha
1   70000  23e-6
2   200000   11.7e-6

B1  i B2 j  B3  (Multi-point constr. B1*Qi+B2*Qj=B3)

L04EX08.txt
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x

21
1Q 2Q 3Q

200 mm 300 mm

P
1 2 3
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-8 مثال پاسخ
RL04EX08.txt
EXAMPLE 4.8

NODE#   DISPLACEMENT
1      1.0262E-06
2         0.22032
3       2.588E-05
ELEM#    STRESS
1          12.713
2         -240.47
NODE#    REACTION
1          -11442
3     -2.8856E+05

179
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abbreviation( اختصارها جدول tables( 

Computer( کامپیوتری برنامه نویسی Programing(

NN )Number of Nodes(گره ها تعداد 
NE )Number of Elements( المان هاتعداد 
NM )Number of Different Materials( مصالحتعداد نوع 

NDIM )Number of Coordinates per Node)(e.g. NDIM = 2 for 2D( ابعادتعداد 
NEN )Number of Nodes per Element( المانتعداد گره هاي 

)e.g. NEN = 3 for constant strain triangle (CST) Element(
NDN )Number of DOFs per Node()e.g. NDN = 2 for BEAM( گره هاتعداد درجه آزادي 
ND )Number of Specified Displacement DOFs( استآن ها مشخص  مقدارتعداد درجات آزادي كه 
NL .مولفه هاي باري كه در راستاي درجات آزادي اعمال شده اندتعداد 

)Number of Applied Component Loads along DOF directions(
NCH   )مساحت، دما، ضخامت و ممان اينرسي( تعداد ويژگي المان ها

(Number of Element Characteristics like Area and Temperature rise in BAR or TRUSS, Thickness 
and Temperature rise in CST and so on. Area, Moment of Inertia, Temperature Rise etc. are treated 
as Element Characteristics)

NPR )و مدول برشي الاستيسيتهمدول  ، ضريب پواسون،حرارتيضريب ( تعداد ويژگي هاي مصالح 
)Number of Material Properties(

NMPC )Number of MultiPoint Constraints( وابستهتعداد شرايط مرزي 
NNREF )Number of Node Reference( مرجعتعداد گره هاي 


