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FEM( محدود المان روش فرمول بندی Formulation(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 سیحد تابع عنوان به جمله ای ها چند اغلب مواردی چنین در

 طشرای درون یابی انجام با که طوری به .می شوند انتخاب

 لک که زمانی اما .نماید برآورده را دیفرانسیل معادله مرزی

 که دارد وجود امکان این است بزرگ       )سیستم( حوزه

  .گیرد انجام ضعیفی برازش و درون یابی

Ω

 را تابع اررفت می تواند پایین درجه جمله ای های چند باشد، کوچک     )سیستم( حوزه کل اگر که است داده نشان تجربه

 ،       رکوچک ت )المان های( حوزه های -زیر به      )سیستم( حوزه کل تقسیم با امیدواریم بنابراین، .نماید منعکس

 چند از ام که معنا این به .کنیم اعمال موفقیت با پایین درجه جمله ای چند از استفاده با را وزنی باقیمانده روش های

 از اینکه جای به می کنیم، استفاده        کوچک تر )المان های( حوزه های -زیر در تکه ای صورت به پایین تر درجه جمله ای

  المان روش در استفاده مورد استراتژی همان این .کنیم استفاده     )سیستم( حوزه کل برای بالاتر درجه جمله ای چند

.است محدود

Ω

Ω( )eΩ

( )eΩ

Ω

 زیرا .است واردش       مناسب تقریبی توابع یافتن که است آن وزنی باقیمانده روش اصلی مشکل

 .شدبا نداشته        نظر مورد حل همان یا سیستم رفتار از قبلی دانش هیچ فرد است ممکن

( )xψ

( )xφ

1 2( ) ( )( ) ( )i mxg x c x c x c= − − − (1)



Ω

3

Steps( محدود المان روش گام های in FEM(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:mسیستم )المان های( حوزه زیر تعداد 

( ): eΩالمان( حوزه -زیر(  e ُبررسی مورد سیستم در ام 

 .ندمی ک تبدیل         )المان( حوزه -زیر محدودی تعداد به را     )سیستم( حوزه کل محدود المان روش -اول گام

  .ندارند همپوشانی هم با حوزه ها – زیر

Ω( )eΩ

(1)Ω
(2)Ω

( )mΩ

( )

1

m
e

e=

Ω = Ω (2)

 کار این با .باشد برقرار )Continuity( پیوستگی باید گره ها در .می شوند متصل همدیگر به گره ها توسط )المان ها( حوزه ها -زیر

 .می شود برقرار ... و ولتاژ تنش، کرنش، جابجایی، در پیوستگی

 )Node( گره

1
2

n

: nگره ها تعداد 

1n −

 .ستا مهندسی قضاوت و تمرین براساس اساسا سازی گسسته فرآیند

 ندشو انتخاب دقت با باید )حوزه ها -زیر( المان ها تعداد و اندازه شکل،

 حد تا یاصل )سیستم( حوزه محاسبات، حجم افزایش بدون که گونه ای به

 .شود سازی شبیه امکان
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Steps( محدود المان روش گام های in FEM(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

  روی بر را        تغییرات تا کنید انتخاب          برای درون یابی جمله ای چند عنوان به تقریبی تابع یک -دوم گام

.دهد نشان المان ها
( )xψ( )xφ

 مقادیر ینب دیفرانسیل معادله به توجه با تا می گردد اعمال گالرکین روش جداگانه طور به المان هر در -سوم گام

.شود انجام درون یابی            و           انتهایی گرهی ( )jx
ψ ( )ix

ψ

 مقادیر همان آن مجهولات که است معادله سری یک  اُمe المان روی بر گالرکین روش اعمال نتیجه -چهارم گام

 که ددمی گر تشکیل معادلاتی دسته شود، انجام المان هر برای کار این وقتی .می باشد امeُ المان انتهای در گرهی

 جامع گاهدست یک المان ها، تمامی معادلاتِ کردن بندی سرهم با دیگر عبارت به .می شود شامل را گرهی مقادیر تمام

 بریج معادلات از مجموعه ای بعدی یک حالت در مثال طور به .می گیرد شکل )سیستم( حوزه کل برای معادلات

.است المان یک با متناظر معادله هر که می گیرد شکل

 با . شوندمی حل گره ها در        تقریب آوردن بدست برای و شده تنظیم مرزی شرایط برای معادلات این -پنجم گام

.می آید بدست         برای میانی مقادیر خطی درونیابی

( )xφ

( )xφ

.آید دست به        تقریبی جواب تا می شود حل جبری معادلات سیستم سپس -ششم گام ( )xφ
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Selection( المان ها انتخاب of Elements(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 مانال روی بر مناسب تقریبی تابع تعریف و المان ها مناسب نوع انتخاب ،FEM روش آنالیز در مراحل مهمترین از یکی

 سوال وقتی این،بنابر .می شود مشخص ویژگی چندین با المان هر .دارد اشاره  درون یابی جمله ای چند به تقریبی تابع .است

 زیر مایزمت اطلاعات کردن مشخص هدف واقع در ،"کنید می استفاده خاص مسئله یک برای المانی نوع چه از" که می شود

:است

.باشد غیره و وجهی چهار مستطیلی، مثلثی، خطی، قطعات می تواند که المان هندسی شکل -1

 المان خطی دو گرهی
  )Segment element(

)1D(یک بعدی

 المان مثلثی سه گرهی
  )Triangle element(

)2D(دو بعدی

 المان چهارضلعی چهار گرهی
  )Quadrangle element(

)2D(دو بعدی

 المان چهاروجهی چهار گرهی
  )Tetrahedron element(

)3D(سه بعدی
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Selection( المان ها انتخاب of Elements(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

.باشد غیره و وجهی چهار مستطیلی، مثلثی، خطی، قطعات می تواند که المان هندسی شکل -1

 المان شش وجهی هشت گرهی
  )Hexahedron element(

)3D(سه بعدی

 هیالمان پنج وجهی یا منشوری شش گر
  )Pentahedron or prism element (

)3D(سه بعدی

 المان هرمی پنج گرهی
  )Pyramid element(

)3D(سه بعدی
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Selection( المان ها انتخاب of Elements(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 ره،گ نوع از منظور .است غیره و گره سه یا گره دو شامل المان آیا که معنی این به المان هر در گره ها انواع و تعداد -2

 بین الاتص نقطه و دارند قرار المان مرزهای روی بر که هستند گره هایی خارجی گره های .است گره ها بودن خارجی یا داخلی

.نمی شوند متصل مجاور المان های به که هستند گره هایی داخلی گره های .می دهند نشان را المان ها مرزهای

 گرهی 3المان خطی 
  )Segment element(

)1D(یک بعدی

 گرهی 6المان مثلثی 
  )Triangle element(

)2D(دو بعدی

 گرهی 8المان چهارضلعی 
  )Quadrangle element(

)2D(دو بعدی

 گرهی 10المان چهاروجهی 
  )Tetrahedron element(

)3D(سه بعدی
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Selection( المان ها انتخاب of Elements(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 ره،گ نوع از منظور .است غیره و گره سه یا گره دو شامل المان آیا که معنی این به المان هر در گره ها انواع و تعداد -2

 بین الاتص نقطه و دارند قرار المان مرزهای روی بر که هستند گره هایی خارجی گره های .است گره ها بودن خارجی یا داخلی

.نمی شوند متصل مجاور المان های به که هستند گره هایی داخلی گره های .می دهند نشان را المان ها مرزهای

 گرهی 20المان شش وجهی 
  )Hexahedron element(

)3D(سه بعدی

 گرهی 15المان پنج وجهی یا منشوری 
  )Pentahedron or prism element (

)3D(سه بعدی

 گرهی 13المان هرمی 
  )Pyramid element(

)3D(سه بعدی
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Selection( المان ها انتخاب of Elements(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

  .باشد تمتفاو آزادی درجه چندین تا آزادی درجه یک نوع از مسئله شرایط به توجه با می تواند که گرهی متغیر نوع -3

 پیدا گسترده ای ولیتمقب جمله ای چند تقریبی توابع .باشد غیره و مثلثاتی جمله ای، چند می تواند که تقریبی تابع نوع -4

.هستند ریاضی دستکاری قابل راحتی به زیرا کرده اند

.است ناقص المان توصیف باشد، نداشته وجود مشخصه ویژگی های این از از کدام هر اگر

x

y

e

i

j

12 −iq

iq2

12 −jq
jq2

),( 11 yx

),( 22 yx

θ
e

 خرپایی المان

x

y

e

i

j

23 −iq

13 −iq

),( 11 yx

),( 22 yx

θ
e

Frame المان

iq3

23 −jq

13 −jq

jq3
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Selection( گره ها انتخاب of Nodes(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 همچنین .رعکسب یا و بالا به پایین از یا راست به چپ از مثلا باشد داشته مناسبی الگوی گره ها گذاری شماره است بهتر

:شوند رعایت باید که هستند خاصی قوانین نیست دلخواه گره ها مکان انتخاب

 محل که است بهتر است زیاد )تنش تمرکز وجود مانند( متغیرها تغییر نرخ که نواحی در -1

 است کم رهامتغی تغییر نرخ که نواحی در ترتیب همین به .گردد انتخاب هم به نزدیک تر گره ها

.گردد انتخاب هم از دور تر می تواند گره ها محل
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Selection( گره ها انتخاب of Nodes(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 هندسی خواص در ناگهانی تغییرات که جاهایی در -2

  و )ترک یا سوراخ وجود مقطع، سطح ناگهانی تغییرات(

  .است ضروری گره وجود دهد روی مصالح

.می شود داده قرار گره ،)خاص مکان یک جابجایی مثلا( است نظر مورد مجهول متغیر عددی مقدار که جاهایی در -3

 منظور این ایبر .باشد داشته حوزه در مجهول متغیر رفتار مورد در اطلاعاتی کاربر که است آن مستلزم قوانین این رعایت

.شود گرفته کمک به می تواند مهندسی قضاوت و دانش
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( )
( )

1
( )

n
e
x i i

i
xNψ α

=

= (3)

 قرار کلی هحوز میانی ناحیه در المان است ممکن چون .نیست مرزی شرایط ارضای به نیازی کنیم می کار المان روی بر که زمانی

 همین به .می گردد اعمال مرزی شرایط آخر در المان ها تمامی بررسی اتمام از بعد .نباشد مرزی نواحی نزدیکی در و باشد گرفته

 به نیازی دیگر که چرا است ما پسند مورد کار این که می شود حذف )L2-9( رابطه از تقریبی پاسخ عبارت در          ترم دلیل

   :می شود گرفته نظر در زیر صورت به امُ e  المان در تقریبی پاسخ .نمی باشد          حدس
( )xψ

( )xψ

: nالمان گره های تعداد  

( ): i xNشکل تابع )Shape Function( گره نظیر i ُدارد نظارت المان روی بر شکل تابع .ام. 

: iαگره نظیر مجهول ثابت i ُگره در        مقدار با برابر که ام i ُگره نظیر جابجایی معادل فیزیکی نظر از( است ام i ُمی باشد ام(. ( )xψ

Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 
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( )
( ) 1 2
e
x xψ α α+= (4)

:نوشت زیر صورت به درون یابی چندجمله ای یک فرم به را امُ e  المان در تقریبی پاسخ می توان خطی المان یک برای

: eالمان طول 

Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

One-dimensional( بعدی یک خطی المان Linear Element(

 j و i با برابر انتهای و ابتدا گره های شماره اگر .کرد بیان گرهی مجهولات برحسب می توان را       و      ثابت دو مقادیر

  .بود خواهد        و        با برابر نیز متناظر گرهی مقدار بنابراین باشد
1α2α

iψjψ

i je

e

iψ jψ
xO

ix jx

:با است برابر امُ e  المان طول رو این ازixjx  .می باشد j و i گره های مختصات ترتیب به       و      انتخابی، مختصات دستگاه براساس

e j ix x= − (5)
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( )
( )
e
xψ = Pα (6)

:نوشت ماتریسی فرم به می توان را تقریبی تابع )4( رابطه

Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

One-dimensional( بعدی یک خطی المان Linear Element(

:آن در که

1 2

1 2

i i

j j

x
x

ψ α α
ψ α α

+

+

=
=

(8)

{ } 1

2

1 ,x
α
α
 

= =  
 

P α (7)

 زیر معادلات مجموعه )4( رابطه در گره ها مختصات جایگذاری با رو، این از .باشد برقرار گره ها از هریک در باید تقریبی تابع

   :می گردد حاصل
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=ψ Gα (9)

:می آید در زیر صورت به )8( رابطه ماتریسی فرم

Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

One-dimensional( بعدی یک خطی المان Linear Element(

:آن در که

(5)&(7)&(10)
1

1 2,i j j i j i

e e

x xψ ψ ψ ψ
α α− − −

=  = =α G ψ
 

(11)

1
,

1
i i

j j

x
x

ψ
ψ
   

= =   
   

ψ G (10)

:می آید دست به      بردار )9( رابطه حل با α
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( )
( )(11) (4) je i
x i j

e e

x x x xψ ψ ψ
−   −→  = +   

    
(12)

Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

One-dimensional( بعدی یک خطی المان Linear Element(

:تعریف با

( )
( ) ( ) ( )(13) (12) e
x i i j jx xN Nψ ψ ψ→  = + (14)

( ) ( ),j i
i j

e e

x x
x x x xN N

−   −= =   
    

(13)

:می آید در زیر صورت به )12( رابطه

:داشت خواهیم )4( رابطه تقریبی پاسخ رابطه در )11( رابطه از       و      ثابت مقدار دو جایگذاری با 1α2α
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( )
( ) ( )e
x xψ = N ψ (15)

Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

One-dimensional( بعدی یک خطی المان Linear Element(

:می شود نوشته زیر صورت به )14( رابطه ماتریسی فرم

:آن در که

{ }( ) ( ) ( )i jx x xN N=N (16)

( ): xNتابع یا شکل تابع را شود می ضرب گرهی مقادیر در که تابعی تقریبی، پاسخ در .است شکل توابع از سطری بردار 

Interpolation( یابی درون function( عتواب عنوان به شکل توابع از که شد خواهد داده نشان ادامه در .شود می نامیده 

  .شد خواهد استفاده وزنی بافیمانده روش در المان روی بر وزنی

:ψاست المان گرهی مقادیر 
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Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شوند رسم زیر صورت به المان روی بر شکل توابع نمودار

i j
e

e

x
O

ix
jx

1( ) ( )
ei jxN x x= −

1

( ) 0i jN x =

( ) 1i iN x =

i j
e

e

x
O

ix
jx

1( ) ( )
ej ixN x x= −

1
( ) 1j jN x =

( ) 0j iN x =

One-dimensional( بعدی یک خطی المان Linear Element(

بعدی یک خطیالمان روی بر              شکل تابع نمودار ( )i xN بعدی یک خطیالمان روی بر              شکل تابع نمودار ( )j xN
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Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:وندمی ش رسم زیر صورت به تقریبی پاسخ

i j
e

e

x
O

ix

jx

( )
( ) ( ) ( )e
x i i j jx xN Nψ ψ ψ= +

iψ

One-dimensional( بعدی یک خطی المان Linear Element(

jψ

x

( )xψ

امُ e المان روی بر              خطی تقریبی تابع  تغییرات نمودار ( )
( )

e
xψ
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( ) 2
( ) 1 2 3
e
x x xψ α α α+= + (17)

 امeُ  المان در تقریبی پاسخ می توان دوم درجه المان یک برای

:نوشت زیر صورت به درون یابی چندجمله ای یک فرم به را

: eالمان طول 

Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

One-dimensional( بعدی یک دوم درجه المان Quadratic Element(

i jeiψ jψ
xO

ix jx

e k ix x= − (18)

 ثابت سه دارای تقریبی تابع که آنجایی از .کرد بیان گرهی مجهولات برحسب می توان را      و       ،     ثابت سه مقادیر

  رو، این از داهیم؛ نشان k و i ، j  با را گره های شماره اگر .باشد گره 3 دارای باید بعدی یک دوم درجه المان رو این از است

 .بود خواهد        و        ،         با برابر نیز متناظر گرهی مقدار

1α2α

iψjψ

3α

kψ

k

kx

kψ

e

 اُم e  المان طول رو این از .می باشد k و i، j گره های مختصات ترتیب به      و        ،      انتخابی مختصات دستگاه براساس

:با است برابر
ixjxkx
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( )
( )
e
xψ = Pα (19)

:نوشت ماتریسی فرم به می توان را تقریبی تابع )17( رابطه

Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:آن در که

2
1 2 3

2
1 2 3

2
1 2 3

i i i

j j j

k k k

x x

x x

x x

ψ α α α
ψ α α α

ψ α α α

+

+

+

= +

= +

= +

(21)

{ }
1

2
2

3

1 ,x x
α
α
α

 
 = =  
 
 

P α (20)

 زیر معادلات مجموعه )17( رابطه در گره ها مختصات جایگذاری با رو، این از .باشد برقرار گره ها از یک هر در باید تقریبی تابع

   :می گردد حاصل

One-dimensional( بعدی یک دوم درجه المان Quadratic Element(
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=ψ Gα (22)

:می آید در زیر صورت به )21( رابطه ماتریسی فرم

Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:آن در که

1
1

2

3

(23)
α
α
α

−

 
  = = 
 
 

α G ψ (24)

2

2

2

1
, 1

1

i i i

j j j

k k k

x x
x x
x x

ψ
ψ
ψ

  
  = =   

      

ψ G (23)

:می آید دست به      بردار )23( رابطه حل با α

One-dimensional( بعدی یک دوم درجه المان Quadratic Element(
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( )
( ) 2 2 2

(24) (17)
2 4 2( )( ) ( )( ) ( )( )e

x j k i i k j i j k
e e e

x x x x x x x x x x x xψ ψ ψ ψ

→ 

= − − − − − + − −
   (25)

Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:تعریف با

( )
( ) ( ) ( ) ( )(26) (25) e
x i i j j k kx x xN N Nψ ψ ψ ψ→  = + + (27)

2

2

2

( )

( )

( )

2 ( )( )

4 ( )( )

2 ( )( )

i j k
e

j i k
e

k i j
e

x

x

x

N x x x x

N x x x x

N x x x x

= − −

= − − −

= − −







(26)

:می آید در زیر صورت به )25( رابطه

:داشت خواهیم )17( رابطه تقریبی پاسخ رابطه در )24( رابطه از        و          ،      ثابت مقادیر جایگذاری با 1α2α

One-dimensional( بعدی یک دوم درجه المان Quadratic Element(

3α
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( )
( ) ( )e
x xψ = N ψ (28)

Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شود نوشته زیر صورت به )27( رابطه ماتریسی فرم

:آن در که

{ }( ) ( ) ( ) ( )i j kx x x xN N N=N (29)

One-dimensional( بعدی یک دوم درجه المان Quadratic Element(
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Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شوند رسم زیر صورت به المان روی بر شکل توابع نمودار

One-dimensional( بعدی یک دوم درجه المان Quadratic Element(

x
O

2( )
2 ( )( )i j k
e

xN x x x x= − −


e

ix

1

( ) 0i jN x =

( ) 1i iN x =

بعدی یک دوم درجه المان روی بر              شکل تابع نمودار ( )i xN

i j k

e

jx
kx

( ) 0i kN x =
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Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شوند رسم زیر صورت به المان روی بر شکل توابع نمودار

One-dimensional( بعدی یک دوم درجه المان Quadratic Element(

x
O

2( )
4 ( )( )j i k
e

xN x x x x= − − −


e

ix

1
( ) 1j jN x =

( ) 0j iN x =

بعدی یک دوم درجه المان روی بر              شکل تابع نمودار ( )j xN

i j k

e

jx
kx

( ) 0j kN x =
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Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شوند رسم زیر صورت به المان روی بر شکل توابع نمودار

One-dimensional( بعدی یک دوم درجه المان Quadratic Element(

x
O

2( )
2 ( )( )k i j
e

xN x x x x= − −


e

ix

1

( ) 0k jN x =( ) 0k iN x =

بعدی یک دوم درجه المان روی بر              شکل تابع نمودار ( )k xN

i j k

e

jx
kx

( ) 1k kN x =
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Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:وندمی ش رسم زیر صورت به تقریبی پاسخ

jψ

x

( )xψ

امُ e نالما روی بر              دوم درجه تقریبی تابع  تغییرات نمودار ( )
( )

e
xψ

One-dimensional( بعدی یک دوم درجه المان Quadratic Element(

x
O

( )
( ) ( ) ( ) ( )e
x i i j j k kx x xN N Nψ ψ ψ ψ= + +

e

ix

i j k

e

jx

kx

iψ

kψ
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( )
( ) 1 2 3
e
x x yψ α α α+= + (30)

  .تاس گوشه هر در گره یک و مستقیم لبه های دارای خطی مثلثی المان

:می شود گرفته نظر در زیر صورت به امeُ  المان در تقریبی پاسخ

Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

Linear( خطی مثلثی المان Triangular Element(

eiψ

( , )i ix y

 y و x حسب بر کامل ای جمله چند یک تقریبی تابع

 جمله های تمام و ثابت عبارت یک شامل زیرا است؛

 مثلثی المان نتیجه، در .می باشد y و x حسب بر ممکن

 در .باشد داشته حوزه در را جهت گیری گونه هر می تواند

 را آنها مقدار که هستند ثابت هایی       و     ،    اینجا،

 که آنجایی از .کرد بیان گرهی مجهولات حسب بر می توان

 مثلثی المان رو این از است ثابت سه دارای تقریبی تابع

 i ، j  با را گره های شماره اگر .باشد گره 3 دارای باید خطی

 ابربر نیز متناظر گرهی مقدار  رو، این از داهیم؛ نشان k و

 خواهد                 و                 ،                 با

  .بود

1α2α3α

( , )i ix yψ( , )j jx yψ( , )k kx yψ
x

O
y

( )
( , )

e
x yψ

( , )i ix y

( , )k kx y
jψ

kψ

i
j

k
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( )
( , )
e
x yψ = Pα (31)

:نوشت ماتریسی فرم به می توان را تقریبی تابع )30( رابطه

Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:آن در که

1 2 3

1 2 3

1 2 3

i i i

j j j

k k k

x y
x y

x y

ψ α α α
ψ α α α
ψ α α α

+

+

+

= +
= +

= +
(33)

{ }
1

2

3

1 ,x y
α
α
α

 
 = =  
 
 

P α (32)

 زیر معادلات مجموعه )30( رابطه در گره ها مختصات جایگذاری با رو، این از .باشد برقرار گره ها از یک هر در باید تقریبی تابع

   :می گردد حاصل

Linear( خطی مثلثی المان Triangular Element(
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=ψ Gα (34)

:می آید در زیر صورت به )33( رابطه ماتریسی فرم

Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:آن در که

1
1

2

3

(35)
α
α
α

−

 
  = = 
 
 

α G ψ (36)

1
, 1

1

i i i

j j j

k k k

x y
x y
x y

ψ
ψ
ψ

   
   = =   
      

ψ G (35)

:می آید دست به      بردار )35( رابطه حل با α

Linear( خطی مثلثی المان Triangular Element(



32

( )
( , )

(36) (30)
1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2

e
x y i i i i j j j j k k k ka b x c y a b x c y a b x c y

A A A
ψ ψ ψ ψ

→ 

= + + + + + + + + (37)

Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:تعریف با

( , )

( , )

( , )

1 ( )
2
1 ( )
2
1 ( )
2

i i i i

j j j j

k k k k

x y

x y

x y

N a b x c y
A

N a b x c y
A

N a b x c y
A

= + +

= + +

= + +

(39)

:داشت خواهیم )30( رابطه تقریبی پاسخ رابطه در )36( رابطه از        و          ،      ثابت مقادیر جایگذاری با 1α2α3α

Linear( خطی مثلثی المان Triangular Element(

 و است المان سطح مساحت A پارامتر

:می آید دست به  رو به رو رابطه از

1
1 1
2
1

i i

j j

k k

x y
A x y

x y
= (38)
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( )
( , ) ( , )e
x y x yψ = N ψ (42)

Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شود نوشته زیر صورت به )41( رابطه ماتریسی فرم

:آن در که

{ }( , ) ( , ) ( , ) ( , )i j kx y x y x y x yN N N=N (43)

Linear( خطی مثلثی المان Triangular Element(

( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )(39) (37) e
x y i i j j k kx y x y x yN N Nψ ψ ψ ψ→  = + + (41)

:می آید در زیر صورت به )37( رابطه

:آن در که

i j k k j i j k i k j

j k i i k j k i j i k

k i j j i k i j k j i

a x y x y b y y c x x
a x y x y b y y c x x
a x y x y b y y c x x

= − = − = −
= − = − = −
= − = − = −

(40)
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Shape( شکل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:وندمی ش رسم زیر صورت به المان روی بر شکل توابع نمودار

طیخ مثلثی المان روی بر                شکل تابع نمودار ( , )i x yN

Linear( خطی مثلثی المان Triangular Element(

ex

O y

( , )i x yN

i

j

k

( , ) 1i i ix yN =
( , ) 0i j jx yN =

( , ) 0i k kx yN =

طیخ مثلثی المان روی بر                شکل تابع نمودار ( , )j x yN

e

x

O y

( , )j x yN

i
j

k

( , ) 0j i ix yN =

( , ) 1j j jx yN =

( , ) 0j k kx yN =

طیخ مثلثی المان روی بر                شکل تابع نمودار ( , )k x yN

e

x

O y

( , )k x yN

i

jk

( , ) 0k i ix yN =

( , ) 0k j jx yN =

( , ) 1k k kx yN =
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Continuity( پیوستگی شرایط -الف conditions(

Properties( شکل توابع ویژگی های of Shape Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 جزء انتگرال گیری اعمال از پس )RGM( گالرکین ریتز روش در         دیفرانسیلی درجه اگر .مشتقات پیوستگی شرط )1

  .است Continuity همان مخفف C .باشد مشتق پذیر و پیوسته            صورت به باید شکل توابع باشد S معادل جزء به
( )xR
1SC −

x

iN

idN
dx

2

2
id N

dx

x

x
∞

درجه  یعنی. پیوستگی این تابع شکل        است Aگره در 

. تمشتق پذیری آن صفر و فقط خود تابع پیوسته اس

.مشتق های آن پیوسته نیست

0C

A گره

x

iN

idN
dx

2

2
id N

dx

3

3
id N

dx

x

x

x
A گره

∞

ذیری آن یعنی درجه مشتق پ. پیوستگی این تابع شکل        است Aگره در 

.تمشتق های آن پیوسته نیس. صفر و فقط خود تابع پیوسته است

1C
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Continuity( پیوستگی شرایط -الف conditions(

Properties( شکل توابع ویژگی های of Shape Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 گره به نه( تندهس گره به متعلق که آزادی درجات تعریف با می تواند سادگی به مطلب این .شود ارضا گره ها در پیوستگی )2

   .می شود تامین خودکار طور به شرط این )خاص المان یک

1
1 3

2

4

2
4u

4v

3u

3v

2u

2v

1u

1v

  گره به مربوط      و      آزادی درجات مثال طور به

  به مربوط 3 گره که نداریم آن به کاری .می باشد 3

 .2 یا است 1 المان

3u3v
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Continuity( پیوستگی شرایط -الف conditions(
Properties( شکل توابع ویژگی های of Shape Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 اتفاق ه هالب در پیوستگی اگر مثال طور به .شود ارضا لبه ها در پیوستگی )3

 .دارد مغایرت واقعیت با که می شود ایجاد )Gap( فاصله یک 3-2 لبه در نیافتد

  .شود رفع باید GAP این رو این از

1
1 3

2

4

2

 لبه ره جابجایی  که کرد کاری باید شرط این ارضای برای

 اییجابج و باشد وابسته لبه همان جابجایی گره های به

.شدبا نداشته تاثیری لبه آن جابجایی در گره ها سایر

(1)
1 1 2 2 3 3

(2)
2 2 3 3 4 4

(41)
N N N
N N N

ψ ψ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ

= + +


= + +
(44)

1
1 3

2
3ψ

2ψ
2 2 3 3N Nψ ψ+

3

2

4

2 3ψ
2ψ

(1)
2 3 1 1 2 2 3 3

(2)
2 3 2 2 3 3 4 4

(44)
N N N

N N N

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

−

−

= + +


= + +

0

0

(1)
2 3 2 2 3 3
(2)

2 3 2 2 3 3

N N
N N

ψ ψ ψ
ψ ψ ψ

−

−

= +


= +
(1) (2)

2 3 2 3ψ ψ− − = (45)
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Completeness( بودن کامل شرایط -ب condition(

Properties( شکل توابع ویژگی های of Shape Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 اعمال از پس گالرکین ریتز روش در         دیفرانسیلی درجه( S اگر که گردد تعریف صورتی به باید شکل تابع )1

.شود ثابت مقدار شودحاصل گرفته مشتق آن از بار )جزء به جزء انتگرال گیری
( )xR

 حرکت انامک که شود تعریف صورتی به باید شکل تابع )2

  .سازد میسر را المان در گونه صلب

(1)
1 1 2 2 3 3(41) N u N u N uψ = + +

1 2 3u u u α = = هگون صلب حرکت=
(1)

1 2 3( )N N Nψ α
 = + +



دبای
1 2 3 1N N N + + =

(1)ψ α =

1
1 3

2

3u

2u

1u

(1)ψ

 یک اب برابر المان کل در شکل توابع مجموع بنابراین

.است

1
( ) 1

n

i
i

xN
=

= (46)

تا
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.است مرتبط ردف به منحصر گره یک به شکل تابع هر .دارد بستگی المان گره های تعداد به المان یک شکل توابع تعداد )1

General( شکل توابع عمومی ویژگی های properties of Shape Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

.است دیگر گره های در صفر و خود گره در یک مقدار دارای شکل تابع هر )2

 تقریبی تابع اگر لمثا طور به .هستند )نوع( مرتبه یک از المان یک )درون یابی جمله ای چند( تقریبی تابع و شکل توابع )4

.هستند دوم درجه نیز حاصل شکل توابع نتیجه در باشد دوم درجه

.است صفر با برابر مستقل متغیر به نسبت شکل توابع مشتق جمع )5

1
( ) 0

n

i
i

x
d N
dx =

  = 
 
 (47)



40

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 گرفته نظر در زیر صورت به )14( رابطه اساس بر امُ e المان نظیر تقریبی تابع بعدی یک خطی المان از استفاده فرض با

:می شود
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )e e e
x i i j jx xN Nψ ψ ψ= + (14)

( ) ( ): e
i xNگره نظیر شکل تابع i ُالمان در ام e ُام 

: iψگره در تقریبی تابع مقدار i ُام 

e j ix x= − (5)

( ) ( ): e
j xNگره نظیر شکل تابع j ُالمان در ام e ُام 

( ) ( )( ) ( ),je e i
i j

e e

x x
x x x xN N

−   −= =   
    

(13)

:با است برابر امُ e المان طول آن در که

:می آیند دست به )13( رابطه از بعدی یک خطی المان در شکل توابع

: jψگره در تقریبی تابع مقدار j ُام 
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بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
( ) 0 0

m
e e

x x x
e e

x R dx R dx
=Ω


   = = = 
 



 W W (48)

  که طوری به می شود تبدیل حوزه -زیر محدودی تعداد به حوزه کل محدود المان روش در شد اشاره پیش تر که طور همان

.باشند نداشته همپوشانی هم با حوزه ها – زیر

( )

1

( )( )

(2) :

( 2 52) : 0

m
e

e

xxL R dx
=

Ω

Ω = Ω

− =W


:mسیستم )المان های( حوزه زیر تعداد 

( )
( ): e
xRالمان یا حوزه زیر روی بر باقیمانده مقدار e رابطه براساس که اُم )L3-4( می شود تشکیل زیر صورت به: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )e e e
x x xp R inψ + = ΩL (49)

{ }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ie e e e e e e
x x x i j

j

x xN N
ψ

ψ
ψ

=
 

= =  
 

N ψ N ψ (50)

 آن در که
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بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت به گارکین روش براساس وزنی تابع

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

e
T ie e

x x e
j

x

x

N
N

=
  =  
  

W N (51)

 :می آید دست به مجهول n معادله n دستگاه یک )48( رابطه در )51( رابطه جایگذاری با

( )( ) ( )
( ) ( )

1
(51) (48) 0

m Te e
x x

e e

R dx
=

 
→  = 

 
  N (52)

 آن ماتریسی فرمت که است امُ e  المان سطح در مجهول دو معادله دو دستگاه یک )52( رابطه در سیگما داخل عبارت

 :می شود نوشته زیر صورت به

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

Te e e e e
x x

e

R dx  = N s ψ f (53)

 آن در که

( ) 2 2 ( ) 2 ( ) 2e e e×∈ ∈ ∈s ψ f   (54)

: nمسیست گره های تمامی تعداد 



43

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 کردن سرهم بندی با حوزه کل در معادلات نهایت در شد نوشته )المان ها( حوزه ها-زیر تمامی برای )54( رابطه که آن از بعد

)Assembling( الما ن ها معادلات )می شود نوشته زیر صورت به )52( رابطه ماتریسی فرمت .می آید دست به )52: 

 :آن در که

( ) ( ) ( )

1 1 1

m m m
n n e n e n e

e e e

×

= = =

∈ = ∈ = ∈ =  S s ψ ψ F f   (56)

=Sψ F (55)

 :مرزی شرایط اعمال

1 21 2, , ,
rp p p rψ α ψ α ψ α= = = (57)

 در تقریبی ابعت مقدار اگر که آن فرض با رو، این از .گردد لحاظ گره ها در تقریبی تابع مقدار تعیین در مرزی شرایط باید

1prp :باشد معلوم      تا       گره های
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بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :مرزی شرایط اعمال

 تغییر زیر صورت به )55( رابطه پارامترهای ابعاد و می گردد حذف      بردار و     ماتریس از       تا       ستون های و سطر

   :می کنند
1prpSF

F :می آید دست به زیر صورت به      بردار درایه های از هریک

1−=ψ S F (60)

1 2, 1 , 2 ,( )
ri i i p i p i p rF F S S Sα α α= − + + + (59)

) .نمی باشد معلوم آن ها مقدار که است گرهی مقادیر بردار : )n r−∈ψ 

 از مجهول هیگر مقادیر بردار نهایت در .نمی باشد معلوم  آن در تقریبی تابع مقدار که است گره هایی تمام به مربوط i اندیس

 :می شود محاسبه زیر صورت به )58( رابطه حل

( ) ( ) ( ) ( ), ,n r n r n r n r− × − − −

=
∈ ∈ ∈

Sψ F
S ψ F  

(58)
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.نمایید محاسبه FEM روش به را شده داده نشان تیر خیز دیفرانسیل معادله تقریبی پاسخ  -1 مثال

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

2
( )

02 0 (0 , )xd y
EI M x

dx
− = ∈ 

(0)

( )

@ 0 0
:

@ 0
x y

BC
x y

=  =
 =  = 

:است زیر صورت به تحلیلی یا دقیق پاسخ

0
( ) ( )

2x
My x x
EI

= − 

0M

,EI

0M
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-1 مثال پاسخ

.می شود تقسیم حوزه زیر سه به حوزه کل جا این در

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

1 1

1 0ψ =

xO

1 0x =

2 3 42 3

1 3=  2 3=  3 3= 
2 3x =  2

3 3x = 
4x = 

2 ?ψ = 3 ?ψ = 4 0ψ =

[ ]0 ,Ω = 
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شود نتیجه )52( رابطه در باقیمانده مقدار جایگذاری با

:داشت خواهیم )1.2( رابطه بسط با

( ) ( )
2 ( )

( )( ) ( )0
( ) ( )2

1 1
(1.2) 0

em mT Txe e
x x

e ee e

d Mdx dx
dx EI
ψ

= =

   
 − =       

  N N (1.3)

:می گردد محاسبه )49( رابطه براساس باقیمانده مقدار
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می گردد ساده )1.3( رابطه در اول عبارت جزء به جزء انتگرال گیری روش از استفاده با

( )
2 ( )

( )( )
( ) 2

e
T xe

x
e

d
dx

dx
ψ

 N

u v ′ uv dx uv u vdx′ ′ = − 

:می شود نتیجه )1.3( رابطه در )1.4( رابطه جایگذاری با

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )0

( ) ( )
1 1 1

(1.4) (1.3)
Te e em m mT Tx x xe e

x x
e e ee ee

d d d Mdx dx
dx dx dx EI

ψ ψ
= = =

→ 

           = −                 
   

N
N N (1.5)
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

   :است شده مهم نتیجه دو به منجر جزء به جزء انتگرال گیری از استفاده

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )0

( ) ( )
1 1 1

Te e em m mT Tx x xe e
x x

e e ee ee

d d d Mdx dx
dx dx dx EI

ψ ψ
= = =

           = −                 
   

N
N N

 زیمر شرایط تعدادی اعمال طبیعی صورت به -1

 تمعادلا دستگاه حل در مستقیم طور به گره ها در

  .می شود وارد

 درجه به دو درجه( است یافته کاهش مرتبه یک مشتق درجه -2

 تقریبی عتاب در فقط پیوستگی حفظ که می شود باعث امر این )یک

.تنیس                  در پیوستگی رعایت به نیازی و باشد نیاز ( )
( )
e
x

d
dx

ψ
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:داشت خواهیم )1.5( رابطه چپ سمت عبارات در )50( رابطه از تقریبی تابع جایگذاری با

:می گردد تشکیل زیر صورت به )53( رابطه پارامترهای )1.6( رابطه به توجه با

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( )( ) ( ) ( )0

( ) ( )

Te e
x xe

e

e
T Txe e e

x x
ee

d d
dx

dx dx

d M dx
dx EI
ψ

 
=   

 

 
= −  
 





N N
s

f N N

(1.7)
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:داشت خواهیم )1.7( رابطه در )50( رابطه از شکل تابع جایگذاری با

( )

( )( )
( )

( )

( )( ) ( )
( )( ) 0

( ) ( )

( )
( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

e
i

ee
je i

e
e j

ee e
xi ie

e e
j jee

x
xx

x

x x

x x

dN
dNdNdx dx

dx dxdN
dx

dN NM dx
N Ndx EI

ψ

 
    =   

   
  

       = −            





s

f

(1.8)(50) (1.7)→ 
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شود نتیجه )1.8( رابطه دادن بسط با

( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )0

( )

( )
( )( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

ee e e
ji i i

e ee
e e ee
j j ji

e e

e
xe e

i i
eee

e
xe

j

e

xx x x

x x xx

x x

x

dNdN dN dNdx dx
dx dx dx dx

dN dN dNdN dx dx
dx dx dx dx

d MN N dx
dx EI

d
N

dx

ψ

ψ

 
 
 =  
 
  

 
−  

 
=

 
−  

 

 

 



s

f
( )0 ( )e
j

e

x
M N dx
EI

 
 
  
 
 
 
  



(1.9)(1.8) 



( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

j i

e e
x xe e

j j

x x

x x
d d

N N
dx dx
ψ ψ   

= −      
   
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شود ساده زیر صورت به      بردار درایه های همچنین ( )ef

(1.11)

0

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

i

e e
x xe

i

xe

x
d d

N
dx dx
ψ ψ 

 = −  
 

( )
( )( ) ( )
e
xe

j

e

x
d

N
dx
ψ 

  
 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

j

e e
x xe

j

xe

x
d d

N
dx dx
ψ ψ 

 =  
 

1

:می گردد محاسبه زیر صورت به شکل توابع مشتق

( )

( )

( )

( )

1

1

e
i

e
e
j

e

x

x

dN
dx

dN
dx

= −

=





(1.10)
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:داشت خواهیم )1.9( رابطه در )1.11( و )1.10( روابط جایگذاری با

2 2
( )

2 2

( )
( ) ( )0

( )
( )
( ) ( )0

( )

( )

1 1

1 1

i

j

e ee ee

e ee e

e
x e

i
exe

e
x e

j
ex

x

x

dx dx

dx dx

d M N dx
dx EI

d M N dx
dx EI

ψ

ψ

 − 
 =
 
− 
 

 
− − 
  =  
 − 
  

 

 





s

f

 

 
(1.12)(1.10)& (1.11) (1.9)→ 
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-1 مثال پاسخ
بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

( ) ( )
2

e e
i

e

xN dx =


(1.14)

) :می کنیم محاسبه را )1.12( رابطه در        بردار و      ماتریس درایه های )es( )ef

2(13)
( ) ( )( ) ( )

1
2 2

j

i

x

e e ei
j i j

e ee e ex

x x
x x xN dx dx x x N dx

   −= = −  =   
  

  


 
(1.15)
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :داشت خواهیم )1.12( رابطه در )1.15( تا )1.13( روابط جایگذاری با

(1.16)( ) 1 13
1 1

e − 
=  − 

s


i j
i

j

( )
( ) 0

( )
( )
( ) 0

6

6

i

j

e
x

xe
e
x

x

d M
dx EI

d M
dx EI

ψ

ψ

 
− − 
  =  
 − 
  

f




(1.17)

i

j
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :می دهیم تشکیل المان یا حوزه زیر هر برای را )1.17( و )1.16( روابط

(1.19)
(2) (2)

(2) 11 12
(2) (2)
21 22

1 13
1 1

s s
s s
  − 

= =   −  
s



2 3

2

3

(1.20)
(3) (3)

(3) 11 12
(3) (3)
21 22

1 13
1 1

s s
s s
  − 

= =   −  
s



3 4

3

4
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :می دهیم تشکیل المان یا حوزه زیر هر برای را )1.17( و )1.16( روابط

(1.22)

( )
( ) 0

(2)
3(2) 1

(2) ( )
2 ( ) 0

2
3

6

6

e
x

e
x

d M
dx EI

f
f d M

dx EI

ψ

ψ

 
− − 
    = =   

   − 
  

f








2

3

(1.23)

( )
( ) 0

(3) 2
(3) 1 3

(3)
( )2
( ) 0

6

6

e
x

e
x

d M
dx EIf

f d M
dx EI

ψ

ψ

 
− − 
    = =   

   
− 

  

f








3

4
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

S :می گردد تشکیل زیر صورت به    کلی ماتری )56( رابطه براساس       ماتریس های کردن بندی سرهم با ( )es

(1.24)

1 1 0 0
1 2 1 03
0 1 2 1
0 0 1 1

− 
 − −  =
 − −
 − 

S


1 2 3 4
1

2

3

4



60

-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

F :می گردد تشکیل زیر صورت به    کلی ماتری )56( رابطه براساس       ماتریس های کردن بندی سرهم با ( )ef

(1.25)
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 :داشت خواهیم )55( معادلات دستگاه در )1.25( و )1.24( روابط جایگذاری با-1 مثال پاسخ
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 
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 
 −   
 −  − −    →  =    − −    −     −     
 − 
 









(1.26)

 )است متقارن ضرایب ماتریس(

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 



62

-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :مرزی شرایط اعمال

SF .می گردد حذف      بردار و     ماتریس از 4 و 1 ستون های و سطر
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :مرزی شرایط اعمال

F :می آید دست به زیر صورت به      بردار درایه های از هریک )59( رابطه اساس بر

0
2 3

MF
EI

= − 
(1.28)

0 0
3 3 3,1 1 3,4 4 3

3( ) (0)(0) (0) 0
3 3
M MF F S S F
EI EI

α α   = − + = − − + − =  = −  
  

 


(1.29)

 :می شود نوشته زیر صورت به )58( رابطه نتیجه در

0

2

3 0

2 13 3
1 2

3

M
EI
M
EI

ψ
ψ

 − −     =    −     −
  




(1.30)
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

2
0 01

2 2
2

3 30 0

2 13 3 9(3.30)
1 2

3 9

M M
EI EI
M M
EI EI

ψ ψ
ψ ψ

−
  − −   −         =  =          −         − −      

 

 
(1.31)

 :داشت خواهیم )1.30( رابطه حل از

ψ :می آید دست به زیر صورت به       کلی بردار )1.31( رابطه براساس

2
0

2
0

0

9

9
0

M
EI
M
EI

 
 
 −
 =  
 − 
 
 

ψ




(1.32)
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

( )xψ
( )xy

x

( )y x

 زیر حوزه 3نمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسیل مورد نظر در حالت 

3 0.1ψ = −
2 0.1ψ = −

4 0ψ =
1 0ψ =

0( 5 , 200 , 6)M EI= = =
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :می گردد اصلاح زیر صورت به )1.17( و )1.16( روابط

(1.33)
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  =  
 − 
  

f





(1.34)

 با ادامه در رو، نای از .نمی باشد زیاد آمده دست به تقریبی پاسخ دقت حوزه زیر سه به حوزه کل تقسیم بندی با که شد مشاهده

.شد خواهد محاسبه تقریبی پاسخ حوزه، زیر 10 به حوزه کل تقسیم فرض
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-1 مثال پاسخ
بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

S :می گردد تشکیل زیر صورت به    کلی ماتری )56( رابطه براساس       ماتریس های کردن بندی سرهم با ( )es

(1.35)
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

F :می گردد تشکیل زیر صورت به    کلی ماتری )56( رابطه براساس       ماتریس های کردن بندی سرهم با ( )ef

(1.36)
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 :داشت خواهیم )55( معادلات دستگاه در )1.34( و )1.33( روابط جایگذاری با-1 مثال پاسخ
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(1.37)

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :مرزی شرایط اعمال

SF .می گردد حذف      بردار و     ماتریس از 11 و 1 ستون های و سطر
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :مرزی شرایط اعمال

F :می آید دست به زیر صورت به      بردار درایه های از هریک )59( رابطه اساس بر
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :مرزی شرایط اعمال

 :می شود نوشته زیر صورت به )58( رابطه نتیجه در
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

ψ :می آید دست به زیر صورت به       کلی بردار نهایت در
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-1 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

0( 5 , 200 , 6)M EI= = =

( )xψ

( )xy

x

( )y x

 زیر حوزه 10نمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسیل مورد نظر در حالت 
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.نمایید محاسبه FEM روش به را زیر دیفرانسیل معادله تقریبی پاسخ  -2 مثال

( )
3 sin( )

sin(2)xy x x= +

2
( )

( )2 (0 , 2)x
x

d y
y x x

dx
+ = ∈

(0)

(2)

@ 0 0
:

@ 2 5
x y

BC
x y

=  =
 =  =

:است زیر صورت به تحلیلی یا دقیق پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 



76

-2 مثال پاسخ

.می شود تقسیم حوزه زیر چهار به حوزه کل جا این در

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

1 1

1 0ψ =

xO

1 0x =

2 3 42 3

2 0.5x = 3 1x = 4 1.5x =
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5 2x =

1 0.5= 2 0.5= 3 0.5= 4 0.5=

4 5

5 5ψ =
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-2 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شود نتیجه )52( رابطه در باقیمانده مقدار جایگذاری با

( )
2 ( )

( )( ) ( )
( ) ( )2

1

(2.1) (52) 0
em T xe e

x x
e e

d
x dx

dx
ψ

ψ
=

  
→  + − =      

  N (2.2)

:داشت خواهیم )2.2( رابطه بسط با

:می گردد محاسبه )49( رابطه براساس باقیمانده مقدار
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بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می گردد ساده )2.3( رابطه در اول عبارت جزء به جزء انتگرال گیری روش از استفاده با

( )
2 ( )

( )( )
( ) 2

e
T xe

x
e

d
dx

dx
ψ

 N

u v ′ uv dx uv u vdx′ ′ = − 

:می شود نتیجه )2.3( رابطه در )2.4( رابطه جایگذاری با

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

(2.4) (2.3)
Te e em m m mT T Tx x xe e e e

x x x x
e e e ee e ee

d d d
dx dx xdx

dx dx dx
ψ ψ

ψ
= = = =

→ 

            − = −                    
     

N
N N N

(2.5)
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بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

   :است شده مهم نتیجه دو به منجر جزء به جزء انتگرال گیری از استفاده

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

Te e em m m mT T Tx x xe e e e
x x x x

e e e ee e ee

d d d
dx dx xdx

dx dx dx
ψ ψ

ψ
= = = =

            − = −                    
     

N
N N N

 زیمر شرایط تعدادی اعمال طبیعی صورت به -1

 تمعادلا دستگاه حل در مستقیم طور به گره ها در

  .می شود وارد

 درجه به دو درجه( است یافته کاهش مرتبه یک مشتق درجه -2

 تقریبی عتاب در فقط پیوستگی حفظ که می شود باعث امر این )یک

.تنیس                  در پیوستگی رعایت به نیازی و باشد نیاز ( )
( )
e
x

d
dx

ψ



80

-2 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:داشت خواهیم )2.5( رابطه چپ سمت عبارات در )50( رابطه از تقریبی تابع جایگذاری با

:می گردد تشکیل زیر صورت به )53( رابطه پارامترهای )2.6( رابطه به توجه با

( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

Te e
Tx xe e e

x x
e

e
T Txe e e

x x
ee

d d
dx

dx dx

d
xdx

dx
ψ

  
 = −     

 
= −  
 





N N
s N N

f N N

(2.7)
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بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:داشت خواهیم )2.7( رابطه در )50( رابطه از شکل تابع جایگذاری با

{ }
( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )( )

( )( ) ( )
( )( )

( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )

( ) ( )

e
i

e ee
j ie e ei

i jee
je j

ee e
xi ie

e e
j j

e

x
x xx

x x
xx

x x

x x

dN
dN NdNdx N N dx

Ndx dxdN
dx

dN N
N Ndx

ψ

  
          = −               

    = −      

s

f
e

xdx
 

 
  


(2.8)

(50) (2.7)→ 
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بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شود نتیجه )2.8( رابطه دادن بسط با

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

ee e e
je e e ei i i

i i i j
e e e ee

e e ee
j j je e e ei

j i j j
e e e e

xx x x
x x x x

x x xx
x x x x

dNdN dN dNdx N N dx dx N N dx
dx dx dx dx

dN dN dNdN dx N N dx dx N N dx
dx dx dx dx


− −

= 
 − −


   

   
s

( )
( )( ) ( )

( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

e
xe e

i i
eee

e
xe e

j j
ee

x x

x x

d
N xN dx

dx

d
N xN dx

dx

ψ

ψ








  
 −     =  
  

−   
   




f

(2.9)

(2.8) 



( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

j i

e e
x xe e

j j

x x

x x
d d

N N
dx dx
ψ ψ   

= −      
   
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بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شود ساده زیر صورت به      بردار درایه های همچنین ( )ef

(2.11)

0

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

i

e e
x xe

i

xe

x
d d

N
dx dx
ψ ψ 

 = −  
 

( )
( )( ) ( )
e
xe

j

e

x
d

N
dx
ψ 

  
 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

j

e e
x xe

j

xe

x
d d

N
dx dx
ψ ψ 

 =  
 

1

:می گردد محاسبه زیر صورت به شکل توابع مشتق

(13) 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

e e
ji i

e e

e e
j ji

e e

x x

x x

x xdN dNd
dx dx dx

dN dNx xd
dx dx dx

− 
=  = − 

 
 −=  = 
 

 

 

(2.10)
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بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:داشت خواهیم )2.9( رابطه در )2.11( و )2.10( روابط جایگذاری با

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( )
( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

1 1

1 1

i

j

e e e e
i i i j

e ee e e ee

e e e e
j i j j

e ee e e e

e
x e

i
exe

e
x e

j
ex

x x x x

x x x x

x

x

dx N N dx dx N N dx

dx N N dx dx N N dx

d
xN dx

dx

d
xN dx

dx

ψ

ψ

 − − − 
 =
 
− − − 
 


− −
= 
 −


   

   





s

f

 

 







 
 

(2.12)

(2.10)& (2.11) (2.9)→ 
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بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

) :می کنیم محاسبه را )2.12( رابطه در        بردار و      ماتریس درایه های )es( )ef

(5)
( ) ( )( ) ( )

3
e e e
i i

e

x xN N dx =


(2.14)

2 3(13)
( ) ( ) 2 2

2

(5)
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
3

3

j

i

x

e e i
j j i i

e ee e x

e e e
j j

e

x x

x x

x x xN N dx dx x x x x

N N dx

   −= = − +   
  

 =

 



 


(2.15)
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بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

) :می کنیم محاسبه را )2.12( رابطه در        بردار و      ماتریس درایه های )es( )ef

2 23(13)
( ) ( )

2

(5)
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
2 3 2

6

j

i

x

j je e i i
i j j i

e e ee e x

e e e
i j

e

x x

x x

x x x xx x x xxN N dx dx x x x

N N dx

 −  −= = − − +         

 =

 



  


(2.16)

3 2 3(5)
( ) ( )

1
6 2 3
j j ie i

i
ee

x
x x x xxN dx

 
= − +  

 
 

(2.17)

23(13)
( )

3 2 3(5)
( )

( )

( )

1
3 2

1
3 2 6

j

i

x

e i i
j

e ee e x

j i je i
j

ee

x

x

x x x xxxN dx x dx

x x x xxN dx

   −= = −   
  

 
 = − +  

 

 



 


(2.18)
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بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :داشت خواهیم )2.12( رابطه در )2.18( تا )2.13( روابط جایگذاری با

(2.19)
( ) ( ) 0.5

( ) ( )11 12
( ) ( )
21 22

1 1 11 25
3 6 6 12

25 111 1
12 66 3

e

e e
e e

e ee e
e e

e e

e e

s s
s s

=

   − − − −      = =  =         −− − −     

s s


 
 

 
 

i j

i

j

( ) 3 2 ( ) 33 3
( ) ( ) 2

0.5
( ) ( )

( ) 3 2 ( ) 33 3
( ) ( ) 2

21
6 2 3 3 3

21
3 2 6 3 3

e
i i

j j

e e
x j j i x ji i

j i
ex xe e

e e
x j i j x ji i

i j
ex x

d x x x d xx xx x
dx dx

d x x x d xx xx x
dx dx

ψ ψ

ψ ψ

=

    
− − − + − − + −            =  =   

    − − + − + −     
       

f f




(2.20)

i

j
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بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :می دهیم تشکیل المان یا حوزه زیر هر برای را )2.20( و )2.19( روابط

(2.21)(1) (1)
(1) 11 12

(1) (1)
21 22

11 25
6 12
25 11
12 6

s s
s s

 −  
= =   

   −  

s

1 2

1

2

(2.22)(2) (2)
(2) 11 12

(2) (2)
21 22

11 25
6 12
25 11
12 6

s s
s s

 −  
= =   

   −  

s

2 3

2

3

(2.23)(3) (3)
(3) 11 12

(3) (3)
21 22

11 25
6 12
25 11
12 6

s s
s s

 −  
= =   

   −  

s

3 4

3

4

(2.24)(4) (4)
(4) 11 12

(4) (4)
21 22

11 25
6 12
25 11
12 6

s s
s s

 −  
= =   

   −  

s

4 5

4

5
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بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

(2.25)

( )
( )

(1)
0(1) 1

(1) ( )
2 ( )

0.5

1
24

2
24

e
x

e
x

d
dxf

f d
dx

ψ

ψ

 
− − 
  

= =   
   − 

 

f

1

2

(2.26)

( )
( )

(2)
0.5(2) 1

(2) ( )
2 ( )

1

4
24

5
24

e
x

e
x

d
dxf

f d
dx

ψ

ψ

 
− − 
  

= =   
   − 

 

f

2

3

(2.27)

( )
( )

(3)
1(3) 1

(3) ( )
2 ( )

1.5

7
24

8
24

e
x

e
x

d
dxf

f d
dx

ψ

ψ

 
− − 
  

= =   
   − 

 

f

3

4

(2.28)

( )
( )

(4)
1.5(4) 1

(4) ( )
2 ( )

2

10
24

11
24

e
x

e
x

d
dxf

f d
dx

ψ

ψ

 
− − 
  

= =   
   − 

 

f

4

5

 :می دهیم تشکیل المان یا حوزه زیر هر برای را )2.20( و )2.19( روابط
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بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

S :می گردد تشکیل زیر صورت به    کلی ماتری )56( رابطه براساس       ماتریس های کردن بندی سرهم با ( )es

4
5 5 ( )

1

(56) e

e

×

=

 ∈ =S s

(1) (1)
11 12
(1) (1) (2) (2)
21 22 11 12

(2) (2) (3) (3)
21 22 11 12

(3) (3) (4) (4)
21 22 11 12

(4) (4)
21 22

0 0 0
0 0

0 0
0 0
0 0 0

s s
s s s s

s s s s
s s s s

s s

 
 + 
  = +
 

+ 
  

S

1 2 3 4

1

2
3

4

5

5

(2.29)

22 25 0 0 0
25 44 25 0 0

1 0 25 44 25 0
12

0 0 25 44 25
0 0 0 25 22

− 
 − − 
  = − −
 − − 
 − 

S

1 2 3 4
1

2

3

4

5
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بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

F :می گردد تشکیل زیر صورت به    کلی ماتری )56( رابطه براساس       ماتریس های کردن بندی سرهم با ( )ef

4
5 ( )

1
(56) e

e =

 ∈ =F f

(1)
1

(1) (2)
2 1
(2) (3)
2 1
(3) (4)
2 1

(4)
2

f
f f
f f
f f
f

 
 +   = + 
 + 
  

F

1

2

3

4
5

( )
( )

(1)
01

(1) (2)
2 1
(2) (3)
2 1
(3) (4)
2 1

(4) ( )
2 ( )

2

24 1

6
1 12
24

18

24 11

e
x

e
x

d
dxf

f f
f f
f f
f d

dx

ψ

ψ

 
+ 

  
  +       =  = −+   

   +   
    

− + 
  

F F (2.30)

1

2

3

4

5
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 :داشت خواهیم )55( معادلات دستگاه در )2.30( و )2.29( روابط جایگذاری با-2 مثال پاسخ

( )
( )

01

2

3

4

( )
5 ( )

2

(2.29) & (2.30) (55)

112
222 25 0 0 0

25 44 25 0 0 3
0 25 44 25 0 6
0 0 25 44 25 9
0 0 0 25 22 1112

2

e
x

e
x

d
dx

d
dx

ψ

ψ
ψ
ψ
ψ
ψ ψ

→ 

 
− − 
 −   
   − − −         =− − −   

     − − −     
 −       

− 
  

(2.31)

 )است متقارن ضرایب ماتریس(

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 
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-2 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :مرزی شرایط اعمال

SF .می گردد حذف      بردار و     ماتریس از 5 و 1 ستون های و سطر

( )
( )

01

2

3

4

( )
5 ( )

2

112
222 25 0 0 0

25 44 25 0 0 3
0 25 44 25 0 6
0 0 25 44 25 9
0 0 0 25 22 1112

2

e
x

e
x

d
dx

d
dx

ψ

ψ
ψ
ψ
ψ
ψ ψ

 
− − 
 −   
   − − −         =− − −   

     − − −     
 −       

− 
  



94

-2 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :مرزی شرایط اعمال

F :می آید دست به زیر صورت به      بردار درایه های از هریک )59( رابطه اساس بر

( )( )2 2 2,1 1 2,5 5 2( ) 3 25 (0) (0)(5) 0 3F F S S Fα α= − + = − − − + =  = − (2.33)

( )( )3 3 3,1 1 3,5 5 3( ) 6 (0)(0) 0 (5) 0 6F F S S Fα α= − + = − − + =  = − (2.34)

 :می شود نوشته زیر صورت به )58( رابطه نتیجه در

2

3

4

44 25 0 3
25 44 25 6
0 25 44 116

ψ
ψ
ψ

− −     
    − − = −    
    −     

(2.36)

4 116F = (2.35)
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-2 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

1
2 2

3 3

4 4

44 25 0 3 2.053
(2.36) 25 44 25 6 3.7332

0 25 44 116 4.7575

ψ ψ
ψ ψ
ψ ψ

−− −         
         = − − −  =        
        −         

(2.37)

 :داشت خواهیم )2.36( رابطه حل از

ψ :می آید دست به زیر صورت به       کلی بردار )2.37( رابطه براساس

0
2.053
3.7332
4.7575
5

 
 
  =  
 
 
  

ψ (2.38)
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-2 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

0 0.5 1 1.5 2
0

1

2

3

4

5

6

 

 

( )xψ

( )xy

x

( )y x

 زیر حوزه 3نمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسیل مورد نظر در حالت 

3ψ

2ψ

4ψ

1 0ψ =

5 5ψ =
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.نمایید محاسبه FEM روش به را زیر دیفرانسیل معادله تقریبی پاسخ  -3 مثال

( ) 0.42546 0.42546x x
xu e e −= −

2
( )

( )2 0 (0 ,1)x
x

d u
u x

dx
− = ∈

(0)

(1)

@ 0 0
:

@ 1 1
x u

BC
x u

=  =
 =  =

:است زیر صورت به تحلیلی یا دقیق پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 
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-3 مثال پاسخ

.می شود تقسیم حوزه زیر سه به حوزه کل جا این در

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

1 1

1 0ψ =

xO

1 0x =

2 3 42 3

1
1 3= 1

2 3= 1
3 3=

1
2 3x = 2

3 3x = 4 1x =

2 ?ψ = 3 ?ψ = 4 1ψ =

[ ]0 ,1Ω =



99

-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شود نتیجه )52( رابطه در باقیمانده مقدار جایگذاری با

( )
2

( ) ( )
( ) ( )2

1
(3.1) (52) 1 0

m Te e
x x

e e

d dx
dx

ψ
=

  
→  − =  

  
  N (3.2)

:داشت خواهیم )3.2( رابطه بسط با

:می گردد محاسبه )49( رابطه براساس باقیمانده مقدار
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-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می گردد ساده )3.3( رابطه در اول عبارت جزء به جزء انتگرال گیری روش از استفاده با

( )
2 ( )

( )( )
( ) 2

e
T xe

x
e

d
dx

dx
ψ

 N

u v ′ uv dx uv u vdx′ ′ = − 

:می شود نتیجه )3.3( رابطه در )3.4( رابطه جایگذاری با

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1 1

(3.4) (3.3)
Te e em m mT Tx x xe e e

x x x
e e ee e e

d d d
dx dx

dx dx dx
ψ ψ

ψ
= = =

→ 

           + =                 
   

N
N N (3.5)
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-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

   :است شده مهم نتیجه دو به منجر جزء به جزء انتگرال گیری از استفاده

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1 1

Te e em m mT Tx x xe e e
x x x

e e ee e e

d d d
dx dx

dx dx dx
ψ ψ

ψ
= = =

           + =                 
   

N
N N

 زیمر شرایط تعدادی اعمال طبیعی صورت به -1

 تمعادلا دستگاه حل در مستقیم طور به گره ها در

  .می شود وارد

 درجه به دو درجه( است یافته کاهش مرتبه یک مشتق درجه -2

 تقریبی عتاب در فقط پیوستگی حفظ که می شود باعث امر این )یک

.تنیس                  در پیوستگی رعایت به نیازی و باشد نیاز ( )
( )
e
x

d
dx

ψ
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-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:داشت خواهیم )3.5( رابطه چپ سمت عبارات در )50( رابطه از تقریبی تابع جایگذاری با

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1

(50) (3.5)

Te e em mT Tx x xe e e e
x x x

e ee e

d d d
dx

dx dx dx
ψ

= =

→ 

           + =                
 

N N
N N ψ N (3.6)

:می گردد تشکیل زیر صورت به )53( رابطه پارامترهای )3.6( رابطه به توجه با

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )

Te e
T x xe e e

x x
e

e
T xe e

x

e

d d
dx

dx dx

d
dx
ψ

  
 = +      

 
=   
 


N N

s N N

f N

(3.7)
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-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:داشت خواهیم )3.7( رابطه در )50( رابطه از شکل تابع جایگذاری با

{ }
( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( )
( )( )

( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

e
i

ee e
jie e e i

i je e
je j

ee
xie

e
j

e

x
xx x

x x
x x

x

x

dN
dNN dNdxN N dx

N dx dxdN
dx

dN
N dx

ψ

  
         = +                

   =       

s

f

(3.8)

(50) (3.7)→ 
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-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شود نتیجه )3.8( رابطه دادن بسط با

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

ee e e
je e e ei i i

i i i j
e ee

e e ee
j j je e e ei

j i j j
e

xx x x
x x x x

x x xx
x x x x

dNdN dN dNN N dx N N dx
dx dx dx dx

dN dN dNdNN N dx N N
dx dx dx dx

+ +

+ +

  
       =

   
    
  

 


s

( )
( )( )

( )

( )
( )( )

( )

( )

e

e
xe

i

ee

e
xe

j

e

x

x

dx

d
N

dx

d
N

dx

ψ

ψ

 
 
 
 
 

 
 

  
      =  
  
   
   



f

(3.9)
(3.8) 



( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

j i

e e
x xe e

j j

x x

x x
d d

N N
dx dx
ψ ψ   

= −      
   

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

j i

e e
x xe e

i i

x x

x x
d d

N N
dx dx
ψ ψ   

= −      
   
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-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می گردد محاسبه زیر صورت به شکل توابع مشتق

(13) 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

e e
ji i

e e

e e
j ji

e e

x x

x x

x xdN dNd
dx dx dx

dN dNx xd
dx dx dx

− 
=  = − 

 
 −=  = 
 

 

 

(3.10)

:می شود ساده زیر صورت به      بردار درایه های همچنین ( )ef

( )
( )( ) ( )
e
xe

i

e

x
d

N
dx
ψ 

  
 

(3.11)0

0

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

i

e e
x xe

i

xe

x
d d

N
dx dx
ψ ψ 

 = −  
 

( )
( )( ) ( )
e
xe

j

e

x
d

N
dx
ψ 

  
 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

j

e e
x xe

j

xe

x
d d

N
dx dx
ψ ψ 

 =  
 

1

1
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-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:داشت خواهیم )3.9( رابطه در )3.11( و )3.10( روابط جایگذاری با

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( )
( )

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

i

j

e e e e
i i i j

e ee ee

e e e e
j i j j

e ee e

e
x

xe
e
x

x

x x x x

x x x x

N N dx N N dx

N N dx N N dx

d
dx

d
dx

ψ

ψ

+

+

    
−    

    =      −        
 

− 
  =  
 
 
  

 

 
s

f

 

 
(3.12)

(3.10)& (3.11) (3.9)→ 
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-3 مثال پاسخ
بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

2 3(13)
( ) ( ) 2 2

2 2 2

(5)
( ) ( )

2

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1
3

1 1
3

j

i

x
je e

i i j j
e e e ee e x

e e e
i i

e ee

x x

x x

x x xN N dx dx x x x x x

N N dx

+ +

+

 −      = = − + +            
 

 = + 
 

 



   


 

(3.13)

2 3(13)
( ) ( ) 2 2

2 2 2

(5)
( ) ( )

2

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1
3

1 1
3

j

i

x

e e i
j j i i

e e e ee e x

e e e
j j

e ee

x x

x x

x x xN N dx dx x x x x x

N N dx

+ +

+

      − = = − + +            
 

 = + 
 

 



   


 

(3.14)

2 23 (5)
( ) ( )

2 2( ) ( )
1 1 1

2 3 2 6

j

i

x

j e e ei
j i i j

e e eex

x x
x x x xxx x x x N N dx−

   
= − − + −  = − +       




  
(3.15)

) :می کنیم محاسبه را )3.12( رابطه در       ماتریس درایه های )es
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-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :داشت خواهیم )3.12( رابطه در )3.15( تا )3.13( روابط جایگذاری با

(3.16)
1

( ) ( ) 3
( ) ( )11 12

( ) ( )
21 22

1 1
3 6 56 531

53 561 1 18
6 3

e

e e
e e

e ee e
e e

e e

e e

s s
s s

=
 + − +   −  = =  =     −   − + + 
 

s s


 
 

 
 

i j
i

j

( )
( )

( )
( )
( )

i

j

e
x

xe
e
x

x

d
dx

d
dx

ψ

ψ

 
− 
  =  
 
 
  

f (3.17)

i

j
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-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :می دهیم تشکیل المان یا حوزه زیر هر برای را )3.17( و )3.16( روابط

(3.18)
(1) (1)

(1) 11 12
(1) (1)
21 22

56 531
53 5618

s s
s s
  − 

= =   −  
s

1 2
1

2

(3.19)
(2) (2)

(2) 11 12
(2) (2)
21 22

56 531
53 5618

s s
s s
  − 

= =   −  
s

2 3
2

3

(3.20)
(3) (3)

(3) 11 12
(3) (3)
21 22

56 531
53 5618

s s
s s
  − 

= =   −  
s

3 4
3

4
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-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :می دهیم تشکیل المان یا حوزه زیر هر برای را )3.17( و )3.16( روابط

(3.21)

( )
( )

(1)
0(1) 1

( )(1)
( )2

1
3

e
x

e
x

d
dxf

df
dx

ψ

ψ

 
− 
    = =   

   
 
  

f

1

2

(3.22)

( )
( )

1(2)
3(2) 1

(2) ( )
2 ( )

2
3

e
x

e
x

d
dx

f
f d

dx

ψ

ψ

 
− 
    = =   

   
 
  

f

2

3

(3.23)

( )
( )

(3) 2
(3) 1 3

(3)
( )2
( )

1

e
x

e
x

d
dxf

f d
dx

ψ

ψ

 
− 
    = =   

   
 
  

f

3

4
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-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

S :می گردد تشکیل زیر صورت به    کلی ماتری )56( رابطه براساس       ماتریس های کردن بندی سرهم با ( )es

3
4 4 ( )

1
(56) e

e

×

=

 ∈ =S s

(1) (1)
11 12
(1) (1) (2) (2)
21 22 11 12

(2) (2) (3) (3)
21 22 11 12

(3) (3)
21 22

0 0
0

0
0 0

s s
s s s s

s s s s
s s

 
 +  =
 +
 
  

S

1 2 3 4

1

2

3

4

(3.24)

56 53 0 0
53 112 53 01
0 53 112 5318
0 0 53 56

− 
 − −  =
 − −
 − 

S

1 2 3 4
1

2

3

4
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-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

F :می گردد تشکیل زیر صورت به    کلی ماتری )56( رابطه براساس       ماتریس های کردن بندی سرهم با ( )ef

3
4 ( )

1
(56) e

e=

 ∈ =F f

(1)
1

(1) (2)
2 1
(2) (3)
2 1

(3)
2

f
f f
f f
f

 
 +  =  + 
  

F

1

2

3

4

(3.25)

( )
( )

( )0
( )( ) ( )

( ) ( )
0

1 1
3 3

( ) ( )
( ) ( )

( )
2 2 ( )
3 3

( ) 1
( )

1

0
0

e
x

e
xe e

x x

e e
x x

e
x

e
x

d
dx

d
d d dx
dx dx

d d
ddx dx
dx

d
dx

ψ

ψ
ψ ψ

ψ ψ
ψ

ψ

 
− 

     −    −        =  =   
   −   
   
     
 
  

F F

1

2

3

4
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 :داشت خواهیم )55( معادلات دستگاه در )3.25( و )3.24( روابط جایگذاری با-3 مثال پاسخ

( )
( )

01

2

3

( )
4 ( )

1

56 53 0 0
53 112 53 0 01(3.24) & (3.25) (55)
0 53 112 53 018
0 0 53 56

e
x

e
x

d
dx

d
dx

ψ

ψ
ψ
ψ
ψ ψ

 
− 
 −   
   − −     →  =    − −         −     
  

(3.26)

 )است متقارن ضرایب ماتریس(

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 
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-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :مرزی شرایط اعمال

SF .می گردد حذف      بردار و     ماتریس از 4 و 1 ستون های و سطر

( )
( )

01

2

3

( )
4 ( )

1

56 53 0 0
53 112 53 0 01
0 53 112 53 018
0 0 53 56

e
x

e
x

d
dx

d
dx

ψ

ψ
ψ
ψ
ψ ψ

 
− 
 −   
   − −      =    − −         −     
  
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-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :مرزی شرایط اعمال

F :می آید دست به زیر صورت به      بردار درایه های از هریک )59( رابطه اساس بر

2 2 21 1 24 4 2
53( ) 0 (0) (0)(1) 0 0
18

F F S S Fα α   = − + = − − + =  =  
  

(3.28)

3
53
18

F = (3.29)

 :می شود نوشته زیر صورت به )58( رابطه نتیجه در

2

3

0112 531
5353 11218
18

ψ
ψ

 −     =    −      

(3.30)
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-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

1
2 2

3 3

0112 53 0.28851(3.30) 5353 112 0.609818
18

ψ ψ
ψ ψ

−   −        =  =          −          

(3.31)

 :داشت خواهیم )3.30( رابطه حل از

ψ :می آید دست به زیر صورت به       کلی بردار )3.31( رابطه براساس

0
0.2885
0.6098
1

 
 
 =  
 
  

ψ (3.32)
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-3 مثال پاسخ

بعدی یک خطی المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 

 

( )xψ

( )xu

x

( )u x

 زیر حوزه 3نمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسیل مورد نظر در حایت 

3 0.6098ψ =

2 0.2885ψ =

4 1ψ =

1 0ψ =
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.نمایید محاسبه گرهی سه المان از استفاده با و FEM روش به را زیر دیفرانسیل معادله تقریبی پاسخ  -4 مثال

( )
3 sin( )

sin(2)xy x x= +

2
( )

( )2 (0 , 2)x
x

d y
y x x

dx
+ = ∈

(0)

(2)

@ 0 0
:

@ 2 5
x y

BC
x y

=  =
 =  =

:است زیر صورت به تحلیلی یا دقیق پاسخ

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 
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-4 مثال پاسخ

.می شود تقسیم حوزه زیر چهار به حوزه کل جا این در

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

1

1

1 0ψ =

xO

2 3 4

2 3

[ ]0 , 2Ω =

1 0.5= 2 0.5= 3 0.5= 4 0.5=
4

5

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

6 7 8

2 ?ψ = 3 ?ψ = 4 ?ψ = 5 ?ψ = 6 ?ψ = 7 ?ψ = 8 ?ψ =

9

9 5ψ =

x1
=0

x 2
=0

.2
5

x3
=0

. 5

x4
=0

.7
5

x5
=1

x 6
=1

.2
5

x 7
=1

. 5

x 8
=1

.7
5

x 9
=2
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شود نتیجه )52( رابطه در باقیمانده مقدار جایگذاری با

( )
2 ( )

( )( ) ( )
( ) ( )2

1

(4.1) (52) 0
em T xe e

x x
e e

d
x dx

dx
ψ

ψ
=

  
→  + − =      

  N (4.2)

:داشت خواهیم )4.2( رابطه بسط با

:می گردد محاسبه )49( رابطه براساس باقیمانده مقدار

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می گردد ساده )4.3( رابطه در اول عبارت جزء به جزء انتگرال گیری روش از استفاده با

( )
2 ( )

( )( )
( ) 2

e
T xe

x
e

d
dx

dx
ψ

 N

u v ′ uv dx uv u vdx′ ′ = − 

:می شود نتیجه )4.3( رابطه در )4.4( رابطه جایگذاری با

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

(4.4) (4.3)
Te e em m m mT T Tx x xe e e e

x x x x
e e e ee e ee

d d d
dx dx xdx

dx dx dx
ψ ψ

ψ
= = = =

→ 

            − = −                    
     

N
N N N

(4.5)

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل



122

-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

   :است شده مهم نتیجه دو به منجر جزء به جزء انتگرال گیری از استفاده

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

Te e em m m mT T Tx x xe e e e
x x x x

e e e ee e ee

d d d
dx dx xdx

dx dx dx
ψ ψ

ψ
= = = =

            − = −                    
     

N
N N N

 زیمر شرایط تعدادی اعمال طبیعی صورت به -1

 تمعادلا دستگاه حل در مستقیم طور به گره ها در

  .می شود وارد

 درجه به دو درجه( است یافته کاهش مرتبه یک مشتق درجه -2

 تقریبی عتاب در فقط پیوستگی حفظ که می شود باعث امر این )یک

.تنیس                  در پیوستگی رعایت به نیازی و باشد نیاز ( )
( )
e
x

d
dx

ψ

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:داشت خواهیم )4.5( رابطه چپ سمت عبارات در )50( رابطه از تقریبی تابع جایگذاری با

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

(50) (4.5)
Te e em mT T Tx x xe e e e e

x x x x
e ee ee

d d d
dx xdx

dx dx dx
ψ

= =

→ 

           − = −                
  

N N
N N ψ N N (4.6)

:می گردد تشکیل زیر صورت به )53( رابطه پارامترهای )4.6( رابطه به توجه با

( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

Te e
Tx xe e e

x x
e

e
T Txe e e

x x
ee

d d
dx

dx dx

d
xdx

dx
ψ

  
 = −     

 
= −  
 





N N
s N N

f N N

(4.7)

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:داشت خواهیم )4.7( رابطه در )29( رابطه از شکل تابع جایگذاری با

{ }

( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

e
i

e
ie ee e

j je e e e ei k
j i j k
ee

e k
k

e
i

e e
j

x

x
x xx x

x x x x

x
x

x

dN
dx

N
dN dNdN dN N N N N dx
dx dx dx dx

N
dN
dx

N
N

  
  
    
      = −     

      
   

     

=

s

f

( )
( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

e
ie

x e
j

e ee
k k

e

x

x x

x x

N
d

N xdx
dx

N N

ψ
    
    −    
    
    



(4.8)(29) (4.7)→ 

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شود نتیجه )4.8( رابطه دادن بسط با

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

ee e e
je e e ei i i

i i i j
e e

e e ee
j j je e e e ei

j i j j
e

xx x x
x x x x

x x xx
x x x x

dNdN dN dNN N dx N N dx
dx dx dx dx

dN dN dNdN N N dx N N
dx dx dx dx

  
− −       

   
= − −    

  

 

s

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

e

ee e e
je e e ek i k

k i k j
e e

e e
e ei k
i k

e

e e
j ek

j k

xx x x
x x x x

x x
x x

x x
x

dx

dNdN dN dNN N dx N N dx
dx dx dx dx

dN dN N N dx
dx dx

dN dN N N
dx dx







 


    − −        

 
− 

 

−



 



( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

e

e

e e
e ek k
k k

e

x

x x
x x

dx

dN dN N N dx
dx dx




       
 

−  
  





(4.9)(4.8) 

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شود نتیجه )4.8( رابطه دادن بسط با

( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

e
xe e

i i
ee

e
xe e e

j j
ee

e
xe e

k k
ee

x x

x x

x x

d
N xN dx

dx

d
N xN dx

dx

d
N xN dx

dx

ψ

ψ

ψ

  
 −    
 
   = −     
 
  −   
   







f (4.10)(4.8) 

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می گردد محاسبه زیر صورت به شکل توابع مشتق

(26) 

( ) ( )

2 2

( ) ( )

2 2

( ) ( )

( ) ( )

4 4( )( ) (2 )

2 2( )( ) (2 )

e e
j j

i k k i
e e

e e
k k

i j j i
e e

x x

x x

dN dNd x x x x x x x
dx dx dx

dN dNd x x x x x x x
dx dx dx

 
= − − −  = − − − 

 
 

= − −  = − − 
 

 

 

(4.11)

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل
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x xe e
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N N
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= +      
   
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

:می شود ساده زیر صورت به      بردار درایه های همچنین ( )ef

( )
( )( ) ( )
e
xe

i

e

x
d

N
dx
ψ 

  
 

(4.12)

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

i

e e
x xe

i

xe

x
d d
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dx dx
ψ ψ 

 = −  
 

( )
( )( ) ( ) 0
e
xe

j

e

x
d

N
dx
ψ 

 =  
 

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل
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= +      
   

( )
( )( ) ( )
e
xe

k

e

x
d

N
dx
ψ 

  
 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

k

e e
x xe

k

xe

x
d d

N
dx dx
ψ ψ 
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :می دهیم تشکیل المان یا حوزه زیر هر برای را )4.10( و )4.9( روابط

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

(4.13)
(1) (1) (1)
11 12 13

(1) (1) (1) (1)
21 22 23
(1) (1) (1)
31 32 33

276 322 41
1 322 624 322
60

41 322 276

s s s
s s s
s s s

  − 
   = = − −   
   −  

s

1 2
1

2

3

3

(4.14)
(2) (2) (2)
11 12 13

(2) (2) (2) (2)
21 22 23
(2) (2) (2)
31 32 33

276 322 41
1 322 624 322
60

41 322 276

s s s
s s s
s s s

  − 
   = = − −   
   −  

s

3 4
3

4

5

5
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :می دهیم تشکیل المان یا حوزه زیر هر برای را )4.10( و )4.9( روابط

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

(4.15)
(3) (3) (3)
11 12 13

(3) (3) (3) (3)
21 22 23
(3) (3) (3)
31 32 33

276 322 41
1 322 624 322
60

41 322 276

s s s
s s s
s s s

  − 
   = = − −   
   −  

s

5 6
5

6

7

7

(4.16)
(4) (4) (4)
11 12 13

(4) (4) (4) (4)
21 22 23
(4) (4) (4)
31 32 33

276 322 41
1 322 624 322
60

41 322 276

s s s
s s s
s s s

  − 
   = = − −   
   −  

s

7 8
7

8

9

9
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :می دهیم تشکیل المان یا حوزه زیر هر برای را )2.20( و )2.19( روابط

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

(4.17)

( )
( )

(1)
01

(1) (1)
2
(1)

( )3
( )
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0

1 4
48

2

e
x

e
x

d
dxf

f
f d

dx
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ψ

 
 − −
  
  = = −   

   
   − 

 

f
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2

3

(4.18)
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(2) (2)
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1 12
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e
x

e
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d
dxf

f
f d
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ψ

ψ

 
 − −
  
  = = −   

   
   − 

 
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4
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(4.19)
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ψ

ψ

 
 − −
  
  = = −   
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 
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(4.20)
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

S :می گردد تشکیل زیر صورت به    کلی ماتری )56( رابطه براساس       ماتریس های کردن بندی سرهم با ( )es
4

9 9 ( )

1
(56) e

e

×

=

 ∈ =S s

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

(4.21)

276 322 41 0 0 0 0 0 0
322 624 322 0 0 0 0 0 0
41 322 552 322 41 0 0 0 0
0 0 322 624 322 0 0 0 0

1 0 0 41 322 552 322 41 0 0
60

0 0 0 0 322 624 322 0 0
0 0 0 0 41 322 552 322 41
0 0 0 0 0 0 322 624 322
0 0 0 0 0 0 41 322 276

− 
 − − 
 − −
 − − 
  = − −
 

− − 
 − −
 

− − 
 − 
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

F :می گردد تشکیل زیر صورت به    کلی ماتری )56( رابطه براساس       ماتریس های کردن بندی سرهم با ( )ef

4
9 ( )

1
(56) e

e=

 ∈ =F f

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

( )
( )
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1 8
48

20
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d
dx
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− 
 = − 
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 
 −
 
 

F (4.22)
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 :داشت خواهیم )55( معادلات دستگاه در )4.22( و )4.21( روابط جایگذاری با-4 مثال پاسخ

(4.21) & (4.22) (55)

276 322 41 0 0 0 0 0 0
322 624 322 0 0 0 0 0 0
41 322 552 322 41 0 0 0 0
0 0 322 624 322 0 0 0 0
0 0 41 322 552 322 41 0 0
0 0 0 0 322 624 322 0 0
0 0 0 0 41 322 552 322 41
0 0 0 0 0 0 322 624 322
0 0 0 0 0 0 41 322 276

→ 

− 
 − − 
 − −
 − − 
 − −
 

− − 
 − −
 
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 − 
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25
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4
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d
dx
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ψ
ψ
ψ
ψ
ψ
ψ
ψ
ψ
ψ ψ

 
 −
  
   −  
   −
   −     = −   

   −   
−   

   −    
       −

 
 

(4.23)

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 
بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :مرزی شرایط اعمال

SF .می گردد حذف      بردار و     ماتریس از 9 و 1 ستون های و سطر

1

2

3

4

5

6

7

8

276 322 41 0 0 0 0 0 0
322 624 322 0 0 0 0 0 0
41 322 552 322 41 0 0 0 0
0 0 322 624 322 0 0 0 0
0 0 41 322 552 322 41 0 0
0 0 0 0 322 624 322 0 0
0 0 0 0 41 322 552 322 41
0 0 0 0 0 0 322 624 322
0 0 0 0 0 0 41 322 276
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ψ
ψ
ψ
ψ
ψ
ψ
ψ
ψ
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   −  
   −   −     = −   

   −   
−   

   −   
      −

 
 

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :مرزی شرایط اعمال

F :می آید دست به زیر صورت به      بردار درایه های از هریک )59( رابطه اساس بر

( )( )2 2 2,1 1 2,9 9 2( ) 5 322 (0) (0)(5) 0 5F F S S Fα α= − + = − − − + =  = − (4.25)

7 220F = − (4.26)

( )( )8 8 8,1 1 8,9 9 8( ) 35 (0)(0) 322 (5) 0 1575F F S S Fα α= − + = − − + − =  = (4.27)

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل


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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 
بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

 :می شود نوشته زیر صورت به )58( رابطه نتیجه در

2

3

4

5

6

7

8

624 322 0 0 0 0 0 5
322 552 322 41 0 0 0 5
0 322 624 322 0 0 0 15
0 41 322 552 322 41 0 10
0 0 0 322 624 322 0 25
0 0 0 41 322 552 322 220
0 0 0 0 0 322 624 1575

ψ
ψ
ψ
ψ
ψ
ψ
ψ

− −    
    − − −    
    − − −
    =− − −    
   − − −   

− − −   
   −   







(4.28)
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:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

 :داشت خواهیم )4.28( رابطه حل از

0
1.0662
2.0816
2.9987
3.7760
4.3807
4.7908
4.9962
5

 
 
 
 
 
  =  
 
 
 
 
 
  

ψ (4.29)

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل



0 0.5 1 1.5 2
0

1

2

3

4

5

6

 

 

139

-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method( 

( )xψ

( )xy

x

( )y x

 زیر حوزه 4نمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسیل مورد نظر در حالت 

3ψ

2ψ

4ψ

1 0ψ =

9 5ψ =

بعدی یک دوم درجه المان کمک به دیفرانسیل معادلات حل

5ψ
6ψ

7ψ 8ψ


