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 :می شود فرض زیر صورت به کلی حالت در معادله مرزی شرایط

( ) ( )( ) 0x xp inφ + = ΩL (1)

 وزنی باقیمانده روش .است یافته توسعه دیفرانسیل، معادلات تقریبی حل منظور به که است کلی روش یک وزنی باقیمانده روش

:بگیرید ظرن در را زیر دیفرانسیل معادله کلی فرم .دارد کاربرد مسائل از بسیاری حل در و بوده قوی بسیار تقریبی روش یک

( ): xφمجهول وابسطه متغیر 
( ): xpمعلوم تابع 
:Lندمی ک مشخص را دیفرانسیل معادله واقعی فرم که دیفرانسیلی عملگر. 
:Ωاست بررسی مورد ناحیه یا معادله دامنه اُمگا. 

( ) ( )( ) 0x xr inφ + = ΓM (2)
:Mدیفرانسیلی عملگر 
:Γمرزی شرایط نقاط گاما 
( ): xrمعلوم تابع 
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.بنویسید             دامنه در را زیر دیفرانسیل معادله کلی فرم با  -1 مثال

2
( )

( )2 0x
x

d u
u

dx
− =

[ ]0 ,1

-1 مثال پاسخ

):)BC( مرزی شرایط 0) ( 1)0 , 1x xu u= == =

(1.1)[ ]
2

2

( )

1
0 ,1

0x

d
dx

p

  −   Ω =  
 =

L =

(0)1 , 0r


 = =


M (1.2)

(1)1 , 1r


 = = −


M (1.3)

.)نیست بازه است نقطه دو       یعنی(                که گفت می توان مرزی شرایط به توجه با 0 ,1Γ =Γ
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4

:است زیر صورت به دیفرانسیل معادله این )دقیق( تحلیلی پاسخ فرم-1 مثال پاسخ

( ) 1 2
x x

xu G e G e −= + (1.4)

:داشت خواهیم )1.4( رابطه در مرزی شرایط جایگذاری با

1 2 2 0.42546
1

eG G
e


  = − = = −


(1.5)

:می آید دست به نظر مورد دیفرانسل معادله تحلیلی پاسخ )1.4( رابطه در )1.5( رابطه جایگذاری با

( )(1.5) (1.4) 0.42546 0.42546x x
xu e e −→  = − (1.6)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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 :است اصلی مرحله دو شامل وزنی باقیمانده روش

 به اغلب فرضی حل راه .شود می فرض وابسته متغیر کلی رفتار اساس بر تقریبی حل راه یک  :اول مرحله

 دیفرانسیل معادله در فرضی حل راه این سپس .شود برآورده u برای مرزی شرایط که شود می انتخاب گونه ای

 نمی برآورده را لدیفرانسی معادله کلی طور به است، تقریبی فقط فرضی حل راه که آنجایی از .شود می جایگزین

 ردنک صفر با سپس .شود می نامیم، می باقیمانده را آن ما که چیزی یا خطا یک به منجر رو این از و کند

 .شود تولید جبری معادلات از سیستمی حوزه کل در گیری میانگین با باقیمانده

 آوردن تدس به برای شده تعیین مرزی شرط به توجه با اول مرحله از حاصل معادلات سیستم حل :دوم مرحله

.است نظر مورد تقریبی جواب

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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( ) ( )( ) 0x xp inψ + ≠ ΩL (3)

:می شود نتیجه )1( رابطه در          تقریبی پاسخ جایگذاری با ( )xψ

:دیگر عبارت به

( ) ( ) ( )( )x x xp R inψ + = ΩL (4)

( ): xRباقیمانده یا شده اندازه گیری خطای )Residual( می نماند. 

:داشت خواهیم         دامنه روی بر انتگرال گیری و           دلخواه وزنی تابع در )1( رابطه ضرب با ( )xwΩ

( )( ) ( ) ( )( ) 0x x xw p dxφ
Ω

+ = L (5)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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( ) ( ) 0x xw R dx
Ω

≠ (7)

:می شود نتیجه )5( رابطه در        دقیق پاسخ جای به         تقریبی پاسخ کردن جایگزین با

( )( ) ( ) ( )( ) 0x x xw p dxψ
Ω

+ ≠ L (6)

( )xψ( )xφ

:)4( رابطه براساس دیگر عبارت به

 که تاس آن بر سعی وزنی باقیمانده روش در .می دهد نتیجه را پاسخ دامنه روی بر باقیمانده وزنی میانگین )7( رابطه انتگرال

 نزدیک دقیق مقدار هب تقریبی پاسخ کار این با .نماید میل صفر یا ناچیز مقدار به تقریبی پاسخ دامنه روی بر انتگرال این مقدار

:می شود

( ) ( ) 0x xw R dx
Ω

= (8)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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( ) ( )
1

( )
n

x x i i
i

xNψ ψ α
=

= + (9)

:است زیر صورت به تقریبی پاسخ فرم که می شود فرض اینجا در

( ): i xNبرحسب مستقل خطی توابع x حدسی تابع های آن ها به که )Trial Functions( درون یابی توابع یا 

)Interpolation Function( باشد اتیمثلث و جمله ای چند توابع شامل می تواند حدسی توابع .می شود گفته نیز. 

: iαبرازش ثابت های آن ها به که هستند مجهولی ضرایب  )Fitting coefficients( می شود گفته نیز. 
: nشبراز ثابت های تعداد 

  برآورده           مرزی کلی را برای رایطش        تقریبی تابع که می شوند انتخاب گونه ای به آزمایشی توابعبه طور معمول 
.امکان پذیر نمی باشد شهیهم به طور قطع ونبوده  ضروریموضوع کامل  این اگرچه ،می کند

( )xψ
( )xφ

( ): xψبرحسب حدسی تابع  یک x دارد مرزی شرایط کردن برآورده در سعی که است. 

:است زیر صورت به تقریبی پاسخ برداری فرم
( ) ( ) ( )x x xψ ψ= +N α (10)

:آن در که

{ }
{ }

1 2 3

1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T
n

nx x x x xN N N N
α α α α

=

=α
N




(11)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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):12(با بسط دادن رابطه 

( ) ( )
1

( )(9) (2) 0
n

x i i x
i

xN rψ α
=

 →  + + = 
 

M (12)

:نماید ارضا را        بازه روی بر کلی حالت در معادله مرزی شرایط باید          تقریبی پاسخ ( )xψΓ

( )( ) ( )
1

( )(12) ( ) 0
n

x i i x
i

xN rψ α
=

 + + =M M (13)

( )
( ) ( )

( ) 0
( ) 0

i

x x

xN
rψ

=
+ =

M
M

(14)

:ارضا شود     نقاط شرایط مرزیزمانی برقرار است که دو شرط زیر بر روی  )13(رابطه  Γ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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:             حدسی تابع متداول فرم های ( )i xN

 .است  ایجمله چند تابع های از استفاده حدسی تابع های برای انتخاب ها ساده ترین از یکی :جمله ای چند فرم -الف

  :گرفت نظر در را آن زیر صورت به می توان که

( ) ( )
1

( )(15) (9)
n

x x i i
i

xgψ ψ α
=

→  = + (16)

:می شود هنوشت زیر فرم به تقریبی پاسخ نتیجه در

   .تاس برقرار لاگرانژی درون یابی محدودیت های همچنان اما .می کند تولید صاف منحنی شکل به پاسخ یک این

1 2 1 2

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( , , , )
i i

i m m

x x

x

N g
g x c x c x c c c c

=
= − − − ∈Γ 

(15)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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:             حدسی تابع متداول فرم های ( )i xN

 فوریه سری های براساس مثلثاتی تابع های از استفاده حدسی تابع های برای پرکاربر دیگر فرم :مثلثاتی فرم -ب

  :گرفت نظر در صورت به می توان را سینوسی حدسی تابع یک مثال طور به .می باشد

( ) sini x
i xN π

=
 
 
 

(17)

( ) ( )
1

(17) (9) sin
n

x x i
i

i xπψ ψ α
=

 →  = +  
 

 
(18)

:می شود هنوشت زیر فرم به تقریبی پاسخ نتیجه در

0x که چرا اشدب صفر با برابر             و             در مرزی شرایط مقدار آن در که است حالتی مناسب تقریبی پاسخ این =x = 

sin(0) sin( ) 0iπ= =

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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.بنویسید             دامنه روی بر زیر دیفرانسیل معادله برای مثلثاتی تقریبی پاسخ  -2 مثال
2
( )

( )2 0x
x

d u
u

dx
− =

[ ]0 ,1

-2 مثال پاسخ

):)BC( مرزی شرایط 0) ( 1)0 , 1x xu u= == =

:نیممی ک فرض زیر صورت به مثلثاتی تقریبی تابع یک

:داشت خواهیم )9( رابطه براساس

( )
1

sin( )
n

x i
i

x i xψ α π
=

= + (2.1)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 



13

-2 مثال پاسخ

(0)1 , 0r


 = =


M (2.3)

0
(1) (1)1 1 0BC u d u =  − =

(1) (1)( )(2) 0u r + =M (1)1 , 1r


 = = −


M (2.4)

(2.2)&(2.4)

(1) (1)(14) ( ) 0 1(1) 1 0 0 0rψ + =  − =  =M OK

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-2 مثال پاسخ

:می آید در زیر صورت به )2.5( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

( ) ( )
(2.2)

( )(14) 0 sin( ) 0i xN i xπ =  =M M (2.5)

sin( ) 0i xπ = (2.6)

:داشت خواهیم            یعنی جمله سه مثال طور به گرفتن نظر در با 3n =

2
2

2

0 0
2 sin(2 ) @

1 0
x N

i N x
x N

π
=  =

=  =   =  =

3
3

3

0 0
3 sin(3 ) @

1 0
x N

i N x
x N

π
=  =

=  =   =  =

OK

OK

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-2 مثال پاسخ

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
-1

0

1

N
3

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
-1

0

1

N
2

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
-1

0

1

N
1

x

1 sin( )N xπ=

2 sin(2 )N xπ=

3 sin(3 )N xπ=

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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Weight( وزنی تابع های Functions(:
: شودمی نوشته زیر صورت به وزنی تابع کلی حالت در

1

( ) ( )
n

i i
i

x xw wβ
=

= (19)

( ): i xwاز معلوم توابع x

: iβثابت پارامترهای 

( ) ( )x xw = βW (20)

:آن در که

{ }
{ }

1 2 3

1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n
T

nx x x x xw w w w

β β β β

=

=β

W




(21)

:است زیر صورت به وزنی تابع برداری فرم

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 



17

:داشت خواهیم )8( رابطه در وزنی تابع برداری فرمت جایگذاری با

:دیگر عبارت به

( )( )(20) (8) 0xx R dx
Ω

→  =βW (22)

( )( ) 0xx R dx
Ω

=W (23)

1 ( )

2 ( )

( )

( )

( )

( )

0

0

0

x

x

n x

x

x

x

w R dx

w R dx

w R dx

Ω

Ω

Ω

=

=


=








(24)

1

2
( )

( )

( )

( )

(23) 0x

n

x

x

x

w
w

R dx

w
Ω

 
 
  = 
 
  

 

:ایدب رو این از است ثابت مقدار     بردار که آنجایی از β

 دست به برای معادله n حال

 اختیار در                   آوردن

.داریم
1 1, , nα α α

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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:داشت خواهیم )4( رابطه در تقریبی پاسخ برداری فرمت جایگذاری با

( ) ( ) ( )( )( )(1) (4) x x xx p Rψ→  + + =N αL (25)( ) ( ) ( )( )( ) ( )x x xxR pψ + = +N αL L

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )(25) (23) x xx x x xdx p dx dxψ
Ω Ω Ω

 
→  = − − 

 
  W N α W WL L (26)

:می شود نتیجه )23( رابطه در برداری فرمت با باقیمانده مقدار جایگذاری با

:نوشت زیر صورت به توان می را )26( رابطه

=Sα Z (27)
:آن در که

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

(n n
ij i j

n
x x i i x i x

x x x x

x x x x

dx s w N dx

p dx dx z w p dx w dxψ ψ

×

Ω Ω

Ω Ω Ω Ω

∈ =  =

∈ = − −  = − −

 

   

S W N

Z W W





L L

L L
(28)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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:می باشد زیر صورت به )65( رابطه بسط

(29)

1 1 1 2 1

1

2 1 2 2 2 2

1 2

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ( (

( ( (

( ( (

n

n

n
n n n n

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

w N dx w N dx w N dx

w N dx w N dx w N dx

w N dx w N dx w N dx

α
α

α

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

 
 

  
    

   
   
    
  

  

  

  





   



L L L

L L L

L L L

1 ( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

x x

x x

n x n x

x x

x x

x x

w p dx w dx

w p dx w dx

w p dx w dx

ψ

ψ

ψ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

=



 − −
 
 

− −  
 
 
 

− − 
  

 

 

 


L

L

L

  کهآن بر مشروط ،کرد حل       مجهول ضریب n برای توان می ار )29(در رابطه  شده ارائهدستگاه معادلات  سیستم

.شود انتخاب مناسبی           به طور وزن تابع ( )xw
iα

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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وزنی باقیمانده روش های انواع
 روش های از فیمختل انواع وزنی، تابع ماهیت به بسته رو، این از .دارد وجود گزینه چندین وزنی، تابع انتخاب به توجه با

:از عبارتند استاندارد روش های این از برخی .است شده پیشنهاد وزنی باقیمانده

Point( نقطه تخصیص روش .1 Collocation Method( 

Sub-Domain( حوزه زیر روش .2 Method(   

Galerkin( گالرکین روش .4 Method(

Least( مربعات حداقل روش .3 Square Method( 

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

 می توان ار باقیمانده که می شود انتخاب گونه ای به وزنی تابع روش، این در

 زنیو تابع منظور این برای .کرد صفر با برابر دامنه در مجزا نقطه n در

Dirac( دیراک دلتای تابع براساس Delta function( به یافته انتقال 

  :می گردد انتخاب رو روبه صورت

( ) ( )
0

i
i i

i

x x
x x x

x x
w δ

=
− =

≠

∞
= 


(30)

:است زیر مشخصات دارای دیراک دلتای تابع

( ) 1ix x dxδ
∞

−∞
− = (31)

x

( )ix xδ −

ix
ε ε

1
ε

1 12 1
2

Area ε
ε

= × × =

( ) ( ) ( )i ix x x dx xG Gδ
∞

−∞
− = (32)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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 .باشند         تقریبی تابع در     مجهول ثابت های n با برابر باید                                               ثابت نقاط تعداد

.نماید صفر با برابر را      نقاط در        باقیمانده مقدار که دارد سعی PCM روش

, ( 1 , 2 , 3 , , )ix i n∈Ω = 
iα( )xψ

( )xRix

:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

x

Ω
( )xR

.است     دامنه کل روی بر         باقیمانده شدن صفر اصلی هدف بنابراین ( )xRΩ

.می کند صفر را        باقیمانده  مقدار      دامنه در     مشخصی نقاط تعداد در PCM روش ixΩ( )xR

x

Ω

1x 2x 3x 1nx − nxix 

( )xR

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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:می شود نتیجه )24( رابطه در وزنی تابع جای به دیراک دلتای تابع جایگذاری با

:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

1 ( )

2 ( )

( )

( )

( )

( )

0

0
(30) (24)

0

x

x

n x

x x

x x

x x

R dx

R dx

R dx

δ

δ

δ

Ω

Ω

Ω

−

−

−

=

=
→ 

=








(33)

:داشت خواهیم )32( رابطه در دیراک دلتای تابع ویژگی به توجه با

( )( ) ( )(32)& (33) 0i x ix x xR dx Rδ
Ω

− = = (34)( ) 0 ( 1 , 2 , 3 , , )ixR i n= = 

.گردد صفر نقطه n در که می شود مجبور           باقیمانده مقدار ( )xR

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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:می شود نتیجه )28( رابطه در وزنی تابع جای به دیراک دلتای تابع جایگذاری با همچنین

:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

(35)
( ) ( )

( ) ( ))

( ) ( ) ( )

(ij i j

i i x i x

x x x

x x x x

s N dx

z p dx dx

δ

δ δ ψ
Ω

Ω Ω

−

− −

=

= − −



 

L

L
(30) (28)→ 

:داشت خواهیم )32( رابطه در دیراک دلتای تابع ویژگی به توجه با

(32)& (35)  (36)
( ))

( ) ( )( )
(ij j i

i i i

x

x x

s N
z p ψ

=
= − −

L
L

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

(37)

1 1 2 1 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 2 2

1 2

( )) ( )) ( )) ( ) ( )

( )) ( )) ( )) ( ) ( )

( )) ( )) ( )) ( ) ( )

( )
( )

( )

( ( (
( ( (

( ( (

n

n

n n n n n n n

x x x x x

x x x x x

x x x x x

N N N p
N N N p

N N N p

α ψ
α ψ

α ψ

− −     
     − −     =             − −     




     


L L L L
L L L L

L L L L

:می آید در زیر صورت به )29( رابطه ،)36( رابطه اساس بر

(36) (29)→ 

روش PCM طلوبیم ویژگی معادله، حل جستجوی زمان در که نمی کند تولید را متقارن ضرایب ماتریس خودکار طور به 

 .ندارد شده انتخاب تقریبی جواب نوع به ربطی تقارن همچنین .است

روش داد نشان توان می PCM محدود تفاضل روش همان معادل )Classical Finite Difference Method( است.

روش در نیاز مورد محاسباتی عملیات PCM است حداقل. 

هستند رصف واقع در نقاط آن در خطاها که نیست معنی این به گسسته نقاط در صفر روی بر باقیمانده مقدار تنظیم. 

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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 مقایسه تحلیلی مقدار با و محاسبه PCM روش به زیر حالت دو در  را شده داده نشان تیر در خیز تقریبی مقدار  -3 مثال

 .نمایید

 مثلثاتی فرم حدسی تابع -الف

جمله ای چند فرم حدسی تابع -ب

0M

,EI

0M

:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-3 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

   :است زیر صورت به تیر بر حاکم دیفرانسیل معادله خیز، و خمش بین رابطه به توجه با

 :تاس زیر صورت به مرزی شرایط شکل به توجه با

   :می آید دست به تحلیلی پاسخ مستقیم انتگرال گیری روش از استفاده با

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-3 مثال پاسخ

0M

,EI

0M
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

 :می گردد بازنویسی زیر صورت به تیر بر حاکم دیفرانسیل معادله

(3.4)

2

2

0
( )

(0 , )

x

d
dx
Mp
EI

      Ω =
 = −


L =

:یمثلثات فرم حدسی تابع -الف
  :می شود گرفته نظر در زیر صورت به حدسی تابع )18( رابطه در جمله دو تنها گرفتن نظر در با

 :)3.5( رابطه به توجه با

1 2 ( )( ) ( )
2(3.5) sin , sin , 0xx x

x xN Nπ π ψ= =
    =   
    

(3.6)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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0
(0) (0)0 0 0BC y d y =  + =

(0) (0)( )(2) 0y r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (3.7)

(3.6)&(3.7)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψ + =  + =  =M

0
( ) ( )0 0 0BC y d y =  + = 

( ) ( )( )(2) 0y r + = M ( )1 , 0r


 = =


M (3.8)

(3.6)&(3.8)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψ + =  + =  = M

OK

OK

-3 مثال پاسخ

0M

,EI

0M
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

( )
(3.6)

( )(14) 0 sin 0i x
i xN π   =  =  

  
M M (3.9)

:تیمثلثا فرم حدسی تابع -الف

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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:می آید در زیر صورت به )3.9( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

( ) sin 0i x
i xN π

=
  = 
 

(3.10)
:داشت خواهیم            یعنی جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

2
2

2

(0)
( )

( )

0 022 sin 0 @
0

x
x Nxi N
x N

π
=

=  = =  =    =  =    

-3 مثال پاسخ

0M

,EI

0M
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

 :می شود تشکیل زیر صورت به ثابت نقطه 2 فرض با معادلات دستگاه )37( رابطه براساس

:تیمثلثا فرم حدسی تابع -الف

OK

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-3 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

 :می کنیم محاسبه تک تک را )3.11( رابطه پارامترهای اکنون

 نقطه 2 این .می دهیم قرار         تقریبی تابع در     مجهول ثابت های تعداد همان 2 با برابر را      ثابت نقاط تعداد

 نمی دانیم که یآنجای از  .گردد صفر که شود مجبور آنجا در باقیمانده تابع مقدار که شوند انتخاب گونه ای به باید ثابت

 از ددار امکان که جایی تا است بهتر اما( می کنیم انتخاب دلخواه به را نقطه 2 محل رو این از است کدام انتخاب بهترین

  :)ندگیر قرار مساوی بیش و کم فواصل در دیگر عبارت به دامنه، از خاصی بخش نه شود انتخاب دامنه کل بین

ixiα( )xψ

(3.13)0
1 2( ) ( )x x

Mp p
EI

= = −

1 2( ) ( )( ) ( ) 0x xψ ψ= =L (3.14)

:تیمثلثا فرم حدسی تابع -الف

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-3 مثال پاسخ

0M

,EI

0M
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

:یمثلثات فرم حدسی تابع -الف

11

2 2 2

2 1 2 12 2 2

33

( )) ( ))
2 4 2 2 3( sin sin (

xx

x x
d x xN N
dx

π π π π

==

= = −
    = −     

        
L L (3.16)

22

2 2 2

1 2 1 22 2 2
22
33

( )) ( ))
3( sin sin (
2xx

x x
d x xN N
dx

π π π π

==

= = −
    = −     

        
L L (3.17)

2

2 2 2( ))
2 3( xN π

=


L (3.18)

2

1 1 2( ))
3(
2

xN π
= −


L (3.15)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-3 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 
:یمثلثات فرم حدسی تابع -الف

 :داشت خواهیم )3.11( معادلات دستگاه در )3.18( تا )3.13( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

12 2
20

02 2
1 1 2

2 2
2 20

2 2

3 2 3 2
2(3.19) 3
3 2 3 0
2

M M
EI EIM
EI

π π
α α

πα απ π

−

− −

−

         −        =  =       
       

      


 

 

(3.20)

 :می شود نتیجه )3.19( معادله حل با

2 2
0

2 2
1

2 2
2 0

2 2

3 2 3
2(3.13) (3.18) (3.11)
3 2 3
2

M
EIto
M
EI

π π
α
απ π

− −

−

   
       →  =   
     
     

 

 

(3.19)

 )نیست متقارن ضرایب ماتریس(

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-3 مثال پاسخ

0M

,EI

0M
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

:اتیمثلث فرم حدسی تابع -الف
 :می آید دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )3.5( رابطه در      ثابت های جایگذاری با

iα

(3.20) (3.5)→ 
2

0
( ) 2

2 sin
3x
M x
EI

πψ
π

 = −  
 




(3.21)

( )xψ
( )xy

0
x

Deflection

 ل مورد نظرنمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسی

  هگسست نقاط در خطا مقدار(

 )است نشده صفر لزوما

3
 2

3


Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-3 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 
:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

 به حدسی تابع یک مرزی شرایط به مربوط نقاط به توجه با همچنین و )16( رابطه در جمله یک تنها گرفتن نظر در با

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت

 :)3.22( رابطه به توجه با

1 ( ) 0( )(3.22) ( ) , xxN x x ψ α= − = (3.23)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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(3.7)&(3.23)

(0) (0) 0(14) ( ) 0 1( ) 0 0rψ α + =  + =M

(3.8)&(3.23)&(3.24)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψ + =  + =  = M

OK

OK

-3 مثال پاسخ

0M

,EI

0M
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

0
(0) (0)0 0 0BC y d y =  + =

(0) (0)( )(2) 0y r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (3.7)  )تکراری(

0
( ) ( )0 0 0BC y d y =  + = 

( ) ( )( )(2) 0y r + = M ( )1 , 0r


 = =


M (3.8)  )تکراری(

(3.24)

0 0
Must be

α = 0 0 =

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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:می آید در زیر صورت به )3.25( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

1( ) ( ) 0xN x x= − = (3.26)

:داشت خواهیم            یعنی جمله  یک گرفتن نظر در با 1n =

-3 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

 :ودمی ش تشکیل زیر صورت به ثابت نقطه 1 فرض با معادلات دستگاه )37( رابطه براساس

OK

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-3 مثال پاسخ

0M

,EI

0M
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

 :می کنیم محاسبه تک تک را )3.27( رابطه پارامترهای اکنون

 نقطه 1 این .می دهیم قرار         تقریبی تابع در     مجهول ثابت های تعداد همان 1 با برابر را      ثابت نقاط تعداد

 نمی دانیم که آنجایی از  .گردد صفر که شود مجبور آنجا در باقیمانده تابع مقدار که شود انتخاب گونه ای به باید ثابت

 از ددار امکان که جایی تا است بهتر اما( می کنیم انتخاب دلخواه به را نقطه 1 محل رو این از است کدام انتخاب بهترین

  :)ندگیر قرار مساوی بیش و کم فواصل در دیگر عبارت به دامنه، از خاصی بخش نه شود انتخاب دامنه کل بین

ixiα( )xψ

(3.29)0 0
( ) 1( )x x

M Mp p
EI EI

= −  = −

( ) 1( )( ) 00x xψ ψ ==  L (3.30)

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-3 مثال پاسخ

0M

,EI

0M
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

1 1( ))( 2xN =L (3.31)

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

 :داشت خواهیم )3.27( معادله در )3.31( تا )3.29( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

0
1(3.29) (3.31) (3.27)
2
Mto
EI

α→  = (3.32)

 : آیدمی دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )3.22( رابطه در      ثابت  جایگذاری با
1α

(3.32) (3.22)→  0
( ) ( )

2x
M x x
EI

ψ = −  (3.33)  )است دقیق پاسخ همان(

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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.نمایید محاسبه PCM روش به را زیر دیفرانسیل معادله تقریبی پاسخ  -4 مثال

:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

( )
3 sin( )

sin(2)xy x x= +

2
( )

( )2 (0 , 2)x
x

d y
y x x

dx
+ = ∈

(0)

(2)

@ 0 0
:

@ 2 5
x y

BC
x y

=  =
 =  =

:است زیر صورت به تحلیلی یا دقیق پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-4 مثال پاسخ
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

 :می گردد بازنویسی زیر صورت به حاکم دیفرانسیل معادله

(4.1)

2

2

( )

1
(0 , 2)

x

d
dx

p x

  +   Ω =  
 = −

L =

 با همچنین و )16( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .می گیریم نظر در جمله ای چند فرم به حدسی تابع یک جا این در

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت به حدسی تابع یک مرزی شرایط به مربوط نقاط به توجه

 :)4.2( رابطه به توجه با

2
1 2 ( )( ) ( )(4.2) ( 2) , ( 2) , 2.5xx xN x x N x x xψ= = − − = (4.3)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-4 مثال پاسخ
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

(4.3)&(4.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψ + =  + =M OK

( )
( )
( )

(4.3)

2( )
1 ( 2) 0

(14) 0
2 ( 2) 0i x

for i x x
N

for i x x

= − =
 = 

= − =

M
M

M
(4.6)

0
(0) (0)0 0 0BC y d y =  + =

(0) (0)( )(2) 0y r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (4.4)

0 0 =

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-4 مثال پاسخ
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

:می آید در زیر صورت به )4.6( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

1
2

2

( )

( )

1 ( 2) 0
(4.4) (4.5) (4.6)

2 ( 2) 0
x

x

for i N x x
or

for i N x x
=

=

= − =
→ 

= − =
(4.7)

:داشت خواهیم            یعنی جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

22
2

2

(0)
( )

(2)

0 0
2 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

=  =
=  − =   =  = OK

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-4 مثال پاسخ
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

1 1 2 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 2

( )) ( )) ( ) ( )

( )) ( )) ( ) ( )

( )
( )

( (
(37)

( (
x x x x

x x x x

N N p
N N p

α ψ
α ψ

− −     
 =     − −     

L L L
L L L

(4.8)

 :می شود تشکیل زیر صورت به ثابت نقطه 2 فرض با معادلات دستگاه )37( رابطه براساس

 نقطه 2 این .می دهیم قرار         تقریبی تابع در     مجهول ثابت های تعداد همان 2 با برابر را      ثابت نقاط تعداد

 نمی دانیم که یآنجای از  .گردد صفر که شود مجبور آنجا در باقیمانده تابع مقدار که شوند انتخاب گونه ای به باید ثابت

 از ددار امکان که جایی تا است بهتر اما( می کنیم انتخاب دلخواه به را نقطه 2 محل رو این از است کدام انتخاب بهترین

  :)ندگیر قرار مساوی بیش و کم فواصل در دیگر عبارت به دامنه، از خاصی بخش نه شود انتخاب دامنه کل بین

ixiα( )xψ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 



-4 مثال پاسخ
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

45

 :می کنیم محاسبه تک تک را )4.8( رابطه پارامترهای اکنون

1( )
2
3

xp = − (4.10)

2
4
3

( ) 2( )
4(4.1)
3

x

x xp x p
=

 = −  = − (4.11)

( )( ) 2.5x xψ =L (4.12)

1( )( )
5
3

xψ =L (4.13)

2
42 2
3

( ) ( )( ) ( )
10(4.12) 2.5
3x

x xxψ ψ
=

= = L L (4.14)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-4 مثال پاسخ
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

2 1( ))
16(
27

xN = −L (4.16)

1 2( ))
10(
9

xN =L (4.17)

( )
2

2

2
2 3 2

42 2 2 22
4 3
3

( )) ( ))
76( 1 ( 2) ( 2 6 4) (
27x

x

x x
dN x x x x x N
dx =

=

= =
 

+ − = − + −  
 

L L (4.18)

( )
1

1

2
2

21 1 1 12
2 3
3

( )) ( ))
10( 1 ( 2) ( 2 2) (
9x

x

x x
dN x x x x N
dx =

=

= =
 

+ − = − +  
 

L L (4.15)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-4 مثال پاسخ
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

1

1 1

2 2

10 16 243
19 27 230(4.19)

10 76 2 135
9 27 460

α α
α α

−
   − −   −       =  =        −       −      

(4.20)

 :می شود نتیجه )4.19( معادله حل با

 :می آید دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )4.2( رابطه در      ثابت های جایگذاری با
iα

 :داشت خواهیم )4.8( معادلات دستگاه در )4.18( تا )4.10( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

3 2
( )

135 54 1061(4.20) (4.2)
460 115 230x x x xψ→  = − − + (4.21)

1

2

10 16
19 27(4.10) (4.18) (4.8)

10 76 2
9 27

to
α
α

 −  −   
→  =     −   

  

(4.19)

 )تنیس متقارن ضرایب ماتریس(

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-4 مثال پاسخ
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

y

 

 

( )xψ
( )xy

x

( )y x

 ل مورد نظرنمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسی

گسسته مقدار خطا در نقاط (

 )نشده استصفر لزوما 

2
3

x = 4
3

x =

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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.نمایید محاسبه PCM روش به را زیر دیفرانسیل معادله تقریبی پاسخ  -5 مثال

:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

( ) 0.42546 0.42546x x
xu e e −= −

2
( )

( )2 0 (0 ,1)x
x

d u
u x

dx
− = ∈

(0)

(1)

@ 0 0
:

@ 1 1
x u

BC
x u

=  =
 =  =

:است زیر صورت به تحلیلی یا دقیق پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-5 مثال پاسخ
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

 :می گردد بازنویسی زیر صورت به حاکم دیفرانسیل معادله

( ) ( )( )(1) 0x xu p + =L

2

( )2 1 0 0x
d u
dx
 

 − + = 
 

(5.1)[ ]
2

2

( )

1
0 ,1

0x

d
dx

p

  −   Ω =  
 =

L =

2
( )

( )2 0x
x

d u
u

dx
− =

 به توجه با همچنین و )18( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .می گیریم نظر در مثلثاتی فرم به حدسی تابع یک جا این در

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت به حدسی تابع یک مرزی شرایط به مربوط نقاط

( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 2
1

(18) sin sin sin 2
n

x x i x
i

i x x x xπψ ψ α ψ α π α π
=

  = +  = + + 
 

 
(5.2)

 :)5.2( رابطه به توجه با

( ) ( )1 2 ( )( ) ( )(5.2) sin , sin 2 , xx xN x N x xπ π ψ= = = (5.3)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-5 مثال پاسخ
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

(5.3)&(5.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψ + =  + =M

(5.3)&(5.5)

(1) (1)(14) ( ) 0 1(1) 1 0rψ + =  − =M

OK

OK

( ) ( )
(5.3)

( )(14) 0 sin( ) 0i xN i xπ =  =M M (5.6)

0
(0) (0)0 0 0BC u d u =  + =

(0) (0)( )(2) 0u r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (5.4)

0
(1) (1)1 1 0BC u d u =  − =

(1) (1)( )(2) 0u r + =M (1)1 , 1r


 = = −


M (5.5)

0 0 =

0 0 =

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-5 مثال پاسخ
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

:می آید در زیر صورت به )5.6( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

( )(5.4) (5.5) (5.6) sin( ) 0i xor N i xπ=→  = (5.7)

:داشت خواهیم            یعنی جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1
1

1

(0)
( )

(1)

0 0
1 sin( ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

=  =
=  =   =  =

2
2

2

(0)
( )

(1)

0 0
2 sin(2 ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

=  =
=  =   =  =

OK

OK

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-5 مثال پاسخ
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

1 1 2 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 2

( )) ( )) ( ) ( )

( )) ( )) ( ) ( )

( )
( )

( (
(37)

( (
x x x x

x x x x

N N p
N N p

α ψ
α ψ

− −     
 =     − −     

L L L
L L L

(5.8)

 :می شود تشکیل زیر صورت به ثابت نقطه 2 فرض با معادلات دستگاه )37( رابطه براساس

 نقطه 2 این .می دهیم قرار         تقریبی تابع در     مجهول ثابت های تعداد همان 2 با برابر را      ثابت نقاط تعداد

 نمی دانیم که یآنجای از  .گردد صفر که شود مجبور آنجا در باقیمانده تابع مقدار که شوند انتخاب گونه ای به باید ثابت

 از ددار امکان که جایی تا است بهتر اما( می کنیم انتخاب دلخواه به را نقطه 2 محل رو این از است کدام انتخاب بهترین

  :)ندگیر قرار مساوی بیش و کم فواصل در دیگر عبارت به دامنه، از خاصی بخش نه شود انتخاب دامنه کل بین

ixiα( )xψ

1 2
1 2, ( 1 , 2) ,
3 3ix x xi∈Ω =  = = (5.9)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 



-5 مثال پاسخ
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

54

 :می کنیم محاسبه تک تک را )5.8( رابطه پارامترهای اکنون

( ) 1 2( ) ( ) 0(5.1) 0x x xp p p = =  = (5.10)

( )( )x xψ = −L (5.11)

1
11 1
3

( ) ( )( ) ( )
1(5.11)
3x

x xxψ ψ
=

= = − − L L (5.12)

2
22 2
3

( ) ( )( ) ( )
2(5.11)
3x

x xxψ ψ
=

= = − − L L (5.13)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-5 مثال پاسخ
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

( ) ( )
1

1

2
2 2

12 1 2 12
1 3
3

( )) ( ))
3( 1 sin 2 (1 4 )sin 2 ( (1 4 )
2x

x

x x
dN x x N
dx

π π π π
=

=

 
= − = − +  = − + 
 

L L (5.15)

( ) ( )
2

2

2
2 2

21 2 1 22
2 3
3

( )) ( ))
3( 1 sin (1 )sin ( (1 )
2x

x

x x
dN x x N
dx

π π π π
=

=

 
= − = − +  = − + 
 

L L (5.16)

( ) ( )
2

2

2
2 2

22 2 2 22
2 3
3

( )) ( ))
3( 1 sin 2 (1 4 )sin 2 ( (1 4 )
2x

x

x x
dN x x N
dx

π π π π
=

=

 
= − = − +  = + 
 

L L (5.17)

2
1 1( ))

3( (1 )
2

xN π= − +L (5.14)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-5 مثال پاسخ
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

12 2
1 1 3

2 2
2 2

1 53.1160(1 ) (1 4 )2(5.18) 10
2 4.7544(1 ) (1 4 )3 3

α απ π
α απ π

−

−−    − + − +    
 =  = ×        − + +        

(5.19)

 :می شود نتیجه )5.18( معادله حل با

 :می آید دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )5.2( رابطه در      ثابت های جایگذاری با
iα

 :داشت خواهیم )5.8( معادلات دستگاه در )5.17( تا )5.10( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

( ) ( )3 3
( )(5.19) (5.2) 53.1160 10 sin 4.7544 10 sin 2x x x xψ π π− −→  = − × + × (5.20)

2 2
1

2 2
2

1(1 ) (1 4 )3 1(5.10) (5.17) (5.8)
22 3(1 ) (1 4 )

to
απ π
απ π

   − + − +  
→  =    − + +    

(5.18)

 )نیست متقارن ضرایب ماتریس(

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 



57

-5 مثال پاسخ
:PCM( نقطه تخصیص روش .1 Point Collocation Method( 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

 

( )xψ
( )xu

x

( )u x

 ل مورد نظرنمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسی

گسسته مقدار خطا در نقاط (

 )شده استصفر تقریبا 

1
3

x =
2
3

x =

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
 انتخاب گونه ای هب وزنی تابع .می شود تبدیل باشد نداشته همپوشانی که مختلف بازه زیر تعدادی به دامنه روش، این در

  واحد له ایپ تابع براساس وزنی تابع منظور این برای .کرد صفر با برابر بازه زیر n در می توان را باقیمانده که می شود

)Step Function( می گردد انتخاب زیر صورت به:  

1( ) ( )
1

( 1 , 2 , , )
0

i i
i i

x x x
x xw U i n

else
+≤ ≤

=


= =


 (38)

:است زیر مشخصات دارای واحد پله ای تابع

x

( )ixS

ix

1

1ix +

1
( ) ( ) ( )

i

i

x

i x
x x dx x dxU G G+∞

−∞
=  (39)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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 .باشند         تقریبی تابع در     مجهول ثابت های n با برابر باید                                                         بازه ها زیر تعداد

.نماید صفر با برابر را بازه ها زیر تمام در        باقیمانده مقدار که دارد سعی SDM روش
1( , ) , ( 1 , 2 , 3 , , )i ix x i n+ ∈Ω = iα( )xψ

( )xR

x

Ω
( )xR

.است     دامنه کل روی بر         باقیمانده شدن صفر اصلی هدف بنابراین ( )xRΩ

.می کند صفر را        باقیمانده  مقدار      دامنه در                 مشخصی بازه زیر تعداد در SDM روش
1( , )i ix x +Ω( )xR

x

Ω

1x 2x 3x nx 1nx +ix 

( )xR

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 

مساحت زیر بازه ها به سمت (

)صفر میل می کند

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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:می شود نتیجه )24( رابطه در وزنی تابع جای به واحد پله ای تابع جایگذاری با

1 ( )

2 ( )

( )

( )

( )

( )

0

0
(38) (24)

0

x

x

n x

x

x

x

U R dx

U R dx

U R dx

Ω

Ω

Ω

=

=
→ 

=








(40)

:داشت خواهیم )39( رابطه در واحد پله ای تابع ویژگی به توجه با

1

( ) ( )( )(39)& (40) 0i

i

x

i x xx
xU R dx R dx+

Ω

 = =  (41)1

( ) 0 ( 1 , 2 , 3 , , )i

i

x

xx
R dx i n+ = = 

.گردد رصف اجبار به بازه زیر هر طول در باقیمانده میانگین مقدار که است معنی بدان این

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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:می شود نتیجه )28( رابطه در وزنی تابع جای به واحد پله ای تابع جایگذاری با همچنین

(42)
( ) ( )

( ) ( ))

( ) ( ) ( )

(ij i j

i i x i x

x x

x x

s U N dx

z U p dx U dxψ
Ω

Ω Ω

=

= − −



 

L

L
(38) (28)→ 

:داشت خواهیم )39( رابطه در واحد پله ای تابع ویژگی به توجه با

(39)& (42) 

1

1 1

( ) ( )

( ))

( )

(i

i

i i

i i

x

ij jx

x x

i x xx x

xs N dx

z p dx dxψ

+

+ +

=

= − −



 

L

L
(43)

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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2 2 2

1 1 1

3 3 3

2 2 2

1 1 1

2

1

1 2
1

1 2 2

1 2

( )

( )) ( )) ( ))

( )) ( )) ( ))

( )) ( )) ( ))

( ( (

( ( (

( ( (n n n

n n n

x x x

nx x x

x x x

nx x x

x x x n
nx x x

x

xx

x x x

x x x

x x x

N dx N dx N dx

N dx N dx N dx

N dx N dx N dx

p dx

α
α

α
+ + +

 
         

  
  
    

 
 

−

=

  

  

  






   



L L L

L L L

L L L

2

1

3 3

2 2

1 1

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )
n n

n n

x

xx

x x

x xx x

x x

x xx x

dx

p dx dx

p dx dx

ψ

ψ

ψ+ +

 − 
 

− − 
 
 
 
 − −
 



 

 


L

L

L

(44)

(43):می آید در زیر صورت به )29( رابطه ،)43( رابطه اساس بر (29)→ 

روش داد نشان توان می SDM محدود حجم پرکابردروش همان معادل )Finite Volume Method( سیالات دینامیک در 

:CFD( محاسباتی Computational Fluid Dynamics( است.

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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 مقایسه تحلیلی مقدار با و محاسبه SDM روش به زیر حالت دو در  را شده داده نشان تیر در خیز تقریبی مقدار  -6 مثال

 .نمایید

 مثلثاتی فرم حدسی تابع -الف

جمله ای چند فرم حدسی تابع -ب

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

0M

,EI

0M
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-6 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

   :است زیر صورت به تیر بر حاکم دیفرانسیل معادله خیز، و خمش بین رابطه به توجه با

2
( )

02 0 (0 , )xd y
EI M x

dx
− = ∈  (6.1)

 :تاس زیر صورت به مرزی شرایط شکل به توجه با

(0)

( )

@ 0 0
:

@ 0
x y

BC
x y

=  =
 =  = 

(6.2)

   :می آید دست به تحلیلی پاسخ مستقیم انتگرال گیری روش از استفاده با

0
( ) ( )

2x
My x x
EI

= −  (6.3)

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-6 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

 :می گردد بازنویسی زیر صورت به تیر بر حاکم دیفرانسیل معادله

( ) ( )( )(1) 0x xy p + =L

2
0

( )2 0x
Md y

dx EI
 

 − = 
 

(6.4)

2

2

0
( )

(0 , )

x

d
dx
Mp
EI

      Ω =
 = −


L =

2
( ) 0
2(6.1) xd y M

dx EI
 =

:مثلثاتی فرم حدسی تابع -الف
  :می شود گرفته نظر در زیر صورت به حدسی تابع )18( رابطه در جمله دو تنها گرفتن نظر در با

( ) ( ) ( ) 1 2
1

2(18) sin sin sin
n

x x i x
i

i x x xπ π πψ ψ α ψ α α
=

      = +  = +     
     

   
(6.5)

 :)6.5( رابطه به توجه با

1 2 ( )( ) ( )
2(6.5) sin , sin , 0xx x

x xN Nπ π ψ= =
    =   
    

(6.6)

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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0
(0) (0)0 0 0BC y d y =  + =

(0) (0)( )(2) 0y r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (6.7)

(6.6)&(6.7)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψ + =  + =  =M

0
( ) ( )0 0 0BC y d y =  + = 

( ) ( )( )(2) 0y r + = M ( )1 , 0r


 = =


M (6.8)

(6.6)&(6.8)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψ + =  + =  = M

OK

OK

-6 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

( )
(6.6)

( )(14) 0 sin 0i x
i xN π   =  =  

  
M M (6.9)

:اتیمثلث فرم حدسی تابع -الف
:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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:می آید در زیر صورت به )6.9( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

( ) sin 0i x
i xN π

=
  = 
 

(6.10)

:داشت خواهیم            یعنی جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1
1

1

(0)
( )

( )

0 0
1 sin 0 @

0
x

x Nxi N
x N

π =  = =  = =    =  =    

2
2

2

(0)
( )

( )

0 022 sin 0 @
0

x
x Nxi N
x N

π
=

=  = =  =    =  =    

0M

,EI

0M

 :می شود تشکیل زیر صورت به بازه زیر 2 فرض با معادلات دستگاه )44( رابطه براساس

OK

OK

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
:تیمثلثا فرم حدسی تابع -الف-6 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 



68

0M

,EI

0M

 :می کنیم محاسبه تک تک را )6.11( رابطه پارامترهای اکنون

 2 ایجاد برای .می دهیم قرار         تقریبی تابع در     مجهول ثابت های تعداد همان 2 با برابر را                 بازه ها زیر تعداد

 شود مجبور فضا زیر 2 در باقیمانده تابع مقدار که شوند انتخاب گونه ای به باید ثابت نقطه 3 این .داریم نیاز نقطه 3 به بازه زیر

 بهتر اما( می کنیم انتخاب دلخواه به را نقطه 3 محل رو این از است کدام انتخاب بهترین نمی دانیم که آنجایی از .گردد صفر که

 بیش و کم فواصل در دیگر عبارت به دامنه، از خاصی بخش نه شود انتخاب دامنه کل بین از دارد امکان که جایی تا است

  :)گیرند قرار مساوی

1( , )i ix x +iα( )xψ

1 2 3, ( 1 , 2 , 3) 0 , ,
2ix x x xi∈Ω =  = = =  (6.12)

3

2

0
( )

0 0
( )

2 2

x
x

xx

Mp
EI M Mp dx dx

EI EI


= −  
 = − = −

 





(6.13)

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
:اتیمثلث فرم حدسی تابع -الف-6 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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0M

,EI

0M

2 3

1 2
( ) ( ) ( )( ) ( ) 00

x x

x x xx x
dx dxψ ψ ψ= ==   L L (6.14)

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
:تیمثلثا فرم حدسی تابع -الف-6 مثال پاسخ

2

1
1( ))(

x

x
xN dx π

−= 
L (6.15)

2 2 2

1 1 1

2 2

2 22
0

( )) ( ))
2 2 2 4( sin cos (

x x x

x x x
x x

d x xN dx dx N dx
dx

π π π π
−

    = =  =    
    

  


   
L L (6.16)

3 3 3

2 2 2

2

1 12

2

( )) ( ))( sin cos (
x x x

x x x
x x

d x xN dx dx N dx
dx

π π π π    = =  = −    
    

  


   
L L (6.17)

3 3 3

2 2 2

2

2 22

2

( )) ( ))
2 2 2 4( sin cos (

x x x

x x x
x x

d x xN dx dx N dx
dx

π π π π    = =  =    
    

  


   
L L (6.18)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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0M

,EI

0M

 :داشت خواهیم )6.11( معادلات دستگاه در )6.18( تا )6.13( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

1
20

0
1 1

2 20

4
2(6.19) 24

0
2

M M
EI EIM
EI

π π
α α

πα απ π

−

− −
          −    =  =        

        −        

 
 


 

(6.20)

 :می شود نتیجه )6.19( معادله حل با

0

1

2 0

4
2(6.13) (6.18) (6.11)

4
2

M
EIto
M
EI

π π
α
απ π

− −
  
      →  =     

    −      


 


 

(6.19)

 )نیست متقارن ضرایب ماتریس(

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
:تیمثلثا فرم حدسی تابع -الف-6 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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0M

,EI

0M

 :می آید دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )6.5( رابطه در      ثابت های جایگذاری با
iα

(6.20) (6.5)→ 
2

0
( ) sin

2x
M x
EI

πψ
π

 = −  
 




(6.21)

( )xψ
( )xy


0

x

Deflection

 ل مورد نظرنمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسی

2


:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
:اتیمثلث فرم حدسی تابع -الف-6 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-6 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

 به حدسی تابع یک مرزی شرایط به مربوط نقاط به توجه با همچنین و )16( رابطه در جمله یک تنها گرفتن نظر در با

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت

( ) ( ) ( ) 0 1
1

( )(16) ( )
n

x x i i x
i

xg x xψ ψ α ψ α α
=

 = +  = + −  (6.22)

 :)6.22( رابطه به توجه با

1 ( ) 0( )(6.22) ( ) , xxN x x ψ α= − = (6.23)

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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(6.7)&(6.23)

(0) (0) 0(14) ( ) 0 1( ) 0 0rψ α + =  + =M

(6.8)&(6.23)&(6.24)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψ + =  + =  = M

OK

OK

0M

,EI

0M

( ) ( )
(6.23)

( )(14) 0 ( ) 0i xN x x =  − =M M (6.25)

0
(0) (0)0 0 0BC y d y =  + =

(0) (0)( )(2) 0y r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (6.7)  )تکراری(

0
( ) ( )0 0 0BC y d y =  + = 

( ) ( )( )(2) 0y r + = M ( )1 , 0r


 = =


M (6.8)  )تکراری(

(6.24)

0 0
Must be

α = 0 0 =

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب-6 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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:می آید در زیر صورت به )6.25( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

1( ) ( ) 0xN x x= − = (6.26)

:داشت خواهیم            یعنی جمله  یک گرفتن نظر در با 1n =

1
1

1

(0)
( )

( )

0 0
1 ( ) 0 @

0
x

x N
i N x x

x N
=

=  =
=  − =   =  =


 

0M

,EI

0M

 :می شود تشکیل زیر صورت به بازه زیر 1 فرض با معادلات دستگاه )44( رابطه براساس

OK

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب-6 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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0M

,EI

0M

 :می کنیم محاسبه تک تک را )6.27( رابطه پارامترهای اکنون

1 2, ( 1, 2 ) 0 ,ix x xi∈Ω =  = =  (6.28)

2

1

0 0 0
( ) ( ) 0

x

x xx

M M Mp p dx dx
EI EI EI

= −  = − = − 
  (6.29)

2

1
( ) ( )( )0 0

x

x xx
dxψ ψ=  = L (6.30)

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب-6 مثال پاسخ
 1 ایجاد برای .می دهیم قرار         تقریبی تابع در     مجهول ثابت های تعداد همان 1 با برابر را                 بازه ها زیر تعداد

 شود مجبور فضا زیر 1 در باقیمانده تابع مقدار که شوند انتخاب گونه ای به باید ثابت نقطه 2 این .داریم نیاز نقطه 2 به بازه زیر

 بهتر اما( می کنیم انتخاب دلخواه به را نقطه 2 محل رو این از است کدام انتخاب بهترین نمی دانیم که آنجایی از .گردد صفر که

 بیش و کم فواصل در دیگر عبارت به دامنه، از خاصی بخش نه شود انتخاب دامنه کل بین از دارد امکان که جایی تا است

  :)گیرند قرار مساوی

1( , )i ix x +iα( )xψ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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0M

,EI

0M

2

1
1( ))( 2

x

x
xN dx = L (6.31)

 :داشت خواهیم )6.27( معادله در )6.31( تا )6.29( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

0
1(6.29) (6.31) (6.27)
2
Mto
EI

α→  = (6.32)

 : آیدمی دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )6.22( رابطه در      ثابت  جایگذاری با
1α

(6.32) (6.22)→  0
( ) ( )

2x
M x x
EI

ψ = −  (6.33)  )است دقیق پاسخ همان(

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب-6 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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.نمایید محاسبه SDM روش به را زیر دیفرانسیل معادله تقریبی پاسخ  -7 مثال

( )
3 sin( )

sin(2)xy x x= +

2
( )

( )2 (0 , 2)x
x

d y
y x x

dx
+ = ∈

(0)

(2)

@ 0 0
:

@ 2 5
x y

BC
x y

=  =
 =  =

:است زیر صورت به تحلیلی یا دقیق پاسخ

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 



78

 :می گردد بازنویسی زیر صورت به حاکم دیفرانسیل معادله-7 مثال پاسخ

( ) ( )( )(1) 0x xy p + =L

2

( )2 1 0x
d y x
dx
 

 + − = 
 

(7.1)

2

2

( )

1
(0 , 2)

x

d
dx

p x

  +   Ω =  
 = −

L =

2
( )

( )2
x

x

d y
y x

dx
+ =

 با همچنین و )16( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .می گیریم نظر در جمله ای چند فرم به حدسی تابع یک جا این در

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت به حدسی تابع یک مرزی شرایط به مربوط نقاط به توجه

2
( ) ( ) ( ) 1 2

1
( )(16) 2.5 ( 2) ( 2)

n

x x i i x
i

xg x x x x xψ ψ α ψ α α
=

 = +  = + − + − (7.2)

 :)7.2( رابطه به توجه با

2
1 2 ( )( ) ( )(7.2) ( 2) , ( 2) , 2.5xx xN x x N x x xψ= = − − = (7.3)

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-7 مثال پاسخ

(7.3)&(7.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψ + =  + =M

(7.3)&(7.5)

(2) (2)(14) ( ) 0 1(2.5 2) 5 0rψ + =  × − =M

OK

OK

( )
( )
( )

(7.3)

2( )
1 ( 2) 0

(14) 0
2 ( 2) 0i x

for i x x
N

for i x x

= − =
 = 

= − =

M
M

M
(7.6)

0
(0) (0)0 0 0BC y d y =  + =

(0) (0)( )(2) 0y r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (7.4)

0
(2) (2)5 5 0BC y d y =  − =

(2) (2)( )(2) 0y r + =M (2)1 , 5r


 = = −


M (7.5)

0 0 =

0 0 =

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 



80

-7 مثال پاسخ
:می آید در زیر صورت به )7.6( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

1
2

2

( )

( )

1 ( 2) 0
(7.4) (7.5) (7.6)

2 ( 2) 0
x

x

for i N x x
or

for i N x x
=

=

= − =
→ 

= − =
(7.7)

:داشت خواهیم            یعنی جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1
1

1

(0)
( )

(2)

0 0
1 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

=  =
=  − =   =  =

22
2

2

(0)
( )

(2)

0 0
2 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

=  =
=  − =   =  =

OK

OK

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-7 مثال پاسخ

2 2 2 2

1 1 1 1

3 3 3 3

2 2 2 2

1 2 ( ) ( )
1

2
1 2 ( ) ( )

( )) ( ))

( )) ( ))

( )

( )

( (
(44)

( (

x x x x

x xx x x x

x x x x

x xx x x x

x x

x x

N dx N dx p dx dx

N dx N dx p dx dx

ψα
α ψ

   − −     =    
   − −    

   

   

L L L

L L L
(7.8)

 :می شود تشکیل زیر صورت به بازه زیر 2 فرض با معادلات دستگاه )44( رابطه براساس

 برای .می دهیم قرار         تقریبی تابع در     مجهول ثابت های تعداد همان 2 با برابر را               بازه ها زیر تعداد

 زیر 2 رد باقیمانده تابع مقدار که شوند انتخاب گونه ای به باید ثابت نقطه 3 این .داریم نیاز نقطه 3 به بازه زیر 2 ایجاد

 دلخواه به را نقطه 3 محل رو این از است کدام انتخاب بهترین نمی دانیم که آنجایی از .گردد صفر که شود مجبور فضا

 عبارت به ه،دامن از خاصی بخش نه شود انتخاب دامنه کل بین از دارد امکان که جایی تا است بهتر اما( می کنیم انتخاب

  :)گیرند قرار مساوی بیش و کم فواصل در دیگر

1( , )i ix x +iα( )xψ

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 



-7 مثال پاسخ

82

 :می کنیم محاسبه تک تک را )7.8( رابطه پارامترهای اکنون

2 2

1 1

1

( ) ( ) ( )0

1 1(7.1) ( )
2 2

x x

x x xx x
p x p dx x dx p dx = −  = − = −  = −   (7.10)

3

2
( )

3
2

x

xx
p dx = − (7.11)

2

1
( )( )

5
4

x

xx
dxψ = L (7.12)

3 3

2 2

22

( ) ( ) ( )21
( ) ( )

15 15(7.3) 2.5 1 (2.5 )
4 4

x x

x x xx x

dx dx x dx dx
dx

ψ ψ ψ 
 =  = + =  = 

 
  L L (7.13)

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-7 مثال پاسخ

2

1
2 ( ))

9(
4

x

x
xN dx = L (7.15)

( )3 3

2 2

22 32 2
1 121

1

( )) ( ))
4( 1 ( 2) 2 (

3 3
x x

x x
x x

d xN dx x x dx x x N dx
dx

=
   

+ − = − +  =   
   

  L L (7.16)

( )3 3

2 2

22 42 2 2
2 221

1

( )) ( ))
39( 1 ( 2) 2 (

4 4
x x

x x
x x

d xN dx x x dx x N dx
dx

=
   

+ − = +  =   
   

  L L (7.17)

( )2 2

1 1

12 31 2
1 120

0

( )) ( ))
4( 1 ( 2) 2 (

3 3
x x

x x
x x

d xN dx x x dx x x N dx
dx
   

= + − = − +  =   
   

  L L (7.14)

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-7 مثال پاسخ

1

1 1

2 2

4 9 93
3 4 404(7.18)
4 39 9 1
3 4 4 5

α α
α α

−
     −−           =  =        

        − −         

(7.19)

 :می شود نتیجه )7.18( معادله حل با

 :می آید دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )7.2( رابطه در      ثابت های جایگذاری با
iα

 :داشت خواهیم )7.8( معادلات دستگاه در )7.17( تا )7.10( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

3 2
( )

1 7 59(7.19) (7.2)
5 40 20x x x xψ→  = − + + (7.20)

1

2

4 9 3
3 4 4(7.10) (7.17) (7.8)
4 39 9
3 4 4

to
α
α

   −      →  =     
    −     

(7.18)
 )تنیس متقارن ضرایب ماتریس(

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-7 مثال پاسخ

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

 

 

( )xψ
( )xy

x

( )y x

 ل مورد نظرنمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسی

1x =

:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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.نمایید محاسبه SDM روش به را زیر دیفرانسیل معادله تقریبی پاسخ  -8 مثال

( ) 0.42546 0.42546x x
xu e e −= −

2
( )

( )2 0 (0 ,1)x
x

d u
u x

dx
− = ∈

(0)

(1)

@ 0 0
:

@ 1 1
x u

BC
x u

=  =
 =  =

:است زیر صورت به تحلیلی یا دقیق پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
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 :می گردد بازنویسی زیر صورت به حاکم دیفرانسیل معادله-8 مثال پاسخ

( ) ( )( )(1) 0x xu p + =L

2

( )2 1 0 0x
d u
dx
 

 − + = 
 

(8.1)[ ]
2

2

( )

1
0 ,1

0x

d
dx

p

  −   Ω =  
 =

L =

2
( )

( )2 0x
x

d u
u

dx
− =

 به توجه با همچنین و )18( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .می گیریم نظر در مثلثاتی فرم به حدسی تابع یک جا این در

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت به حدسی تابع یک مرزی شرایط به مربوط نقاط

( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 2
1

(18) sin sin sin 2
n

x x i x
i

i x x x xπψ ψ α ψ α π α π
=

  = +  = + + 
 

 
(8.2)

 :)8.2( رابطه به توجه با

( ) ( )1 2 ( )( ) ( )(8.2) sin , sin 2 , xx xN x N x xπ π ψ= = = (8.3)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
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-8 مثال پاسخ

(8.3)&(8.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψ + =  + =M

(8.3)&(8.5)

(1) (1)(14) ( ) 0 1(1) 1 0rψ + =  − =M

OK

OK

( ) ( )
(8.3)

( )(14) 0 sin( ) 0i xN i xπ =  =M M (8.6)

0
(0) (0)0 0 0BC u d u =  + =

(0) (0)( )(2) 0u r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (8.4)

0
(1) (1)1 1 0BC u d u =  − =

(1) (1)( )(2) 0u r + =M (1)1 , 1r


 = = −


M (8.5)

0 0 =

0 0 =

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
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-8 مثال پاسخ

:می آید در زیر صورت به )8.6( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

( )(8.4) (8.5) (8.6) sin( ) 0i xor N i xπ=→  = (8.7)

:داشت خواهیم            یعنی جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1
1

1

(0)
( )

(1)

0 0
1 sin( ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

=  =
=  =   =  =

2
2

2

(0)
( )

(1)

0 0
2 sin(2 ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

=  =
=  =   =  =

OK

OK

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
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-8 مثال پاسخ
2 2 2 2

1 1 1 1

3 3 3 3

2 2 2 2

1 2 ( ) ( )
1

2
1 2 ( ) ( )

( )) ( ))

( )) ( ))

( )

( )

( (
(44)

( (

x x x x

x xx x x x

x x x x

x xx x x x

x x

x x

N dx N dx p dx dx

N dx N dx p dx dx

ψα
α ψ

   − −     =    
   − −    

   

   

L L L

L L L
(8.8)

 :می شود تشکیل زیر صورت به بازه زیر 2 فرض با معادلات دستگاه )37( رابطه براساس

 برای .می دهیم قرار         تقریبی تابع در     مجهول ثابت های تعداد همان 2 با برابر را                 بازه ها زیر تعداد

 زیر 2 رد باقیمانده تابع مقدار که شوند انتخاب گونه ای به باید ثابت نقطه 3 این .داریم نیاز نقطه 3 به بازه زیر 2 ایجاد

 دلخواه به را نقطه 3 محل رو این از است کدام انتخاب بهترین نمی دانیم که آنجایی از  .گردد صفر که شود مجبور فضا

 عبارت به ه،دامن از خاصی بخش نه شود انتخاب دامنه کل بین از دارد امکان که جایی تا است بهتر اما( می کنیم انتخاب

  :)گیرند قرار مساوی بیش و کم فواصل در دیگر

1( , )i ix x +iα( )xψ

1 2 3
1, ( 1 , 2 , 3) 0 , , 1
2ix x x xi∈Ω =  = = = (8.9)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 



-8 مثال پاسخ

91

 :می کنیم محاسبه تک تک را )8.8( رابطه پارامترهای اکنون

2 3

1 2
( ) ( ) ( ) 0(8.1) 0

x x

x x xx x
p p dx p dx = =  =  (8.10)

2 2

1 1

1 2
2

( ) ( ) ( )20
( ) ( )

1(8.3) 1 ( )
8

x x

x x xx x

dx dx x dx dx
dx

ψ ψ ψ=
 

 =  −  = − 
 

  L L (8.11)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 

3

2
( )( )

3
8

x

xx
dxψ = − L (8.12)
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-8 مثال پاسخ

( )2 2

1 1

1
1 2 2 22
2

2 220
0

( )) ( ))
1 4 1 4( 1 sin 2 cos(2 ) (
2

x x

x x
x x

dN dx x dx x N dx
dx

π ππ π
π π

  + += − =  = − 
 

  L L (8.14)

( )3 3

2 2

12 2 21
11 12

12
2

( )) ( ))
1 1( 1 sin cos( ) (

x x

x x
x x

dN dx x dx x N dx
dx

π ππ π
π π

  + += − =  = − 
 

  L L (8.15)

3

2

2

2 ( ))
1 4(

x

x
xN dx π

π
+= L (8.16)

( )2 2

1 1

1
1 2 2 22
2

1 120
0

( )) ( ))
1 1( 1 sin cos( ) (

x x

x x
x x

dN dx x dx x N dx
dx

π ππ π
π π

  + += − =  = − 
 

  L L (8.13)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
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-8 مثال پاسخ

12 2
1 1 3

2 2
2 2

1 72.2561 1 4
(8.17) 10

3 9.70148 1 (1 4 )
α απ ππ
α απ π

−

−−    + +    
 = −  = ×        + − +        

(8.18)

 :می شود نتیجه )8.17( معادله حل با

 :می آید دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )8.2( رابطه در      ثابت های جایگذاری با
iα

 :داشت خواهیم )8.8( معادلات دستگاه در )8.16( تا )8.10( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

( ) ( )3 3
( )(8.18) (8.2) 72.256 10 sin 9.7014 10 sin 2x x x xψ π π− −→  = − × + × (8.19)

2 2
1

2 2
2

11 1 4
(8.10) (8.16) (8.8)

381 (1 4 )
to

απ π π
απ π

   + +  
→  = −    + − +    

(8.17)

 )نیست متقارن ضرایب ماتریس(

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
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-8 مثال پاسخ

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

 

( )xψ
( )xu

x

( )u x

 ل مورد نظرنمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسی

0.5x =

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:SDM( حوزه زیر روش .2 Sub-Domain Method( 
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:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

( )( ) ( 1 , 2 , 3 , , )x
i

i

x
R

w i n
α

∂
= =

∂
 (45)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

 .می شود گرفته نظر در     حدسی تابع در برازش نامعین ثابت های به نسبت باقیمانده مشتق با برابر وزنی تابع روش، این در

  :می گردد انتخاب زیر صورت به وزنی تابع نتیجه در
iα

:می شود نتیجه )24( رابطه در )45( پیشنهادی وزنی تابع جایگذاری با

( )
( )

1

( )
( )

2

( )
( )

0

0
(45) (24)

0

x
x

x
x

x
x

n

R
R dx

R
R dx

R
R dx

α

α

α

Ω

Ω

Ω

∂
=

∂
∂

=
→  ∂

∂
=

∂








(46)



96

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

:گرفت نتیجه توان می )46( رابطه از
2

( ) ( )
( )

1(46) 0 0
2

x x
x

i i

R R
R dx dx

α αΩ Ω

∂ ∂
 =  =

∂ ∂  (47)

 حداقل هب باید     برازش ثابت های به توجه با      دامنه در باقیمانده مجذور میانگین که است معنی این به )47( رابطه

    .می گردد صفر         باقیمانده عملا صفر، به باقیمانده مجذور میانگین رساندن با بنابراین .برسد

Ωiα

( )xR

( )( ) ( ) ( )
1

( )( )

(25)
n

x x i i x
i

xR N pψ α
=

+



 = + 
 
L L

:داشت خواهیم )25( رابطه در      برازش ثابت به نسبت         باقیمانده از مشتق گیری با ( )xRiα

( )
( ) ( ) ( )1

( )
( )

n

i i
x x xi

i i i i

xN
R p

αψ
α α α α

=+

 ∂  ∂ ∂ ∂  = +
∂ ∂ ∂ ∂

 L
L

0 0

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )x

i i n n
i i

x x x x
R

N N N Nα α α α
α α

+ + + + +
∂ ∂

 =
∂ ∂

 L L L L

(48)( ) ( )( )x
i

i

x
R

N
α

∂
 =

∂
L

( )( )i xN= L
0 0 0

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

:می شود نتیجه )48( رابطه استفاده و )28( رابطه در )45( وزنی تابع جایگذاری با

(49)
( ) ( )

( ) ( ))

( ) ( ) ( )

( ) (

( ) ( )

ij i j

i i x i x

x x

x x

s N N dx

z N p dx N dxψ
Ω

Ω Ω

=

= − −



 

L L

L L L

(48)

(45) (28)→ 

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( ( ) ( ( ) (

( ) ( ( ) ( ( ) (

( ) ( ( ) ( ( ) (

n

n

n n n n

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

N N dx N N dx N N dx

N N dx N N dx N N dx

N N dx N N dx N N dx

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

 
 






 

  

  

  





   



L L L L L L

L L L L L L

L L L L L L

1

2

1 ( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

n

x x

x x

n x n x

x x

x x

x x

N p dx N dx

N p dx N dx

N p dx N dx

α
α

α

ψ

ψ

ψ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

 
    =  
  
   


 − −
 
 

− −  
 
 
 

− − 
  

 

 

 





L L L

L L L

L L L

(50)

(49):می آید در زیر صورت به )29( رابطه ،)49( رابطه اساس بر (29)→ 

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

روش LSM ندمی ک تولید )مثبت اصلی قطر درایه های( معین مثبت و متقارن را ضرایب ماتریس خودکار طور به.   

روش در نیاز مورد محاسباتی عملیات LSM است هزینه پر. 
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 مقایسه تحلیلی مقدار با و محاسبه LSM روش به زیر حالت دو در  را شده داده نشان تیر در خیز تقریبی مقدار  -9 مثال

 .نمایید

 مثلثاتی فرم حدسی تابع -الف

جمله ای چند فرم حدسی تابع -ب

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

0M

,EI

0M
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-9 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

   :است زیر صورت به تیر بر حاکم دیفرانسیل معادله خیز، و خمش بین رابطه به توجه با

2
( )

02 0 (0 , )xd y
EI M x

dx
− = ∈  (9.1)

 :تاس زیر صورت به مرزی شرایط شکل به توجه با

(0)

( )

@ 0 0
:

@ 0
x y

BC
x y

=  =
 =  = 

(9.2)

   :می آید دست به تحلیلی پاسخ مستقیم انتگرال گیری روش از استفاده با

0
( ) ( )

2x
My x x
EI

= −  (9.3)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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-9 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

 :می گردد بازنویسی زیر صورت به تیر بر حاکم دیفرانسیل معادله

( ) ( )( )(1) 0x xy p + =L

2
0

( )2 0x
Md y

dx EI
 

 − = 
 

(9.4)

2

2

0
( )

(0 , )

x

d
dx
Mp
EI

      Ω =
 = −


L =

2
( ) 0
2(9.1) xd y M

dx EI
 =

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت به حدسی تابع )18( رابطه در جمله یک تنها گرفتن نظر در با

( ) ( ) ( ) 1
1

(18) sin sin
n

x x i x
i

i x xπ πψ ψ α ψ α
=

    = +  =   
   

  
(9.5)

 :)9.5( رابطه به توجه با

1 ( )( )(9.5) sin , 0xx
xN π ψ=

  = 
 

(9.6)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

 یمثلثات فرم حدسی تابع -الف
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0
(0) (0)0 0 0BC y d y =  + =

(0) (0)( )(2) 0y r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (9.7)

(9.6)&(9.7)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψ + =  + =  =M

0
( ) ( )0 0 0BC y d y =  + = 

( ) ( )( )(2) 0y r + = M ( )1 , 0r


 = =


M (9.8)

(9.6)&(9.8)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψ + =  + =  = M

OK

OK

-9 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

( )
(9.6)

1( )(14) 0 sin 0x
xN π   =  =  

  
M M (9.9)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

 اتیمثلث فرم حدسی تابع -الف
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:می آید در زیر صورت به )9.9( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

1( ) sin 0x
xN π

=
  = 
 

(9.10)

:داشت خواهیم            یعنی جمله دو گرفتن نظر در با 1n =

1
1

1

(0)
( )

( )

0 0
1 sin 0 @

0
x

x Nxi N
x N

π =  = =  = =    =  =    

0M

,EI

0M

 :می شود تشکیل زیر صورت به جمله 1 فرض با معادلات دستگاه )50( رابطه براساس

OK

-9 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

 اتیمثلث فرم حدسی تابع -الف
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0M

,EI

0M

 :می کنیم محاسبه تک تک را )9.11( رابطه پارامترهای اکنون

-9 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

(9.4)& (9.6) 

0
1 ( )( )

2( ) xx
MN p dx
EI

π
Ω

= 
L (9.12)

( ) 1 ( )( ) ( )(9.6) 0 ( ) 0x xxN dxψ ψ
Ω

 =  =L L (9.13)

 اتیمثلث فرم حدسی تابع -الف
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0M

,EI

0M

-9 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

(9.14)
4

1 1 3( ) ( ))( ) (
2

x xN N dx π
Ω

 = 
L L

 :داشت خواهیم )9.11( معادلات دستگاه در )9.14( تا )9.12( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

2
0

1 3

4(9.12) (9.14) (9.11) Mto
EI

α
π

→  = −  (9.15)

 اتیمثلث فرم حدسی تابع -الف
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0M

,EI

0M

 

( )xψ
( )xy


0

x

Deflection

 ل مورد نظرنمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسی

-9 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

 : آیدمی دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )9.5( رابطه در      ثابت  جایگذاری با
1α

(9.15) (9.5)→ 
2

0
( ) 3

4 sinx
M x
EI

πψ
π

 = −  
 




(9.16)

 اتیمثلث فرم حدسی تابع -الف
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0M

,EI

0M

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

 به حدسی تابع یک مرزی شرایط به مربوط نقاط به توجه با همچنین و )16( رابطه در جمله یک تنها گرفتن نظر در با

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت

( ) ( ) ( ) 0 1
1

( )(16) ( )
n

x x i i x
i

xg x xψ ψ α ψ α α
=

 = +  = + −  (9.17)

 :)9.17( رابطه به توجه با

1 ( ) 0( )(9.17) ( ) , xxN x x ψ α= − = (9.18)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

-9 مثال پاسخ
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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(9.7)&(9.18)

(0) (0) 0(14) ( ) 0 1( ) 0 0rψ α + =  + =M

(9.8)&(9.18)&(9.19)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψ + =  + =  = M

OK

OK

0M

,EI

0M

( ) ( )
(9.18)

( )(14) 0 ( ) 0i xN x x =  − =M M (9.20)

0
(0) (0)0 0 0BC y d y =  + =

(0) (0)( )(2) 0y r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (9.7)  )تکراری(

0
( ) ( )0 0 0BC y d y =  + = 

( ) ( )( )(2) 0y r + = M ( )1 , 0r


 = =


M (9.8)  )تکراری(

(9.19)

0 0
Must be

α = 0 0 =

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

-9 مثال پاسخ
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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:می آید در زیر صورت به )9.20( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

1( ) ( ) 0xN x x= − = (9.21)

:داشت خواهیم            یعنی جمله  یک گرفتن نظر در با 1n =

1
1

1

(0)
( )

( )

0 0
1 ( ) 0 @

0
x

x N
i N x x

x N
=

=  =
=  − =   =  =


 

0M

,EI

0M

OK

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

-9 مثال پاسخ
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

 :می شود تشکیل زیر صورت به جمله 1 فرض با معادلات دستگاه )50( رابطه براساس

1 1 1 1 ( ) 1 ( )( ) ( )) ( ) ( ) ( )(50) ( ) ( ( ) ( )x xx x x xN N dx N p dx N dxα ψ
Ω Ω Ω

 
 = − − 

 
  L L L L L (9.11)

 )تکراری(
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0M

,EI

0M

 :یممی کن محاسبه تک تک را دارد چندجمله ای فرم حدسی تابع که حالتی در  )9.11( رابطه پارامترهای اکنون

-9 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

(9.4)& (9.18) 

0
1 ( )( )

2( ) xx
MN p dx
EIΩ

 = −


L (9.22)

( ) 1 ( )( ) ( )(9.18)& (9.19) 0 ( ) 0x xxN dxψ ψ
Ω

 =  =L L (9.23)

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

02M
EI

= − 0

0

2M x
EI

= −

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0M

,EI

0M

-9 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

(9.24)1 1( ) ( ))( ) ( 4x xN N dx
Ω

 = L L

0
4 4x = 

 :داشت خواهیم )9.11( معادلات دستگاه در )9.24( تا )9.22( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

0
1(9.22) (9.24) (9.11)
2
Mto
EI

α→  = (9.25)

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

 :ی آیدم دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )9.17( رابطه در      ثابت  جایگذاری با
1α

(9.25) (9.17)→  0
( ) ( )

2x
M x x
EI

ψ = −  (9.26)  )است دقیق پاسخ همان(
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.نمایید محاسبه LSM روش به را زیر دیفرانسیل معادله تقریبی پاسخ  -10 مثال

( )
3 sin( )

sin(2)xy x x= +

2
( )

( )2 (0 , 2)x
x

d y
y x x

dx
+ = ∈

(0)

(2)

@ 0 0
:

@ 2 5
x y

BC
x y

=  =
 =  =

:است زیر صورت به تحلیلی یا دقیق پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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 :می گردد بازنویسی زیر صورت به حاکم دیفرانسیل معادله-10 مثال پاسخ

( ) ( )( )(1) 0x xy p + =L

2

( )2 1 0x
d y x
dx
 

 + − = 
 

(10.1)

2

2

( )

1
(0 , 2)

x

d
dx

p x

  +   Ω =  
 = −

L =

2
( )

( )2
x

x

d y
y x

dx
+ =

 با همچنین و )16( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .می گیریم نظر در جمله ای چند فرم به حدسی تابع یک جا این در

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت به حدسی تابع یک مرزی شرایط به مربوط نقاط به توجه

2
( ) ( ) ( ) 1 2

1
( )(16) 2.5 ( 2) ( 2)

n

x x i i x
i

xg x x x x xψ ψ α ψ α α
=

 = +  = + − + − (10.2)

 :)10.2( رابطه به توجه با

2
1 2 ( )( ) ( )(10.2) ( 2) , ( 2) , 2.5xx xN x x N x x xψ= = − − = (10.3)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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-10 مثال پاسخ

(10.3)&(10.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψ + =  + =M

(10.3)&(10.5)

(2) (2)(14) ( ) 0 1(2.5 2) 5 0rψ + =  × − =M

OK

OK

( )
( )
( )

(10.3)

2( )
1 ( 2) 0

(14) 0
2 ( 2) 0i x

for i x x
N

for i x x

= − =
 = 

= − =

M
M

M
(10.6)

0
(0) (0)0 0 0BC y d y =  + =

(0) (0)( )(2) 0y r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (10.4)

0
(2) (2)5 5 0BC y d y =  − =

(2) (2)( )(2) 0y r + =M (2)1 , 5r


 = = −


M (10.5)

0 0 =

0 0 =

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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:می آید در زیر صورت به )10.6( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

1
2

2

( )

( )

1 ( 2) 0
(10.4) (10.5) (10.6)

2 ( 2) 0
x

x

for i N x x
or

for i N x x
=

=

= − =
→ 

= − =
(10.7)

:داشت خواهیم            یعنی جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1
1

1

(0)
( )

(2)

0 0
1 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

=  =
=  − =   =  =

22
2

2

(0)
( )

(2)

0 0
2 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

=  =
=  − =   =  =

OK

OK

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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 :می شود تشکیل زیر صورت به جمله 2 فرض با معادلات دستگاه )50( رابطه براساس-10 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

 :می کنیم محاسبه تک تک را )10.8( رابطه پارامترهای اکنون

24 3
2

0

1 ( )( )

(10.1)& (10.3)

2 8
4 3 3

8( )
3xx

x x x

N p dx
Ω



 
= − − + = − 

 

 = −L (10.9)
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Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

2 22 2
2 ( ) 2 20

25 4
3 2

2 ( )

0

( )

( )

( )( ) 1 ( 2) 1 2.5

5 2 2 16 ( ) 16
2 5 2

x

x

x

x

d dN dx x x x dx
dx dx

x x x x N p dx

ψ
Ω

Ω

     
= + − +     

     

 
= − + − =  = 

 

 



L L

L (10.12)

24 3
2

0

1 ( )( ) ( )

5 2 20
2 4 3 3

20( )
3xx

x x x

N dxψ
Ω

 
= − + = 

 

 =L L (10.11)

( )
22 5 42 2 3 2

2 ( ) 20
0

2 ( )

( )

( )

32( ) 1 ( 2) 2 2
5 2 5

32( )
5

x

x

x

x

d x xN p dx x x x dx x x
dx

N p dx

Ω

Ω

    
= + − − = − − + − = −    

    

 = −

 



L

L (10.10)
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2 22 2

1 1 2 2 00

1 1

( ) ( ))

( ) ( ))

( ) ( 1 ( 2) 1 ( 2) 4 8

( ) ( 8

x x

x x

d dN N dx x x x x dx x
dx dx

N N dx
Ω

Ω

     
= + − + − = =     

     

 =

 



L L

L L (10.13)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

2 22 22 2
1 2 2 2 00

1 2

( ) ( ))

( ) ( ))

( ) ( 1 ( 2) 1 ( 2) (6 8 ) 8

( ) ( 8

x x

x x

d dN N dx x x x x dx x x
dx dx

N N dx
Ω

Ω

     
= + − + − = − =     

     

 =

 



L L

L L (10.14)

2 1( ) ( ))( ) ( 8x xN N dx
Ω

 =L L (10.15)

2 22 2 2
2 2 2 20

23 2
2 20

( ) ( ))

( ) ( ))

( ) ( 1 ( 2) 1 ( 2)

(12 24 16 ) 32 ( ) ( 32

x x

x x

d dN N dx x x x x dx
dx dx

x x x N N dx

Ω

Ω

     
= + − + −     

     

= − + =  =

 



L L

L L (10.16)
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-10 مثال پاسخ

1
1 1

2 2

448 8 15(10.17) 488 32 7
5 30

α α
α α

−
 − −            =  =         −       −    

(10.18)

 :می شود نتیجه )10.17( معادله حل با

 :می آید دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )10.2( رابطه در      ثابت های جایگذاری با
iα

 :داشت خواهیم )10.8( معادلات دستگاه در )10.16( تا )10.9( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

3 2
( )

7 1 91(10.18) (10.2)
30 5 30x x x xψ→  = − + + (10.19)

1

2

48 8
(10.9) (10.16) (10.8) 488 32

5
to

α
α

−     →  =     −      

(10.17)
 )است متقارن ضرایب ماتریس(

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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-10 مثال پاسخ

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

 

 

( )xψ
( )xy

x

( )y x

 ل مورد نظرنمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسی

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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.نمایید محاسبه LSM روش به را زیر دیفرانسیل معادله تقریبی پاسخ  -11 مثال

( ) 0.42546 0.42546x x
xu e e −= −

2
( )

( )2 0 (0 ,1)x
x

d u
u x

dx
− = ∈

(0)

(1)

@ 0 0
:

@ 1 1
x u

BC
x u

=  =
 =  =

:است زیر صورت به تحلیلی یا دقیق پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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 :می گردد بازنویسی زیر صورت به حاکم دیفرانسیل معادله-11 مثال پاسخ

( ) ( )( )(1) 0x xu p + =L

2

( )2 1 0 0x
d u
dx
 

 − + = 
 

(11.1)[ ]
2

2

( )

1
0 ,1

0x

d
dx

p

  −   Ω =  
 =

L =

2
( )

( )2 0x
x

d u
u

dx
− =

 به توجه با همچنین و )18( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .می گیریم نظر در مثلثاتی فرم به حدسی تابع یک جا این در

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت به حدسی تابع یک مرزی شرایط به مربوط نقاط

( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 2
1

(18) sin sin sin 2
n

x x i x
i

i x x x xπψ ψ α ψ α π α π
=

  = +  = + + 
 

 
(11.2)

 :)11.2( رابطه به توجه با

( ) ( )1 2 ( )( ) ( )(11.2) sin , sin 2 , xx xN x N x xπ π ψ= = = (11.3)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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-11 مثال پاسخ

(11.3)&(11.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψ + =  + =M

(11.3)&(11.5)

(1) (1)(14) ( ) 0 1(1) 1 0rψ + =  − =M

OK

OK

( ) ( )
(11.3)

( )(14) 0 sin( ) 0i xN i xπ =  =M M (11.6)

0
(0) (0)0 0 0BC u d u =  + =

(0) (0)( )(2) 0u r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (11.4)

0
(1) (1)1 1 0BC u d u =  − =

(1) (1)( )(2) 0u r + =M (1)1 , 1r


 = = −


M (11.5)

0 0 =

0 0 =

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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-11 مثال پاسخ

:می آید در زیر صورت به )11.6( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

( )(11.4) (11.5) (11.6) sin( ) 0i xor N i xπ=→  = (11.7)

:داشت خواهیم            یعنی جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1
1

1

(0)
( )

(1)

0 0
1 sin( ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

=  =
=  =   =  =

2
2

2

(0)
( )

(1)

0 0
2 sin(2 ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

=  =
=  =   =  =

OK

OK

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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-11 مثال پاسخ

1 1 1 2
1

22 1 2 2

1 ( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( ( ) (
(50)

( ) ( ( ) (

( ) ( )

( ) ( )

x x

x x

x x x x

x x x x

x x

x x

N N dx N N dx

N N dx N N dx

N p dx N dx

N p dx N dx

α
α

ψ

ψ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

 
   

   
  

 
 − −
 

=  
− − 
 

 

 

 

 

L L L L

L L L L

L L L

L L L

(11.8)

 :می شود تشکیل زیر صورت به جمله 2 فرض با معادلات دستگاه )50( رابطه براساس

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

 :می کنیم محاسبه تک تک را )11.8( رابطه پارامترهای اکنون

1 ( )( )(11.1)& (11.3) ( ) 0xxN p dx
Ω

 =L (11.9)

2 ( )( )(11.1)& (11.3) ( ) 0xxN p dx
Ω

 =L (11.10)
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Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

( )
2 21

2 ( ) 2 20

2 21 2
2 ( )0

( )

( )

( )( ) 1 sin 2 1

1 4 1 4(1 4 ) sin(2 ) ( )
2 2

x

x

x

x

d dN dx x x dx
dx dx

x x dx N p dx

ψ π

π ππ π
π π

Ω

Ω

     
= − − =     

     
+ ++ = −  = −

 

 

L L

L (11.12)

2

1 ( )( ) ( )
1( ) xxN dx πψ

πΩ

+=L L (11.11)

( ) ( )

( )

2 21

1 1 2 20

2 2 2 21 22
1 10

( ) ( ))

( ) ( ))

( ) ( 1 sin 1 sin

(1 ) (1 )(1 )sin( ) ( ) (
2 2

x x

x x

d dN N dx x x dx
dx dx

x dx N N dx

π π

π ππ π

Ω

Ω

     
= − − =     

     
+ +− + =  =

 

 

L L

L L (11.13)
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-11 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

1 2 2
1 20
( ) ( ))(1 )(1 4 )sin( )sin(2 ) 0 ( ) ( 0x xx x dx N N dxπ π π π

Ω

+ + =  = L L (11.14)

( ) ( )
2 21 22

2 1 2 2 00

1 2 2
2 10

( ) ( ))

( ) ( ))

( ) ( 1 sin 2 1 sin (6 8 ) 8

(1 )(1 4 )sin( )sin(2 ) 0 ( ) ( 0

x x

x x

d dN N dx x x dx x x
dx dx

x x dx N N dx

π π

π π π π

Ω

Ω

     
= − − = − =     

     

+ + =  =

 

 

L L

L L (11.15)

( ) ( )

( )

2 21

2 2 2 20

2 2 2 21 22
2 20

( ) ( ))

( ) ( ))

( ) ( 1 sin 2 1 sin 2

(1 4 ) (1 4 )(1 4 )sin(2 ) ( ) (
2 2

x x

x x

d dN N dx x x dx
dx dx

x dx N N dx

π π

π ππ π

Ω

Ω

     
= − −     

     
+ +− + =  =

 

 

L L

L L (11.16)
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-11 مثال پاسخ

1 3

2

58.5688
(11.17) 10

7.8637
α
α

−−   
 = ×   

  
(11.18)

 :می شود نتیجه )11.17( معادله حل با

 :می آید دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )11.2( رابطه در      ثابت های جایگذاری با
iα

 :داشت خواهیم )11.8( معادلات دستگاه در )11.16( تا )11.9( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

( ) ( )3 3
( )(11.18) (11.2) 58.5688 10 sin 7.8637 10 sin 2x x x xψ π π− −→  = − × + × (11.19)

22 2

1
2 2 2

2

1(1 ) 0
2(11.9) (11.16) (11.8)

(1 4 ) 1 40
2 2

to

ππ
α π
απ π

π

   ++ −       →  =   
+ +     

      

(11.17)

 )است متقارن ضرایب ماتریس(

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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0.4

0.6
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( )xψ
( )xu

x

( )u x

 ل مورد نظرنمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسی

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(

( ) ( ) ( 1 , 2 , 3 , , )i ix xw N i n= =  (51)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
  عتواب سری یک صورت به وزنی تابع روش، این در

 روش این از .می شود گرفته نظر در آزمایشی )حدسی(

  .می گردد استفاده محدود المان روش توسعه برای

 )24( رابطه در )51( پیشنهادی وزنی تابع جایگذاری با

:می شود نتیجه

1 ( )

2 ( )

( )

( )

( )

( )

0

0
(51) (24)

0

x

x

n x

x

x

x

N R dx

N R dx

N R dx

Ω

Ω

Ω

=

=
→ 

=








(52)

(53)
( ) ( )

( ) ( ))

( ) ( ) ( )

(ij i j

i i x i x

x x

x x

s N N dx

z N p dx N dxψ
Ω

Ω Ω

=

= − −



 

L

L
(51) (28)→ 

:می شود نتیجه )28( رابطه در وزنی تابع جای به              حدسی تابع جایگذاری با همچنین ( )i xN
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Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

1 1 1 2 1

1

2 1 2 2 2 2

1 2

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ( (

( ( (

( ( (

n

n

n
n n n n

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

N N dx N N dx N N dx

N N dx N N dx N N dx

N N dx N N dx N N dx

α
α

α

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

 
 

  
    

   
   
    
  

  

  

  





   



L L L

L L L

L L L

1 ( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

x x

x x

n x n x

x x

x x

x x

N p dx N dx

N p dx N dx

N p dx N dx

ψ

ψ

ψ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

=



 − −
 
 

− −  
 
 
 

− − 
  

 

 

 


L

L

L

(54)

(53):می آید در زیر صورت به )29( رابطه ،)53( رابطه اساس بر (29)→ 

روش باشد الحاقی خود دیفرانسیلی عملگر اگر LSM دمی کن تولید معین مثبت و متقارن را ضرایب ماتریس خودکار طور به.   

روش در نیاز مورد محاسباتی عملیات GM است هزینه کم. 

:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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 مقایسه تحلیلی مقدار با و محاسبه LSM روش به زیر حالت دو در  را شده داده نشان تیر در خیز تقریبی مقدار  -12 مثال

 .نمایید

 مثلثاتی فرم حدسی تابع -الف

جمله ای چند فرم حدسی تابع -ب

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(

0M

,EI

0M
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-12 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

   :است زیر صورت به تیر بر حاکم دیفرانسیل معادله خیز، و خمش بین رابطه به توجه با

2
( )

02 0 (0 , )xd y
EI M x

dx
− = ∈  (12.1)

 :تاس زیر صورت به مرزی شرایط شکل به توجه با

(0)

( )

@ 0 0
:

@ 0
x y

BC
x y

=  =
 =  = 

(12.2)

   :می آید دست به تحلیلی پاسخ مستقیم انتگرال گیری روش از استفاده با

0
( ) ( )

2x
My x x
EI

= −  (12.3)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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-12 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

 :می گردد بازنویسی زیر صورت به تیر بر حاکم دیفرانسیل معادله

( ) ( )( )(1) 0x xy p + =L

2
0

( )2 0x
Md y

dx EI
 

 − = 
 

(12.4)

2

2

0
( )

(0 , )

x

d
dx
Mp
EI

      Ω =
 = −


L =

2
( ) 0
2(12.1) xd y M

dx EI
 =

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت به حدسی تابع )18( رابطه در جمله یک تنها گرفتن نظر در با

( ) ( ) ( ) 1
1

(18) sin sin
n

x x i x
i

i x xπ πψ ψ α ψ α
=

    = +  =   
   

  
(12.5)

 :)12.5( رابطه به توجه با

1 ( )( )(12.5) sin , 0xx
xN π ψ=

  = 
 

(12.6)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

 تیمثلثا فرم حدسی تابع -الف

:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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0
(0) (0)0 0 0BC y d y =  + =

(0) (0)( )(2) 0y r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (12.7)

(12.6)&(12.7)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψ + =  + =  =M

0
( ) ( )0 0 0BC y d y =  + = 

( ) ( )( )(2) 0y r + = M ( )1 , 0r


 = =


M (12.8)

(12.6)&(12.8)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψ + =  + =  = M

OK

OK

-12 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

( )
(12.6)

1( )(14) 0 sin 0x
xN π   =  =  

  
M M (12.9)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
 اتیمثلث فرم حدسی تابع -الف

:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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:می آید در زیر صورت به )12.9( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

1( ) sin 0x
xN π

=
  = 
 

(12.10)

:داشت خواهیم            یعنی جمله دو گرفتن نظر در با 1n =

1
1

1

(0)
( )

( )

0 0
1 sin 0 @

0
x

x Nxi N
x N

π =  = =  = =    =  =    

0M

,EI

0M

 :می شود تشکیل زیر صورت به جمله 1 فرض با معادلات دستگاه )54( رابطه براساس

OK

-12 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
 اتیمثلث فرم حدسی تابع -الف

:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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0M

,EI

0M

 :می کنیم محاسبه تک تک را )12.11( رابطه پارامترهای اکنون

-12 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

0 0

0

2cosM Mx
EI EI

π
π π

 = = − 
 






(12.4)& (12.6) 

0
1 ( )( )

2
xx

MN p dx
EIπΩ

 = −


(12.12)

( ) 1 ( )( ) ( )(12.6) 0 0x xxN dxψ ψ
Ω

 =  = L (12.13)

 اتیمثلث فرم حدسی تابع -الف
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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0M

,EI

0M

-12 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

(12.14)
2

1 1( ) ( ))(
2

x xN N dx π
Ω

 = − 
L

 :داشت خواهیم )12.11( معادلات دستگاه در )12.14( تا )12.12( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

2
0

1 3

4(12.12) (12.14) (12.11) Mto
EI

α
π

→  = −  (12.15)

 اتیمثلث فرم حدسی تابع -الف

2

2
π= −


2
2

2 0
sin x dxπ π = −  

 


 

:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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0M

,EI

0M

 

( )xψ
( )xy


0

x

Deflection

 ل مورد نظرنمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسی

-12 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

 :ی آیدم دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )12.5( رابطه در      ثابت  جایگذاری با
1α

(12.15) (12.5)→ 
2

0
( ) 3

4 sinx
M x
EI

πψ
π

 = −  
 




(12.16)

 اتیمثلث فرم حدسی تابع -الف
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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0M

,EI

0M

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

 به حدسی تابع یک مرزی شرایط به مربوط نقاط به توجه با همچنین و )16( رابطه در جمله یک تنها گرفتن نظر در با

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت

( ) ( ) ( ) 0 1
1

( )(16) ( )
n

x x i i x
i

xg x xψ ψ α ψ α α
=

 = +  = + −  (12.17)

 :)12.17( رابطه به توجه با

1 ( ) 0( )(12.17) ( ) , xxN x x ψ α= − = (12.18)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

-12 مثال پاسخ
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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(12.7)&(12.18)

(0) (0) 0(14) ( ) 0 1( ) 0 0rψ α + =  + =M

(12.8)&(12.18)&(12.19)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψ + =  + =  = M

OK

OK

0M

,EI

0M

( ) ( )
(12.18)

( )(14) 0 ( ) 0i xN x x =  − =M M (12.20)

0
(0) (0)0 0 0BC y d y =  + =

(0) (0)( )(2) 0y r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (12.7)  )تکراری(

0
( ) ( )0 0 0BC y d y =  + = 

( ) ( )( )(2) 0y r + = M ( )1 , 0r


 = =


M (12.8)  )تکراری(

(12.19)

0 0
Must be

α = 0 0 =

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

-12 مثال پاسخ
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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:می آید در زیر صورت به )12.20( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

1( ) ( ) 0xN x x= − = (12.21)

:داشت خواهیم            یعنی جمله  یک گرفتن نظر در با 1n =

1
1

1

(0)
( )

( )

0 0
1 ( ) 0 @

0
x

x N
i N x x

x N
=

=  =
=  − =   =  =


 

0M

,EI

0M

OK

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

-12 مثال پاسخ

 :می شود تشکیل زیر صورت به جمله 1 فرض با معادلات دستگاه )54( رابطه براساس

1 1 1 1 ( ) 1 ( )( ) ( )) ( ) ( ) ( )(54) ( x xx x x xN N dx N p dx N dxα ψ
Ω Ω Ω

 
 = − − 

 
  L L (12.11)

 )تکراری(

:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(



143

0M

,EI

0M

 :یممی کن محاسبه تک تک را دارد چندجمله ای فرم حدسی تابع که حالتی در  )12.11( رابطه پارامترهای اکنون

-12 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

(12.4)& (12.18) 

3
0

1 ( )( )
6xx
MN p dx
EIΩ

 =
 (12.22)

( ) 1 ( )( ) ( )(12.18)& (12.19) 0 0x xxN dxψ ψ
Ω

 =  = L (12.23)

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

3
0

6
M
EI

= 3 2
0

0
3 2

M x x
EI

 
= − − 

 




:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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0M

,EI

0M

-12 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

(12.24)
3

1 1( ) ( ))(
3

x xN N dx
Ω

 = −


L

3 3
2

0

2
3 3
x x− = −




 :داشت خواهیم )12.11( معادلات دستگاه در )12.24( تا )12.22( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

0
1(12.22) (12.24) (12.11)
2
Mto
EI

α→  = (12.25)

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

 :ی آیدم دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )12.17( رابطه در      ثابت  جایگذاری با
1α

(12.25) (12.17)→  0
( ) ( )

2x
M x x
EI

ψ = −  (12.26)  )است دقیق پاسخ همان(

:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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.نمایید محاسبه SDM روش به را زیر دیفرانسیل معادله تقریبی پاسخ  -13 مثال

( )
3 sin( )

sin(2)xy x x= +

2
( )

( )2 (0 , 2)x
x

d y
y x x

dx
+ = ∈

(0)

(2)

@ 0 0
:

@ 2 5
x y

BC
x y

=  =
 =  =

:است زیر صورت به تحلیلی یا دقیق پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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 :می گردد بازنویسی زیر صورت به حاکم دیفرانسیل معادله-13 مثال پاسخ

( ) ( )( )(1) 0x xy p + =L

2

( )2 1 0x
d y x
dx
 

 + − = 
 

(13.1)

2

2

( )

1
(0 , 2)

x

d
dx

p x

  +   Ω =  
 = −

L =

2
( )

( )2
x

x

d y
y x

dx
+ =

 با همچنین و )16( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .می گیریم نظر در جمله ای چند فرم به حدسی تابع یک جا این در

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت به حدسی تابع یک مرزی شرایط به مربوط نقاط به توجه

2
( ) ( ) ( ) 1 2

1
( )(16) 2.5 ( 2) ( 2)

n

x x i i x
i

xg x x x x xψ ψ α ψ α α
=

 = +  = + − + − (13.2)

 :)13.2( رابطه به توجه با

2
1 2 ( )( ) ( )(13.2) ( 2) , ( 2) , 2.5xx xN x x N x x xψ= = − − = (13.3)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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-13 مثال پاسخ

(13.3)&(13.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψ + =  + =M

(13.3)&(13.5)

(2) (2)(14) ( ) 0 1(2.5 2) 5 0rψ + =  × − =M

OK

OK

( )
( )
( )

(13.3)

2( )
1 ( 2) 0

(14) 0
2 ( 2) 0i x

for i x x
N

for i x x

= − =
 = 

= − =

M
M

M
(13.6)

0
(0) (0)0 0 0BC y d y =  + =

(0) (0)( )(2) 0y r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (13.4)

0
(2) (2)5 5 0BC y d y =  − =

(2) (2)( )(2) 0y r + =M (2)1 , 5r


 = = −


M (13.5)

0 0 =

0 0 =

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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-13 مثال پاسخ
:می آید در زیر صورت به )13.6( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

1
2

2

( )

( )

1 ( 2) 0
(13.4) (13.5) (13.6)

2 ( 2) 0
x

x

for i N x x
or

for i N x x
=

=

= − =
→ 

= − =
(13.7)

:داشت خواهیم            یعنی جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1
1

1

(0)
( )

(2)

0 0
1 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

=  =
=  − =   =  =

22
2

2

(0)
( )

(2)

0 0
2 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

=  =
=  − =   =  =

OK

OK

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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-13 مثال پاسخ

1 1 1 2
1

22 1 2 2

1 ( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( (
(54)

( (

x x

x x

x x x x

x x x x

x x

x x

N N dx N N dx

N N dx N N dx

N p dx N dx

N p dx N dx

α
α

ψ

ψ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

 
   

   
  

 
 − −
 

=  
− − 
 

 

 

 

 

L L

L L

L

L

(13.8)

 :می شود تشکیل زیر صورت به جمله 2 فرض با معادلات دستگاه )54( رابطه براساس

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

 :می کنیم محاسبه تک تک را )13.8( رابطه پارامترهای اکنون

( )
23 42

1 ( ) 0
0

1 ( )

( )

( )

(13.1)& (13.3)

2 4( 2)
3 4 3

4
3

x

x

x

x

x xN p dx x x x dx

N p dx

Ω

Ω



= − − = − =

 =

 

 (13.9)

:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(



-13 مثال پاسخ

150

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

25 4

2 ( )

0

( ) ( )
5 4 4
2 5 2 xx
x x N dxψ

Ω

 
= − = −  = − 

 
 L (13.12)

22 4 32

1 ( ) 20
0

1 ( )

( )

( )

( )

( )

5 2 10( 2) 1 2.5
2 4 3 3

10
3

x

x

x

x

d x xN dx x x x dx
dx

N dx

ψ

ψ

Ω

Ω

    
= − + = − = −    

    

 = −

 



L

L (13.11)

2 ( )( )
8
5xxN p dx

Ω

 = (13.10)

:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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-13 مثال پاسخ
25

4 3 2

0

1 1( ) ( ))

82 2
5 5

8(
5

x x

x x x x

N N dx
Ω

 
= − + − = − 
 

 = − L (13.13)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

22 62 2 5 4 3 2
1 2 20

0

1 2

( ) ( ))

( ) ( ))

4 5 16 8( ( 2) 1 ( 2) 4
6 5 2 3 5

8(
5

x x

x x

d xN N dx x x x x dx x x x x
dx

N N dx

Ω

Ω

    
= − + − = − + − + = −    

    

 = −

 



L

L (13.14)
26

5 4 3

0

2 1( ) ( ))

4 3 4 8
6 5 2 3 5

8(
5

x x

x x x x

N N dx
Ω

 
= − + − = − 
 

 = − L (13.15)
22 2 2

2 2 20

27
6 5 4 3

2 2

0

( ) ( ))

( ) ( ))

( ( 2) 1 ( 2)

2 8 64 642 4 (
7 3 3 21 21

x x

x x

dN N dx x x x x dx
dx

x x x x x N N dx

Ω

Ω

  
= − + −  

  

 
= − + − + = −  = − 
 

 



L

L (13.16)

:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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-13 مثال پاسخ

1

1 1

2 2

8 8 2 0.97375 5(10.17) 128 64 0.2763
55 21

α α
α α

−
 − −    −       =  =        −       − −    

(13.18)

 :می شود نتیجه )13.17( معادله حل با

 :می آید دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )13.2( رابطه در      ثابت های جایگذاری با
iα

 :داشت خواهیم )13.8( معادلات دستگاه در )13.16( تا )13.9( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

3 2
( )(13.18) (13.2) 0.2763 0.4211 4.4474x x x xψ→  = − − + (13.19)

1

2

8 8 2
5 5(13.9) (13.16) (13.8) 128 64

55 21

to
α
α

 − −       →  =     
    − −    

(13.17)
 )است متقارن ضرایب ماتریس(

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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-13 مثال پاسخ

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

 

 

( )xψ
( )xy

x

( )y x

 ل مورد نظرنمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسی

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(



15
4

.نمایید محاسبه GM روش به را زیر دیفرانسیل معادله تقریبی پاسخ  -14 مثال

( ) 0.42546 0.42546x x
xu e e −= −

2
( )

( )2 0 (0 ,1)x
x

d u
u x

dx
− = ∈

(0)

(1)

@ 0 0
:

@ 1 1
x u

BC
x u

=  =
 =  =

:است زیر صورت به تحلیلی یا دقیق پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(



155

 :می گردد بازنویسی زیر صورت به حاکم دیفرانسیل معادله-14 مثال پاسخ

( ) ( )( )(1) 0x xu p + =L

2

( )2 1 0 0x
d u
dx
 

 − + = 
 

(14.1)[ ]
2

2

( )

1
0 ,1

0x

d
dx

p

  −   Ω =  
 =

L =

2
( )

( )2 0x
x

d u
u

dx
− =

 به توجه با همچنین و )18( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .می گیریم نظر در مثلثاتی فرم به حدسی تابع یک جا این در

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت به حدسی تابع یک مرزی شرایط به مربوط نقاط

( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 2
1

(18) sin sin sin 2
n

x x i x
i

i x x x xπψ ψ α ψ α π α π
=

  = +  = + + 
 

 
(14.2)

 :)14.2( رابطه به توجه با

( ) ( )1 2 ( )( ) ( )(14.2) sin , sin 2 , xx xN x N x xπ π ψ= = = (14.3)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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-14 مثال پاسخ

(14.3)&(14.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψ + =  + =M

(14.3)&(14.5)

(1) (1)(14) ( ) 0 1(1) 1 0rψ + =  − =M

OK

OK

( ) ( )
(14.3)

( )(14) 0 sin( ) 0i xN i xπ =  =M M (14.6)

0
(0) (0)0 0 0BC u d u =  + =

(0) (0)( )(2) 0u r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (14.4)

0
(1) (1)1 1 0BC u d u =  − =

(1) (1)( )(2) 0u r + =M (1)1 , 1r


 = = −


M (14.5)

0 0 =

0 0 =

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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-14 مثال پاسخ

:می آید در زیر صورت به )14.6( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

( )(14.4) (14.5) (14.6) sin( ) 0i xor N i xπ=→  = (14.7)

:داشت خواهیم            یعنی جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1
1

1

(0)
( )

(1)

0 0
1 sin( ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

=  =
=  =   =  =

2
2

2

(0)
( )

(1)

0 0
2 sin(2 ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

=  =
=  =   =  =

OK

OK

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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-14 مثال پاسخ

1 1 1 2
1

22 1 2 2

1 ( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( (
(54)

( (

x x

x x

x x x x

x x x x

x x

x x

N N dx N N dx

N N dx N N dx

N p dx N dx

N p dx N dx

α
α

ψ

ψ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

 
   

   
  

 
 − −
 

=  
− − 
 

 

 

 

 

L L

L L

L

L

(14.8)

 :می شود تشکیل زیر صورت به جمله 2 فرض با معادلات دستگاه )54( رابطه براساس

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

 :می کنیم محاسبه تک تک را )14.8( رابطه پارامترهای اکنون

1 ( )( )(14.1)& (14.3) 0xxN p dx
Ω

 = (14.9)

2 ( )( )(14.1)& (14.3) 0xxN p dx
Ω

 = (14.10)

:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(



-14 مثال پاسخ

159

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

1

2 ( )0
( ) ( )

1 1sin(2 )
2 2xxx x dx N dxπ ψ
π πΩ

− =  =  L (14.12)

( )
21 1

1 ( ) 20 0

1 ( )

( )

( )

( )

( )

1sin 1 sin( )

1

x

x

x

x

dN dx x x dx x x dx
dx

N dx

ψ π π
π

ψ
π

Ω

Ω

  
= − = − = −  

  

 = −

  



L

L (14.11)

( ) ( )
21

1 1 20

2 21 2 2
1 10

( ) ( ))

( ) ( ))

( sin 1 sin

1 1(1 )sin ( ) (
2 2

x x

x x

dN N dx x x dx
dx

x dx N N dx

π π

π ππ π

Ω

Ω

  
= − =  

  
+ +− + = −  = −

 

 

L

L (14.13)

:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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-14 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

( ) ( )
21

1 2 20

1 2
1 20

( ) ( ))

( ) ( ))

( sin 1 sin 2

(1 4 )sin( )sin(2 ) 0 ( 0

x x

x x

dN N dx x x dx
dx

x x dx N N dx

π π

π π π

Ω

Ω

  
= − =  

  

− + =  =

 

 

L

L (14.14)

1 2
2 10
( ) ( ))(1 )sin( )sin(2 ) 0 ( 0x xx x dx N N dxπ π π

Ω

− + =  =  L (14.15)

( ) ( )
21

2 2 20

2 21 2 2
2 20

( ) ( ))

( ) ( ))

( sin 2 1 sin 2

1 4 1 4(1 4 )sin (2 ) (
2 2

x x

x x

dN N dx x x dx
dx

x dx N N dx

π π

π ππ π

Ω

Ω

  
= −  

  
+ +− + = −  = −

 

 

L

L (14.16)

:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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-14 مثال پاسخ

1 3

2

58.5688
(14.17) 10

7.8637
α
α

−−   
 = ×   

  
(14.18)

 :می شود نتیجه )14.17( معادله حل با

 :می آید دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )14.2( رابطه در      ثابت های جایگذاری با
iα

 :داشت خواهیم )14.8( معادلات دستگاه در )14.16( تا )14.9( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

( ) ( )3 3
( )(14.18) (14.2) 58.5688 10 sin 7.8637 10 sin 2x x x xψ π π− −→  = − × + × (14.19)

2

1
2

2

11 0
2(14.9) (14.16) (14.8)

11 40
22

to

π
α π
απ

π

 +  −       →  =   
+     −−     

(14.17)

 )است متقارن ضرایب ماتریس(

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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-14 مثال پاسخ

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

 

( )xψ
( )xu

x

( )u x

 ل مورد نظرنمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسی

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:GM( گالرکین روش .4 Galerkin Method(
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Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )) ( ))

( ) ( ) ( )

( ( i
ij i j j

i i x i x

x
x x x

x x

dNs N N dx N dx dx
dx

z N p dx N dxψ

Ω
Ω Ω

Ω Ω

= −

= − −

  

 

L L

L
(56)

 استفاده      همحاسب برای جزء به جزء انتگرال گیری از که تفاوت این با است گالرکین روش به شبیه کاملا روش این

  .می گردد
ijs

  :داشت خواهیم )53( رابطه در )56( رابطه جایگذاری با نهایت در

Integration( جزء به جزء گیری انتگرال by parts(uv dx uv u vdx
Ω Ω

′ ′= −  (55)

ijs  :می شود محاسبه زیر صورت به جزء به جزء گیری انتگرال از استفاده با      مقدار )53( رابطه از

( ) ( )
( ) ( ))

( ))

( )
( ) ( )) ( ))

(53) (
(

( (

i
ij i j

j

i
ij i j j

x x
x x

x

x
x x x

U N
s N N dx if

dV N dx

dNs N N dx N dx dx
dx

Ω

Ω
Ω Ω Ω

=
 = 

=

 
 = −  

 



  

L
L

L L (56)

:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

( ) ( )
( ) ( )

1 1
1 1 1 1

2 2
2 1 1 2

1 1

( ) ( )
( ) ( )) ( )) ( ) ( )) ( ))

( ) ( )
( ) ( )) ( )) ( ) ( )) ( ))

( ) ( )) ( ))

( ( ( (

( ( ( (

( (

n n

n n

n

x x
x x x x x x

x x
x x x x x x

x x x

dN dNN N dx N dx dx N N dx N dx dx
dx dx

dN dNN N dx N dx dx N N dx N dx dx
dx dx

N N dx N

Ω Ω
Ω Ω Ω Ω

Ω Ω
Ω Ω Ω Ω

Ω
Ω

− −

− −

−

     

     







  

L L L L

L L L L

L L( ) ( )
1 ( ) 1 ( )

1

2 ( ) 2 ( )2

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )) ( ))

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( (n n
n n n

x x

x x

n
n x n x

x x
x x x

x x

x x

x x

dN dNdx dx N N dx N dx dx
dx dx

N p dx N dx

N p dx N dx

N p dx N dx

ψ
α

ψα

α
ψ

Ω
Ω Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

 
 
 
 
 
 
 
 
 −  

 − −


 
  − − × =  
 
   − −

    

 

 

 



 

L L

L

L

L




 
  


 
 
 
  

(57)

:می آید در زیر صورت به )29( رابطه ،)56( رابطه اساس بر

(56) (29)→ 

:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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 مقایسه تحلیلی مقدار با و محاسبه LSM روش به زیر حالت دو در  را شده داده نشان تیر در خیز تقریبی مقدار  -15 مثال

 .نمایید

 مثلثاتی فرم حدسی تابع -الف

جمله ای چند فرم حدسی تابع -ب

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(

0M

,EI

0M
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-15 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

   :است زیر صورت به تیر بر حاکم دیفرانسیل معادله خیز، و خمش بین رابطه به توجه با

2
( )

02 0 (0 , )xd y
EI M x

dx
− = ∈  (15.1)

 :تاس زیر صورت به مرزی شرایط شکل به توجه با

(0)

( )

@ 0 0
:

@ 0
x y

BC
x y

=  =
 =  = 

(15.2)

   :می آید دست به تحلیلی پاسخ مستقیم انتگرال گیری روش از استفاده با

0
( ) ( )

2x
My x x
EI

= −  (15.3)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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-15 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

 :می گردد بازنویسی زیر صورت به تیر بر حاکم دیفرانسیل معادله

( ) ( )( )(1) 0x xy p + =L

2
0

( )2 0x
Md y

dx EI
 

 − = 
 

(15.4)

2

2

0
( )

(0 , )

x

d
dx
Mp
EI

      Ω =
 = −


L =

2
( ) 0
2(15.1) xd y M

dx EI
 =

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت به حدسی تابع )18( رابطه در جمله یک تنها گرفتن نظر در با

( ) ( ) ( ) 1
1

(18) sin sin
n

x x i x
i

i x xπ πψ ψ α ψ α
=

    = +  =   
   

  
(15.5)

 :)15.5( رابطه به توجه با

1 ( )( )(15.5) sin , 0xx
xN π ψ=

  = 
 

(15.6)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

 تیمثلثا فرم حدسی تابع -الف

:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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0
(0) (0)0 0 0BC y d y =  + =

(0) (0)( )(2) 0y r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (15.7)

(15.6)&(15.7)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψ + =  + =  =M

0
( ) ( )0 0 0BC y d y =  + = 

( ) ( )( )(2) 0y r + = M ( )1 , 0r


 = =


M (15.8)

(15.6)&(15.8)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψ + =  + =  = M

OK

OK

-15 مثال پاسخ

0M

,EI

0M

( )
(15.6)

1( )(14) 0 sin 0x
xN π   =  =  

  
M M (15.9)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
 تیمثلثا فرم حدسی تابع -الف
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:می آید در زیر صورت به )15.9( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

1( ) sin 0x
xN π

=
  = 
 

(15.10)

:داشت خواهیم            یعنی جمله دو گرفتن نظر در با 1n =

1
1

1

(0)
( )

( )

0 0
1 sin 0 @

0
x

x Nxi N
x N

π =  = =  = =    =  =    

0M

,EI

0M

 :می شود تشکیل زیر صورت به جمله 1 فرض با معادلات دستگاه )57( رابطه براساس

OK

-15 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
 تیمثلثا فرم حدسی تابع -الف

:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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0M

,EI

0M

 :می کنیم محاسبه تک تک را )15.11( رابطه پارامترهای اکنون

-15 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

(15.4)& (15.6) 

0
1 ( )( )

2
xx

MN p dx
EIπΩ

 = −


(15.12)

( ) 1 ( )( ) ( )(15.6) 0 0x xxN dxψ ψ
Ω

 =  = L (15.13)

 یمثلثات فرم حدسی تابع -الف
:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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0M

,EI

0M

-15 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

2
1

1 1 1
( )

( ) ( )) ( ))( (
2

x
x x x

dNN N dx N dx dx
dx

π
Ω

Ω Ω Ω

 
 − = − 

 
   
L L (15.14)

 :داشت خواهیم )15.11( معادلات دستگاه در )15.14( تا )15.12( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

2
0

1 3

4(15.12) (15.14) (15.11) Mto
EI

α
π

→  = −  (15.15)

 تیمثلثا فرم حدسی تابع -الف

2

2
π= −


2
2

2 0
cos x dxπ π = −  

 


 

:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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0M

,EI

0M

 

( )xψ
( )xy


0

x

Deflection

 ل مورد نظرنمودار مقایسه مقدار تقریبی با مقدار واقعی پاسخ معادله دیفرانسی

-15 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

 :ی آیدم دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )15.5( رابطه در      ثابت  جایگذاری با
1α

(15.15) (15.5)→ 
2

0
( ) 3

4 sinx
M x
EI

πψ
π

 = −  
 




(15.16)

 اتیمثلث فرم حدسی تابع -الف
:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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0M

,EI

0M

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

 به حدسی تابع یک مرزی شرایط به مربوط نقاط به توجه با همچنین و )16( رابطه در جمله یک تنها گرفتن نظر در با

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت

( ) ( ) ( ) 0 1
1

( )(16) ( )
n

x x i i x
i

xg x xψ ψ α ψ α α
=

 = +  = + −  (15.17)

 :)15.17( رابطه به توجه با

1 ( ) 0( )(15.17) ( ) , xxN x x ψ α= − = (15.18)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

-15 مثال پاسخ
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(15.7)&(15.18)

(0) (0) 0(14) ( ) 0 1( ) 0 0rψ α + =  + =M

(15.8)&(15.18)&(15.19)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψ + =  + =  = M

OK

OK

0M

,EI

0M

( ) ( )
(15.18)

( )(14) 0 ( ) 0i xN x x =  − =M M (15.20)

0
(0) (0)0 0 0BC y d y =  + =

(0) (0)( )(2) 0y r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (15.7)  )تکراری(

0
( ) ( )0 0 0BC y d y =  + = 

( ) ( )( )(2) 0y r + = M ( )1 , 0r


 = =


M (12.8)  )تکراری(

(15.19)

0 0
Must be

α = 0 0 =

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

-15 مثال پاسخ
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:می آید در زیر صورت به )15.20( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

1( ) ( ) 0xN x x= − = (15.21)

:داشت خواهیم            یعنی جمله  یک گرفتن نظر در با 1n =

1
1

1

(0)
( )

( )

0 0
1 ( ) 0 @

0
x

x N
i N x x

x N
=

=  =
=  − =   =  =


 

0M

,EI

0M

OK

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

-15 مثال پاسخ

 :می شود تشکیل زیر صورت به جمله 1 فرض با معادلات دستگاه )54( رابطه براساس

( ) 1
1 1 1 1 1 ( ) 1 ( )

( )
( ) ( )) ( )) ( ) ( ) ( )

(57)

( ( x x
x

x x x x x
dNN N dx N dx dx N p dx N dx
dx

α ψ
Ω

Ω Ω Ω Ω



 
− = − − 

 
    L L L

(15.11)

 )تکراری(

:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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0M

,EI

0M

 :یممی کن محاسبه تک تک را دارد چندجمله ای فرم حدسی تابع که حالتی در  )15.11( رابطه پارامترهای اکنون

-15 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

(15.4)& (15.18) 

3
0

1 ( )( )
6xx
MN p dx
EIΩ

 =
 (15.22)

( ) 1 ( )( ) ( )(15.18)& (15.19) 0 0x xxN dxψ ψ
Ω

 =  = L (15.23)

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

3
0

6
M
EI

= 3 2
0

0
3 2

M x x
EI

 
= − − 

 




:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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0M

,EI

0M

-15 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

( )
3

1
1 1 1

( )
( ) ( )) ( ))( (

3
x

x x x
dNN N dx N dx dx
dxΩ

Ω Ω

 − = −  


L L (15.24)

 :داشت خواهیم )15.11( معادلات دستگاه در )15.24( تا )15.22( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

0
1(15.22) (15.24) (15.11)
2
Mto
EI

α→  = (15.25)

:چندجمله ای فرم حدسی تابع -ب

 :ی آیدم دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )15.17( رابطه در      ثابت  جایگذاری با
1α

(15.25) (15.17)→  0
( ) ( )

2x
M x x
EI

ψ = −  (15.26)  )است دقیق پاسخ همان(

:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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.نمایید محاسبه RGM روش به را زیر دیفرانسیل معادله تقریبی پاسخ  -16 مثال

( )
3 sin( )

sin(2)xy x x= +

2
( )

( )2 (0 , 2)x
x

d y
y x x

dx
+ = ∈

(0)

(2)

@ 0 0
:

@ 2 5
x y

BC
x y

=  =
 =  =

:است زیر صورت به تحلیلی یا دقیق پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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 :می گردد بازنویسی زیر صورت به حاکم دیفرانسیل معادله-16 مثال پاسخ

( ) ( )( )(1) 0x xy p + =L

2

( )2 1 0x
d y x
dx
 

 + − = 
 

(16.1)

2

2

( )

1
(0 , 2)

x

d
dx

p x

  +   Ω =  
 = −

L =

2
( )

( )2
x

x

d y
y x

dx
+ =

 با همچنین و )16( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .می گیریم نظر در جمله ای چند فرم به حدسی تابع یک جا این در

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت به حدسی تابع یک مرزی شرایط به مربوط نقاط به توجه

2
( ) ( ) ( ) 1 2

1
( )(16) 2.5 ( 2) ( 2)

n

x x i i x
i

xg x x x x xψ ψ α ψ α α
=

 = +  = + − + − (16.2)

 :)16.2( رابطه به توجه با

2
1 2 ( )( ) ( )(16.2) ( 2) , ( 2) , 2.5xx xN x x N x x xψ= = − − = (16.3)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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-16 مثال پاسخ

(16.3)&(16.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψ + =  + =M

(16.3)&(16.5)

(2) (2)(14) ( ) 0 1(2.5 2) 5 0rψ + =  × − =M

OK

OK

( )
( )
( )

(16.3)

2( )
1 ( 2) 0

(14) 0
2 ( 2) 0i x

for i x x
N

for i x x

= − =
 = 

= − =

M
M

M
(16.6)

0
(0) (0)0 0 0BC y d y =  + =

(0) (0)( )(2) 0y r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (16.4)

0
(2) (2)5 5 0BC y d y =  − =

(2) (2)( )(2) 0y r + =M (2)1 , 5r


 = = −


M (16.5)

0 0 =

0 0 =

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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-16 مثال پاسخ
:می آید در زیر صورت به )16.6( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

1
2

2

( )

( )

1 ( 2) 0
(16.4) (16.5) (16.6)

2 ( 2) 0
x

x

for i N x x
or

for i N x x
=

=

= − =
→ 

= − =
(16.7)

:داشت خواهیم            یعنی جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1
1

1

(0)
( )

(2)

0 0
1 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

=  =
=  − =   =  =

22
2

2

(0)
( )

(2)

0 0
2 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

=  =
=  − =   =  =

OK

OK

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(



182

-16 مثال پاسخ

( ) ( )
( ) ( )

1 1
1 1 1 1 2 2

1

22 2
2 1 1 2 2 2

1

( ) ( )
( ) ( )) ( )) ( ) ( )) ( ))

( ) ( )
( ) ( )) ( )) ( ) ( )) ( ))

(

(57)

( ( ( (

( ( ( (

x x
x x x x x x

x x
x x x x x x

dN dNN N dx N dx dx N N dx N dx dx
dx dx

dN dNN N dx N dx dx N N dx N dx dx
dx dx

N

α
α

Ω Ω
Ω Ω Ω Ω

Ω Ω
Ω Ω Ω Ω



 − −         − − 
 

−
=

     

     

L L L L

L L L L

( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

) ( )

( ) ( )

( )

( )

x x

x x

x x

x x

p dx N dx

N p dx N dx

ψ

ψ
Ω Ω

Ω Ω

 −
 
 

− − 
 

 

 

L

L

(16.8)

 :می شود تشکیل زیر صورت به جمله 2 فرض با معادلات دستگاه )57( رابطه براساس

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

 :می کنیم محاسبه تک تک را )16.8( رابطه پارامترهای اکنون

( )
23 42

1 ( ) 0
0

1 ( )

( )

( )

(16.1)& (16.3)

2 4( 2)
3 4 3

4
3

x

x

x

x

x xN p dx x x x dx

N p dx

Ω

Ω



= − − = − =

 =

 

 (16.9)

:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

22 2
2 ( ) 20

25 4

2 ( )

0

( )

( )

( )

( )

( 2) 1 2.5

5 4 4
2 5 2

x

x

x

x

dN dx x x x dx
dx

x x N dx

ψ

ψ

Ω

Ω

  
= − +  

  

 
= − = −  = − 

 

 



L

L (16.12)

1 ( )( ) ( )
10
3xxN dxψ

Ω

 = − L (16.11)

2 ( )( )
8
5xxN p dx

Ω

 = (16.10)

:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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-16 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

( ) ( ) ( )

( )

22
1

1 1 1 20

32 2 1
1 1 10

( )
( ) ( )) ( ))

( )
( ) ( )) ( ))

( 2)
( ( 1 ( 2)

8 82 (2 2) ( (
3 5 5

x
x x x

x
x x x

d x xdN dN N dx N dx dx x x dx dx
dx dx dx

dNx x x x dx N N dx N dx dx
dx

Ω
Ω Ω

Ω
Ω Ω

  − 
− = − + − =  

  
 

= − − + − = −  − = − 
 

    

   

L L

L L (16.13)

0

( ) 1
1 2 2

( )
( ) ( )) ( ))

8( (
5

x
x x x

dNN N dx N dx dx
dxΩ

Ω Ω

− = −  L L (16.14)

( ) ( ) ( )

( )

222
2

2 1 1 20

32 2 2 2
2 1 10

( )
( ) ( )) ( ))

( )
( ) ( )) ( ))

( 2)
( ( 1 ( 2)

8 82 (3 4 ) ( (
3 5 5

x
x x x

x
x x x

d x xdN dN N dx N dx dx x x dx dx
dx dx dx

dNx x x x x dx N N dx N dx dx
dx

Ω
Ω Ω

Ω
Ω Ω

−  
− = − + −  

  
 

= − − + − = −  − = − 
 

    

   

L L

L L (16.15)

0

( ) ( ) ( )

( )

222 22
2 2 2 20

4 32 2 2 2
2 2 20

( )
( ) ( )) ( ))

( )
( ) ( )) ( ))

( 2)
( ( 1 ( 2)

2 64 643 4 (3 4 ) ( (
4 3 21 21

x
x x x

x
x x x

d x xdN dN N dx N dx dx x x dx dx
dx dx dx

dNx x x x x x dx N N dx N dx dx
dx

Ω
Ω Ω

Ω
Ω Ω

−  
− = − + −  

  
 

= − + − − = −  − = − 
 

    

   

L L

L L

(16.16)

0

:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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-16 مثال پاسخ

1

1 1

2 2

8 8 2 0.97375 5(16.17) 128 64 0.2763
55 21

α α
α α

−
 − −    −       =  =        −       − −    

(16.18)

 :می شود نتیجه )16.17( معادله حل با

 :می آید دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )16.2( رابطه در      ثابت های جایگذاری با
iα

 :داشت خواهیم )16.8( معادلات دستگاه در )16.16( تا )16.9( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

3 2
( )(16.18) (16.2) 0.2763 0.4211 4.4474x x x xψ→  = − − + (16.19)

1

2

8 8 2
5 5(16.9) (16.16) (16.8) 128 64

55 21

to
α
α

 − −       →  =     
    − −    

(16.17)
 )است متقارن ضرایب ماتریس(

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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-16 مثال پاسخ
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.نمایید محاسبه RGM روش به را زیر دیفرانسیل معادله تقریبی پاسخ  -17 مثال

( ) 0.42546 0.42546x x
xu e e −= −

2
( )

( )2 0 (0 ,1)x
x

d u
u x

dx
− = ∈

(0)

(1)

@ 0 0
:

@ 1 1
x u

BC
x u

=  =
 =  =

:است زیر صورت به تحلیلی یا دقیق پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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188

 :می گردد بازنویسی زیر صورت به حاکم دیفرانسیل معادله-17 مثال پاسخ

( ) ( )( )(1) 0x xu p + =L

2

( )2 1 0 0x
d u
dx
 

 − + = 
 

(17.1)[ ]
2

2

( )

1
0 ,1

0x

d
dx

p

  −   Ω =  
 =

L =

2
( )

( )2 0x
x

d u
u

dx
− =

 به توجه با همچنین و )18( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .می گیریم نظر در مثلثاتی فرم به حدسی تابع یک جا این در

  :می شود گرفته نظر در زیر صورت به حدسی تابع یک مرزی شرایط به مربوط نقاط

( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 2
1

(18) sin sin sin 2
n

x x i x
i

i x x x xπψ ψ α ψ α π α π
=

  = +  = + + 
 

 
(17.2)

 :)17.2( رابطه به توجه با

( ) ( )1 2 ( )( ) ( )(17.2) sin , sin 2 , xx xN x N x xπ π ψ= = = (17.3)

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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-17 مثال پاسخ

(17.3)&(17.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψ + =  + =M

(17.3)&(17.5)

(1) (1)(14) ( ) 0 1(1) 1 0rψ + =  − =M

OK

OK

( ) ( )
(17.3)

( )(14) 0 sin( ) 0i xN i xπ =  =M M (17.6)

0
(0) (0)0 0 0BC u d u =  + =

(0) (0)( )(2) 0u r + =M (0)1 , 0r


 = =


M (17.4)

0
(1) (1)1 1 0BC u d u =  − =

(1) (1)( )(2) 0u r + =M (1)1 , 1r


 = = −


M (17.5)

0 0 =

0 0 =

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-17 مثال پاسخ

:می آید در زیر صورت به )17.6( رابطه نتیجه در بود              مرزی ها شرایط همه در 1=M

( )(17.4) (17.5) (17.6) sin( ) 0i xor N i xπ=→  = (17.7)

:داشت خواهیم            یعنی جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1
1

1

(0)
( )

(1)

0 0
1 sin( ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

=  =
=  =   =  =

2
2

2

(0)
( )

(1)

0 0
2 sin(2 ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

=  =
=  =   =  =

OK

OK

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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 :می شود تشکیل زیر صورت به جمله 2 فرض با معادلات دستگاه )57( رابطه براساس-17 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

 :می کنیم محاسبه تک تک را )17.8( رابطه پارامترهای اکنون

1 ( )( )(17.1)& (17.3) 0xxN p dx
Ω

 = (17.9)

2 ( )( )(17.1)& (17.3) 0xxN p dx
Ω

 = (17.10)

:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(

( ) ( )
( ) ( )

1 1
1 1 1 1 2 2

1

22 2
2 1 1 2 2 2

1

( ) ( )
( ) ( )) ( )) ( ) ( )) ( ))

( ) ( )
( ) ( )) ( )) ( ) ( )) ( ))

(

(57)

( ( ( (

( ( ( (

x x
x x x x x x

x x
x x x x x x

dN dNN N dx N dx dx N N dx N dx dx
dx dx

dN dNN N dx N dx dx N N dx N dx dx
dx dx

N

α
α

Ω Ω
Ω Ω Ω Ω

Ω Ω
Ω Ω Ω Ω



 − −         − − 
 

−
=

     

     

L L L L

L L L L

( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

) ( )

( ) ( )

( )

( )

x x

x x

x x

x x

p dx N dx

N p dx N dx

ψ

ψ
Ω Ω

Ω Ω

 −
 
 

− − 
 

 

 

L

L

(17.8)
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Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 

2 ( )( ) ( )
1
2xxN dxψ
πΩ

= L (17.12)

( )
21 1

1 ( ) 20 0

1 ( )

( )

( )

( )

( )

1sin 1 sin( )

1

x

x

x

x

dN dx x x dx x x dx
dx

N dx

ψ π π
π

ψ
π

Ω

Ω

  
= − = − = −  

  

 = −

  



L

L (17.11)

:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(

( ) ( ) ( )

( )

21
1

1 1 1 20

2 21 2 2 1
1 1 10

( )
( ) ( )) ( ))

( )
( ) ( )) ( ))

sin( )
( ( 1 sin

1 1(1 )cos ( ) ( (
2 2

x
x x x

x
x x x

d xdN dN N dx N dx dx x dx dx
dx dx dx

dNx dx N N dx N dx dx
dx

π
π

π ππ π

Ω
Ω Ω

Ω
Ω Ω

  
− = − − =  

  
+ +− + = −  − = −

    

   

L L

L L (17.13)

0
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-17 مثال پاسخ

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
:RGM( گالرکین -ریتز روش .4 Ritz Galerkin Method(

( ) ( )

( )

21
2

2 2 2 20

2 21 2 2 2
2 2 20

( )
( ) ( )) ( ))

( )
( ) ( )) ( ))

sin(2 )
( ( 1 sin(2 )

1 4 1 4(1 4 )cos (2 ) ( (
2 2

x
x x x

x
x x x

d xdN dN N dx N dx dx x dx dx
dx dx dx

dNx dx N N dx N dx dx
dx

π
π

π ππ π

Ω
Ω Ω

Ω
Ω Ω

  
− = − −  

  
+ +− + = −  − = −

    

   

L L

L L

(17.16)
0

( ) ( )

( )

21
2

2 1 1 20

1 2 2
2 1 10

( )
( ) ( )) ( ))

( )
( ) ( )) ( ))

sin(2 )
( ( 1 sin( )

2 (1 )cos( ) cos(2 ) 0 ( ( 0

x
x x x

x
x x x

d xdN dN N dx N dx dx x dx dx
dx dx dx

dNx x dx N N dx N dx dx
dx

π
π

π π π

Ω
Ω Ω

Ω
Ω Ω

  
− = − −  

  

− + =  − =

    

   

L L

L L (17.15)

0

( ) 1
1 2 2

( )
( ) ( )) ( ))( ( 0x
x x x

dNN N dx N dx dx
dxΩ

Ω Ω

− =  L L (17.14)
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-17 مثال پاسخ

1 3

2

58.5688
(17.17) 10

7.8637
α
α

−−   
 = ×   

  
(17.18)

 :می شود نتیجه )17.17( معادله حل با

 :می آید دست به تقربی شکل تغییر تابع همان یا حدسی تابع )17.2( رابطه در      ثابت های جایگذاری با
iα

 :داشت خواهیم )17.8( معادلات دستگاه در )17.16( تا )17.9( روابط از پارامترها مقادیر جایگذاری با

( ) ( )3 3
( )(17.18) (17.2) 58.5688 10 sin 7.8637 10 sin 2x x x xψ π π− −→  = − × + × (17.19)

2

1
2

2

11 0
2(17.9) (17.16) (17.8)

11 40
22

to

π
α π
απ

π

 +  −       →  =   
+     −−     

(17.17)

 )است متقارن ضرایب ماتریس(

Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
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-17 مثال پاسخ
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Weighted( وزنی باقیمانده روش Residual Method( 
  ئلهمس برای که گردید مشاهده .شد استفاده مرزی مقدار مسائل حل برای وزنی باقیمانده روش نوع چندین از ما اینجا تا

 را دقیق جواب وش هار تمام از استفاده شود، انتخاب تقریبی تابع عنوان به بالاتر یا دوم درجه جمله ای چند اگر تیر، تغییرشکل

 .)دوم رجهد جمله ای چند یک( است سهمی صورت به تیر خیز منحنی واقعی رفتار که است دلیل این به این .می دهد دست به

 به جز ( مختلف روش های برای را متفاوتی راه حل های تقریبی، تابع کی عنوان به نیز سینوسی تابع یک انتخاب حال، این با

 که می شود مطرح طبیعی طور به سوال این حال .می دهد دست به )داشتند یکسانی نتایج که گالرکین و مربعات حداقل روش

 و تقریبی ابعت مقدار به خطا مقدار .ندارد وجود موضوع این برای قطعی پاسخ متاسفانه .دهد می را نتایج دقیق ترین روش کدام

 .می دهد را جنتای بهترین گالرکین روش مسائل، اکثر برای حال، این با .دارد بستگی شود حل باید که دیفرانسیل معادله

 در محدود المان پیدایش از قبل تر خیلی گالرکین روش واقع، در .نیست محدود المان روش همان گالرکین روش که شود توجه

 روش در قریبیت تابع گالرکین، روش خلاف بر که است آن محدود المان روش و گالرکین روش بین اساسی تفاوت .بود دسترس

 دهند، یم تشکیل را فیزیکی حوزه که منفرد المان های روی بر فقط .است نشده تعریف فیزیکی بازه کل در محدود المان

 .ودش می استفاده المان معادلات استخراج برای اغلب گالرکین روش از استاندارد محدود المان روش در .شود می تعریف


