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:Sکل مساحت 

:Vکل حجم 

: uSتکیه گاه سطح 
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x y zT T T =  T (3)
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x y zP P P =  P (4)

uS .است صفر می باشد تکیه گاه که         سطح روی بر جابجایی بردار  :مرزی شرایط

[ ] 3 1@ 0 0 0 TuS × = =u O

P∋3 :است زیر صورت به i نقطه در متمرکز نیروی بردار 
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 نیروی مانند( سطحی کشش نیروی بردار
 حسط در )تماسی نیروی یا و فشار از ناشی
 :می شود تعریف زیر صورت به        تماس
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 یرز صورت به تنش )تنسور( ماتریس و بردار
 :می گردد تعریف

: iσنرمال تنش 
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 عمود محور دهنده نشان اول اندیس
 ومد اندیس و برشی تنش صفحه بر

 .می دهد نشان را راستا

 :حجمی نیروی اثر تحت دیفرانسیلی جزء تعادل بررسی
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 :داشت خواهیم x جهت در تعادل معادلات نوشتن با
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 :داشت خواهیم نتیجه در رسید خوایم مشابه نتیجه به z و y جهت دو در تعادل معادلات نوشتن با مشابه طور به

 :حجمی نیروی اثر تحت دیفرانسیلی جزء تعادل بررسی
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 :است زیر صورت به حجمی نیروهای اثر تحت دیفرانسیلی جز در تعادل معادلات کلی حالت در
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 :حجمی نیروی اثر تحت دیفرانسیلی جزء تعادل بررسی
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 :سطحی نیروی اثر تحت دیفرانسیلی جزء تعادل بررسی
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 طحیس نیروی اثر تحت دیفرانسیلی جزء تعادل

 :می آید دست به زیر صورت به وجه ها از یک هر مساحت

Ad

 راستا سه هر در تعادل معادلات گرفتن نظر در با سطحی نیروهای اثر تحت دیفرانسیلی جز در تعادل معادلات کلی حالت در
 :است زیر صورت به

:3   مساحت با  ABC صفحه )عمود( نرمال بردار ∈n Ad
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 :می گردد تعریف زیر صورت به کرنش )تنسور( ماتریس و بردار

: iεنرمال کرنش 

: ij jiγ γ=برشی کرنش 

 :می آید دست به زیر رابطه از جابجایی برحسب کرنش بردار کوچک، تغییرشکل های فرض با
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 :است زیر صورت به بعدی سه حالت در کرنش تنش روابط

 :می آید دست به زیر رابطه از برشی مدول

2(1 )
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υ
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+
(12)
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σ τσ σε υ υ γ

σσ σ τε υ υ γ
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= − − =

= − + − =

= − − + =

(11)

:Eیتهالاستیس مدول 

:Gتصلبی مدول یا برشی مدول 
:υپواسون ضریب 

 :داشت خواهیم هوک رابطه کمک به

1 2 ( )x y z x y zE
υε ε ε σ σ σ−+ + = + + (13)
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   :می شود هنوشت زیر صورت به ماتریسی فرم به بعدی سه حالت در کرنش تنش روابط

 :است زیر صورت به )14( رابطه شده داده بسط فرم

=σ Dε (14)

:6 تنش بردار ∈σ 

:6 کرنش بردار ∈ε 

6 )متقارن( مصالح ماتریس 6: ×∈D 
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    −    
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     −
     
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 :می شود تعریف زیر صورت به بعدی سه تنش حالت در D مصالح ماتریس

(16)

1 0 0 0
1 0 0 0

1 0 0 0
0 0 0 0.5 0 0(1 )(1 2 )
0 0 0 0 0.5 0
0 0 0 0 0 0.5

E

υ υ υ
υ υ υ
υ υ υ

υυ υ
υ

υ

− 
 − 
 −

=  −+ −  
 −
 

− 

D

 بعدی یک حالت :خاص حالت های

Eσ ε= (17)

 :بعدی یک حالت در کرنش -تنش رابطه .داریم x راستای در متناظر نرمال کرنش و نرمال تنش بعدی یک حالت در
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Plain( صفحه ای تنش-بعدی دو حالت :خاص حالت های Stress( 

 یک که لقهح یک مانند .می گردد ایجاد صفحه ای تنش لبه، سطح روی بر بارگذاری اثر تحت نازک صفحه ای اجسام در
 .دهد قرار فشار تحت را آن عبوری، میله
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Plain( صفحه ای تنش-بعدی دو حالت :خاص حالت های Stress( 
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 به ه ایصفح تنش حالت در کرنش تنش روابط
   :می شود نوشته زیر صورت

: pداخلی فشار 
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Plain( صفحه ای کرنش-بعدی دو حالت :خاص حالت های Strain( 

: pداخلی فشار 

z p >>

zp

0z xz yzε γ γ= = =

>>

   :می شود نوشته زیر صورت به صفحه ای کرنش حالت در کرنش تنش روابط
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   − 
    = −    + −    −    

(19)

 رنشک جسم، طولی راستای بر عمود بارگذاری اثر تحت کم ضخامت و یکنواخت مقطع سطح زیاد، طول با اجسام در
0zσ .              است ممکن حالت این در .داخلی فشار اثر تحت زیاد طول با مخازن یا لوله ها مانند .می گردد ایجاد صفحه ای ≠
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 به تیحرار کرنش روابط، در .شد خواهد ایجاد یکنواخت کرنش دمایی تغییرات یا حرارتی گرادیان وجود صورت در
 :است زیر صورت به حرارتی کرنش بعدی سه حالت در .شد خواهد ظاهر اولیه کرنش یک صورت

[ ]6 0 0 0 TT T Tα α α∈ = Δ Δ Δ0ε  (20)

 :خاص حالت های در حرارتی کرنش

[ ]3 0 TT Tα α∈ = Δ Δ0ε  (21)

  :صفحه ای تنش

[ ]3 (1 ) 0 TT Tυ α α∈ = + Δ Δ0ε  (22)

   :صفحه ای کرنش

 .می شود اصلاح زیر صورت به کرنش تنش روابط دمایی تغییرات یا حرارتی گرادیان وجود صورت در
( )= − 0σ D ε ε (23)
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  دمای تغییرات یا حرارتی گرادیان وجود صورت در مختلف حالت های در کرنش تنش روابط
  :بعدی سه تنش

1 0 0 0
1 0 0 0

1 0 0 0
0 0 0 0.5 0 0(1 )(1 2 )
0 0 0 0 0.5 0
0 0 0 0 0 0.5
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− Δ   − 
     − Δ−    
   − Δ −   =     −+ −     
     −
     

−       

(24)

  :صفحه ای تنش

2

1 0
1 0

1
0 0 0.5(1 )

x x

y y

xy xy

T
E T

σ υ ε α
σ υ ε α

υ
τ υ γ

   − Δ 
    = − Δ    −    −    

(25)

   :صفحه ای کرنش
2
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1 0 (1 )

1
0 0 0.5(1 )
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T
E T
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   − + Δ 
    = − + Δ    −    −    

(26)
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 :می آید تدس به خارجی نیروهای از ناشی کار بعلاوه کل کرنشی انرژی مجموع از الاستیک، جسم یک در کل پتانسیل انرژی

U W∏ = + (27)

 کل پتانسیل انرژی∏:

:Uکل کرنشی انرژی 

:Wخارجی نیروهای از ناشی کار 

 :آن در که
1
2

T
V

V

U d= σ ε (28)

T T T
V S i i

iV S

W d d= − − − u f u T u P (29)

1(28)& (29) (27)
2

T T T T
V V S i i

iV V S

d d d→  ∏ = − − −  σ ε u f u T u P (30)

 ) شکل رتغیی با داخلی نیروی مخالفت آن دلیل :منفی علامت(
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 عبارت به .است رمسی از مستقل خارجی نیروی از ناشی کار .می باشند پایستار می شوند گرفته نظر در اینجا در که سیستم هایی
 بدون ارجیخ نیروهای از ناشی کار شود برگردانده اولیه حالت به مجدد و شود جابجا مشخص حالت یک از سیستم اگر دیگر،
   .است صفر با برابر مسیر به توجه

Principle( حداقل پتانسیل انرژی اصل of Minimum Potential Energy(: 

 اکسترمم سبب ،)مرزی شرایط با سازگار تغییرشکل( قبول قابل های تغییرشکل پایستار سیستم یک در
 .باشد می پایدار جسم شود حداقل پتانسیل انرژی اگر .گردد می پتانسیل انرژی شدن

 .نمود ادهاستف سازه ها در تغییرشکل محاسبه برای می توان حداقل پتانسیل انرژی اصل از
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 .نمایید محاسبه 3 و 2 ،1 نقاط  در را شده داده نشان آزاد درجه سه سیستم گره ای جابجایی مقدار  -1 مثال

1F

3F

1k

2k

3k 4k

1q

3q

1
2

3

2q
1

2

3 4
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 -1 مثال پاسخ

1F

3F

1k

2k

3k 4k

1q

3q

1
2

3

2q
1

2

3 4
 .نیممی ک محاسبه را سیستم کل پتانسیل انرژی مقدار

 زیر ورتص به فنر المان هر انتهای و ابتدا گره ای جابجایی های براساس فنر هر تغییرشکل مقدار شکل هندسه به توجه با
 :می شود تعریف

 :آن بسط و )1.1( رابطه در )1.2( رابطه جایگذاری با

2 2 2 2
1 1 2 2 2 3 3 2 4 3 1 1 3 3

1 1 1 1(1.2) (1.1) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2
k q q k q k q q k q Fq F q→  ∏ = − + + − + − − − (1.3)
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 -1 مثال پاسخ

1F

3F

1k

2k

3k 4k

1q

3q

1
2

3

2q
1

2

3 4

 در        کل لپنانس انرژی باید "حداقل پتانسیل انرژی" اصل براساس آزاد، درجه سه سیستم این در تعادل برقراری منظور به
1q          :دیگر عبارت به .شود مینیمم         و        ،      گره ای جابجایی های

∏

2q3q

  رو این از
(1.3)& (1.4) 
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 -1 مثال پاسخ

1F

3F

1k

2k

3k 4k

1q

3q

1
2

3

2q
1

2

3 4
 :است زیر صورت به )1.5( رابطه ماتریسی فرم

1 1 1 1

1 1 2 3 3 2

3 3 4 3 3

0
0

0

k k q F
k k k k k q

k k k q F

−     
    =  − + + − =    
    − +     

Kq F (1.6)

 :می آید دست به آزاد درجه سه سیستم گره ای جابجایی پاسخ )1.6( رابطه حل با

1
1 1 1 1

2 1 1 2 3 3

3 3 3 4 3

0
(1.6) 0

0

q k k F
q k k k k k
q k k k F

−−     
     = − + + −    
    − +     

(1.7)
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 :تداش خواهیم گره هر در مجزا صورت به تعادل بررسی با -گره ای تعادل بررسی :دوم حل راه -1 مثال پاسخ

1F
1k 1q

11
1 1k Δ

1 1 2 1( ) 0k q q F − − =

1k

2k

3k

2
2q

1

2

3

2 2k Δ

1 1k Δ

3 3k Δ

1 1 2 2 2 3 3 2( ) ( ) 0k q q k q k q q − − + − − =

3F3k 4k

3q

3

3 4
4 4k Δ3 3k Δ

3 3 2 4 3 3( ) 0k q q k q F − + − =

 به نیازی و اردد بیستر کارآیی پیچیده سیستم های در "حداقل پتانسیل انرژی" اصل از استفاده روش می شود مشاهده که همان طور
   .نیست آزاد جسم دیاگرام های تعادل بررسی
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 میدان یک ریتز -رایلی روش .نمود استفاده تقریبی حل راه یک یافتن برای می توان را کل پتانسیل انرژی پیوسته فضای در
 :کند می فرض زیر صورت به  سیستم برای جابجایی

1

1

1

( , , )

( , , )

( , , )

i i
i
m

j j
j

n

k k
k m

u x y z

v x y z

w x y z

α φ

α φ

α φ

=

= +

= +

=

=

=










(31)

 .ودمی ش گرفته نظر در جمله ای چند صورت به معمول طور به       تابع های
 این هب .باشند قبول قابل سینماتیکی نظر از باید w و u، v جابجایی های

    )                  ( .نماید ارضا را سیستم خاص مرزی شرایط که معنی

φ

n m> > 

2
( ) 0 1 2xu x xα α α= + +  :)Polynomial( چندجمله ای تابع 

) :)Trigonometric( مثلثاتی تابع  ) 0 1 2
2sin sinxu x xπ πα α α   = + +   

    

2
0 1 2( ) 1 , ( ) , ( )x x x x xφ φ φ = = =

0 1 2
2( ) 1 , ( ) sin , ( ) sinx x x x xπ πφ φ φ    = = =   

    

1 2: , , , nα α αوابسطه متغیرهای 
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 r به وابسطه متغیرهای تعداد مرزی شرایط گرفتن نظر در با همچنین و جابجایی -کرنش و کرنش -تنش روابط معرفی با
   :می شود نتیجه )30( کل پتانسیل انرژی معادله در آن ها جایگذاری با .می یابد کاهش مستقل متغیر

(32)1 2( , , , )rα α α= Π کل پتانسیل انرژی 

iα∏  .باشد کسترمما      به نسبت      باید "حداقل پتانسیل انرژی" اصل براساس سیستم، در تعادل برقراری منظور به

(33)0 ( 1,2, , )
i

i r
α

∂Π = =
∂



1 2: , , , rα α αمستقل متغیرهای 
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 راستای در یرت شکل تغییر تابع .دارد قرار متمرکز بار اثر تحت وزن بدون بعدی یک افقی میله یک  -2 مثال
 تغییرات .می شود فرض                                    دوم درجه جمله ای چند تابع یک صورت به طولی محور
 .نمایید محاسبه را میله طولی محور راستای در تنش

2
( ) 1 2 3xu x xα α α= + +

,EA ,EA

P
x

y

Rayleigh-Ritz( ریتز -رایلی روش Method( 
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 -2 مثال پاسخ
,EA ,EA

P
x

y

1u
1

1 2

2 3
2u 3u

1
2

T T
V i i

iV

d∏ = −σ ε u P (2.1)

 :یستمس کل پتانسیل انرژی محاسبه

2 :مرزی شرایط اعمال
( ) 1 2 3xu x xα α α= + +

2
2 1 2 3u α α α = + + 

1 0α =

2
1 2 32 4 0α α α + + = 

2
2 3

2
( ) 3 32x

u
u x x

α
α α


 = −  = − +





(2.3)

Rayleigh-Ritz( ریتز -رایلی روش Method( 
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 -2 مثال پاسخ
,EA ,EA

P
x

y

1u
1

1 2

2 3
2u 3u

3 32 2du x
dx

α α= − + (2.4)

(2.3)& (2.4) (2.2)→ 

( ) ( )22 2 2
3 3 3 3 30

1 12 2 2 2 ( )
2 2x xEA x d EA x d Pα α α α α∏ = − + + − + − − 

 


  

(2.5)2 3 2
3 3

4
3
EA Pα α ∏ = + 

3α∏  .باشد کسترمما      به نسبت      باید "حداقل پتانسیل انرژی" اصل براساس سیستم، در تعادل برقراری منظور به

(2.6)3
3
8
P
EA

α = −


Rayleigh-Ritz( ریتز -رایلی روش Method( 
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 -2 مثال پاسخ
,EA ,EA

P
x

y

1u
1

1 2

2 3
2u 3u

2

( ) 2
3 3(2.6) (2.3) 2 ,
8 8x
P x Pu x u
EA EA

 
→  = − = 

 




(2.7)

(2.7) 3 1
4x
P x
EA

ε   = − 
 

(2.8)

(2.8) 3 1
4x
P x
A

σ   = − 
 

(2.8)

Rayleigh-Ritz( ریتز -رایلی روش Method( 
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 -2 مثال پاسخ

,EA ,EA

P
x

y

1u
1

1 2

2 3
2u 3u

x

( )xu

x

xσ 2
3
8
Pu
EA

= 

 یتقریب حل راه
 دقیق حل راه

3
4
P
A

3
4
P
A

−

1
2
P
EA


9
8
P
A

−

9
8
P
A

 ردنک پیدا برای تکه ای جمله ای چند درونیابی از اگر
 .ودمی ش حاصل دقیق پاسخ شود استفاده       تابع
 هب برای سیستماتیک حل راه یک محدود المان روش
 .می کند فراهم     تابع های آوردن دست

( )xu

φ

Rayleigh-Ritz( ریتز -رایلی روش Method( 
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 در تیر یزخ میزان تعیین است مطلوب .دارد قرار      یکنواخت بار اثر تحت شده داده نشان وزن بدون کنسول تیر  -3 مثال
 :زیر حالت دو در آزاد انتهای و وسط نقاط

 
 -الف

 
 -ب

Rayleigh-Ritz( ریتز -رایلی روش Method( 

2 3

( ) 0 1 2 3

2 3 4

( ) 0 1 2 3 4

x

x

x x xv

x x x xv

α α α α

α α α α α

     = + + +     
     

       = + + + +       
       

  

   

w

,EI

x

y
w
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 :الف -3 مثال پاسخ
Rayleigh-Ritz( ریتز -رایلی روش Method( 

,EI

x

y

32

1v
1 1 2

2
( )

( )0 0

1
2

x
x x

M
dx wv d

EI
 ∏ = − 

  (3.1)

(3.1)
2

( ) ( )0 0

1
2 x x xEI v dx wv d′′ ∏ = − 

 
(3.2)

 :یستمس کل پتانسیل انرژی محاسبه

 :مرزی شرایط اعمال

0 1 0α α = =
2 3

( ) 2 3x
x xv α α    = +   

    
(3.3)

2v

w

2 3

( ) 0 1 2 3x
x x xv α α α α     = + + +     

       
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 :الف -3 مثال پاسخ
Rayleigh-Ritz( ریتز -رایلی روش Method( 

33

,EI

x

y

1v
1 1 2

2v

w

kα∏  .باشد ترمماکس      به نسبت      باید "حداقل پتانسیل انرژی" اصل براساس سیستم، در تعادل برقراری منظور به

(3.5)

4

2 3

3 4(3.4)
32

2 32 3 30 0
3

4 6
3

62 60 0 2
24x x

w
EI

x wEI x x d w d
EI

α α

αα α α
α

 + =

∂Π     =  + − =  + =    ∂      
 




   
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 :الف -3 مثال پاسخ
Rayleigh-Ritz( ریتز -رایلی روش Method( 

34

,EI

x

y

1v
1 1 2

2v

w

(3.6)

4 4

2 2
44

3 3

5
4 6 3 24(3.5)
1 2

1224

w w
EI EI

ww
EIEI

α α
α α

   
            =  =        

        −     

 



2
2 3

( )
5(3.6) (3.3)
24 12x
w wv x x
EI EI

→  = −  (3.7)

4

( )
2

4

( )

@ 24(3.7) 2
@

8

x

x

wv
x EI

wx v
EI

=

=

=
=

 
= =









(3.8)

 )آمد دست به دقیق جواب(

)%  )دارد خطا 5.88
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 :ب -3 مثال پاسخ
Rayleigh-Ritz( ریتز -رایلی روش Method( 

,EI

x

y

35

1v
1 1 2

 :مرزی شرایط اعمال

2 3 4

( ) 2 3 4x
x x xv α α α      = + +     

       
(3.9)

2v

w

2 3 4

( ) 0 1 2 3 4x
x x x xv α α α α α       = + + + +       

          

kα∏  .باشد ترمماکس      به نسبت      باید "حداقل پتانسیل انرژی" اصل براساس سیستم، در تعادل برقراری منظور به
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 :ب -3 مثال پاسخ
Rayleigh-Ritz( ریتز -رایلی روش Method( 

,EI

x

y

36

1v
1 1 2

2v

w

32(3.4)

2 3 42 3 4 30 0
3

42 2(3.4)

2 3 42 3 4 40 0
4

2 6 12 60 0

2 6 12 120 0

x x

x x

x x x xEI d w d

x x x xEI d w d

α α α
α

α α α
α

 ∂Π    =  + + − =    ∂     

  ∂Π  =  + + − =    ∂    

 

 

 

 

    

    

4

2 3 4

4

2 3 4

4

2 3 4

2 3 4
6

2 3
24

20 45 72
2

w
EI

w
EI
w
EI

α α α

α α α

α α α

+ + =

 + + =

+ + =







(3.11)
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 :ب -3 مثال پاسخ
Rayleigh-Ritz( ریتز -رایلی روش Method( 

,EI

x

y

37

1v
1 1 2

2v

w

4 4

2 24 4

3 3

4 44 4

6 42 3 4
(3.11) 1 2 3

24 6
20 45 72

2 24

w w
EI EI
w w
EI EI

w w
EI EI

α α
α α
α α

   
   
        
        =  = −        

                
   

  

 

 

 

(3.12)

2
2 3 4

( )(3.12) (3.9)
4 6 24x
w w wv x x x
EI EI EI

→  = − +  (3.13)

4

( )
2

4

( )

17
@ 384(3.13) 2
@

8

x

x

wv
x EI

wx v
EI

=

=

=
=

 
= =









(3.14)  )آمد دست به دقیق جواب دو هر(
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 :شود یم تعریف پتانسیل انرژی و جنبشی انرژی تفاضل عنوان به L لاگرانژی تابع

EL K U= − (34)

:Uکرنشی انرژی( پتانسیل انرژی( 
:Lلاگرانژی تابع 

: EKجنبشی انرژی 

2

1

t

tt
I Ld=  (35)

1t2t .است حرکت سیرم برای اکسترمم یک       تا      لحظه از حرکت مسیر روی بر پایستار سیستم یک لاگرانژی تابع انتگرال

: Iکنش انتگرال 

   :یعنی تغییرات حساب اصطلاح در .است فوق انتگرال اول مرتبه تغییرات شدن صفر معادل I شدن اکسترمم

0Iδ = (36)
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 :می گیرد نظر در زیر صورت به  را سیستم برای جابجایی میدان ریتز -رایلی روش

1 1

1 1

1 1

( ) ( , , ) ( ) ( , , )

( ) ( , , ) ( ) ( , , )

( ) ( , , ) ( ) ( , , )

i i i i
i i
m m

j j j j
j j

n n

k k k k
k m k m

u t x y z u t x y z

v t x y z v t x y z

w t x y z w t x y z

α φ α φ

α φ α φ

α φ α φ

= =

= + = +

= + = +

= =

= =

= =

 

 

 

 

 







(37)

φ   .هستند مکانی موقعیت تابع صرفا       تابع های

1 2: ( ) , ( ) , , ( )nt t tα α αتندهس زمانی موقعیت تابع صرفا و وابسطه تابع های. 

 ارضا را تمسیس خاص مرزی شرایط که معنی این به .باشند قبول قابل سینماتیکی نظر از باید w و u، v جابجایی های
n   )                  ( .نماید m> > 
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 :می گردد گسسته زیر صورت به )34( رابطه در لاگرانژی تابع

1 2: ( ) , ( ) , , ( )rt t tα α αتندهس زمانی موقعیت تابع صرفا و مستقل تابع های. 

 -اویلر معروف معادلات به مسئله جز، به جزء انتگرا لگیری و I اول مرتبه تغییرات دادن قرار مساوی با )36( رابطه براساس
 :می یابد کاهش لاگرانژ

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , , , , , , )E r rt t t t t tL K U L α α α α α α= − =     (38)

0 (0 ,1 , 2 , , )
i i

d L L i r
dt α α

 ∂ ∂− = = ∂ ∂ 



(39)
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 هر .نمایید محاسبه زیر حالت دو در را شده داده نشان کنسول تیر ارتعاش فرکانس ریتز -رایلی روش از استفاده با  -4 مثال
 .می نمایند تامین را مرزی شرایط تغییرشکل، تابع دو
 

 -الف
 

 -ب

2

( )

2 3

( ) 1 2

( )

( ) ( )

x

x

t

t t

xv

x xv

α

α α

 =  
 

   = +   
   



 

,EI

x

y

Cross Section 
b

h

11 2

3

2 10 ( / )
0.6096 ( )
0.1016 ( )
0.0028067 ( )
7800 ( / )

E N m
m

b m
h m

kg mρ

= ×
=
=
=
=


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 :الف -4 مثال پاسخ
EI, :تمسیس پتانسیل انرژی محاسبه

x

y

1v
1 1 2

2v

2
3 ( )

1 4
2

t
EIU α=


(4.2)

 :داشت خواهیم )4.1( رابطه در شکل تغییر تابع جایگذاری با

 :سیستم جنبشی انرژی محاسبه
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 :الف -4 مثال پاسخ

,EI

x

y

1v
1 1 2

2v

2 ( )
1
2 5E t
AK ρ α=   (4.4)

 :داشت خواهیم )4.3( رابطه در شکل تغییر تابع جایگذاری با

 :می شود تعریف زیر صورت به معادل سختی و جرم

3

4 ,
5eq eq

EI Ak m ρ= = 


(4.5)

    :)4.4( و )4.2( روابط در پتانسیل و جنبشی انرژی روابط در آن ها جایگذاری و )4.5( رابطه تعاریف از استفاده با

2 2( ) ( )
1 1(4.5) (4.2)& (4.4) ,
2 2eq E eqt tU k K mα α→  = =  (4.6)
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 :الف -4 مثال پاسخ

,EI

x

y

1v
1 1 2

2v

2 2( ) ( )
1 1
2 2eq eqt tL m kα α= − (4.7)

   :ی شودم محاسبه زیر صورت به سیستم فرکانس

11

2 2

5 0.0028067 5(2 10 ) 7.858 ( )
2 3 2 (0.6096) 3(7800)
h Ef f Hz
π ρ π

×= =  =


(4.9)
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 :ب -4 مثال پاسخ

,EI

x

y

1v
1 1 2

2v  : گیریممی نظر در زیر صورت به را دوم حالت در تغییرشکل تابع

 آن در که

( ) 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )x t x t xv α φ α φ= + (4.10)

 :تمسیس پتانسیل انرژی محاسبه
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 :ب -4 مثال پاسخ

,EI

x

y

1v
1 1 2

2v  :است زیر صورت به )4.12( رابطه ماتریسی فرم

{ }
1 1 1 20 0 1

1 2
2

2 1 2 20 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

1(4.12)
2

x x x x t
t t

tx x x x

dx dx
U EI

dx dx

φ φ φ φ α
α α

αφ φ φ φ

 ′′ ′′ ′′ ′′    =   ′′ ′′ ′′ ′′    

 
 

 

 
(4.13)

 :سیستم جنبشی انرژی محاسبه

 :است زیر صورت به )4.14( رابطه ماتریسی فرم

{ }
1 1 1 20 0 1

1 2
2

2 1 2 20 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

1(4.12)
2E

x x x x t
t t

tx x x x

dx dx
K A

dx dx

φ φ φ φ α
ρ α α

αφ φ φ φ

 
   =       

 
 

 

 


 


(4.15)
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 :ب -4 مثال پاسخ

,EI

x

y

1v
1 1 2

2v

 :می شود هنوشت زیر صورت به پتانسیل و جنبشی انرژی روابط

 آن در که

{ }1 2

1 1 1 20 0

2 1 2 20 0

1 1 1 20 0

2 1 2 20 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

T t t t

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

dx dx
EI

dx dx

dx dx
A

dx dx

α α

φ φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ φ
ρ

φ φ φ φ

=

 ′′ ′′ ′′ ′′
 =  ′′ ′′ ′′ ′′  
 
 =  
  

 
 

 
 

eq

eq

α

k

m

 

 

 

 

(4.17)
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 :ب -4 مثال پاسخ

,EI

x

y

1v
1 1 2

2v

(4.11) (4.17)→ 

3

4 6
6 12

EI  
=  

 
eqk 

(4.17)

1 1
5 6
1 1
6 7

Aρ

 
 

=  
 
  

eqm  (4.18)
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 :ب -4 مثال پاسخ

,EI

x

y

1v
1 1 2

2v

( ) ( ) ( ) ( )
1 1(34)
2 2

T T
E t t t tL K U L = −  = −eq eqα m α α k α  (4.19)

( ) ( )
(4.19)

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

(39) 0 0 0t t t t
t t

d L L d
dt dtα α

∂ ∂ 
 − =  − − =  + = ∂ ∂ 

eq eq eq eqm α k α m α k α 


(4.8)

 :می آید دست به زیر صورت به دینامیک در ویژه مقادیر مسله حل از استفاده با سیستم فرکانس های

6.2075
( )

61.162
Hz

π
 

 = =  
 

ωf (4.10)
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 :ب -4 مثال پاسخ

,EI

x

y

1v
1 1 2

2v

2

( ) ( )x t
xv α  =  

 

2 3

( ) 1 2( ) ( )x t t
x xv α α   = +   

    

NASA, Sonic and Vibration Environments for Ground Facilities: A Design Manual, Report NAS8–11287, NASA, 1968.

1 ( )f Hz 2 ( )f Hz

Exact (NASA 1968: 3–124)

7.858

6.2075

NA

61.16

6.182 38.718
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 وزیعت به منجر صلب صفحات طریق از شده منتقل بارهای
 .شود می کرنش و تنش یکنواخت

 هنقط مجاورت در زیادی تنش های به منجر متمرکز بارهای
 .)تنش تمرکز( شود می بار اعمال
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 .شود می تیکنواخ بار اعمال نقاط از کوتاهی نسبتا فاصله در کرنش و تنش توزیع

min

max

0.973
1.027

ave

ave

σ σ
σ σ

=
=

min

max

0.668
1.387

ave

ave

σ σ
σ σ

=
=

min

max

0.198
2.575

ave

ave

σ σ
σ σ

=
=
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.ز شودناپیوستگی سطح مقطع ممکن است منجر به تنش های موضعی یا متمرک

max

ave

K σ
σ

=
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.ز شودناپیوستگی سطح مقطع ممکن است منجر به تنش های موضعی یا متمرک

max

ave

K σ
σ

=
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 غلبا ما تکیه گاه سازه تماس سطح در مرزی شرایط تعریف در
 را نسولک تیر یک مثال، عنوان به .دهیم انجام تقریب مجبوریم

 با ستون یک به و است آزاد انتها یک در که بگیرید نظر در
 که ودش می مطرح سؤال این .است متصل دیگر انتهای در پیچ
 ت؟اس صلب نیمه یا است صلب کاملا شده پیچ اتصال آیا

 طشرای آیا گیردار انتهای در مقطع سطح روی نقطه هر اینکه
 را تلفمخ تقریب های تأثیر ونانت سنت دارند؟ یکسانی مرزی

 .گرفت نظر در مسئله کلی حل روی بر

 اشند،ب معادل استاتیکی نظر از مختلف تقریب های که زمانی تا که می کند بیان ونانت-سنت اصل
 تمرکز اهتکیه گ از دور کافی اندازه به نواحی روی که آن بر مشروط بود خواهند معتبر به دست آمده راه حل های

 .باشد متفاوت تکیه گاه مجاورت در فقط توجهی قابل طور به است ممکن حل ها راه یعنی .کنیم


