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Introduction

.ی گردددر حالت استاتیکی از نیروهای اینرسی و میرایی صرف نظر م

 :خطی سیستم دینامیکی تعادل معادله
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 دهنده اننش ترتیب به     و     ،    .است سیستم سختی و میرایی جرم، ماتریس های ترتیب به K و M، C ماتریس های
 .می باشد شتاب و سرعت جابجایی، بردار

UUU 

)()( ttI UMF = Inertia( اینرسی نیروهای Forces( 

)()( ttE KUF = Elastic( الاستیک نیروهای Forces( 

)()( ttD UCF = Damping( میرایی نیروهای Forces( 

 آن در که

 بطهرا در ماتریس ها مرتبه اگر .است خطی سیستم یک حرکت ثابت، ضرایب با 2 مرتبه دیفرانسیل معادلات )1( رابطه
 پرهزینه و زمان بر استاندارد روش های با )1( معادله حل ) باشد زیاد سیستم آزادی درجه های تعداد( باشد بزرگ )1(

   .است شده ارائه محدود المان روش های ادبیات در )1( معادله حل برای عددی روش  تعدادی رو این از .بود خواهد
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Introduction  :)1( معادله حل روش های

کلی روش های )General Approach( 

oزمانی حوزه در آنالیز )Time Domain Analysis( 

Duhamel( دوهامل انتگرال از استفاده با روش این در integral( از متوالی مجموعه ای به وارده بار 

Short( مدت کوتاه ضربه های Duration Impulses( از یک هر آزاد ارتعاش پاسخ سپس .می شود تبدیل 

   .داشت خواهند بعدی زمان  در سیستم کلی پاسخ از سهمی ضربه ها این

oفرکانسی حوزه در آنالیز )Frequency Domain Analysis( 

Fourier( فوریه تبدیل از استفاده با وارده بار روش این در Transformation( مولفه های سری یک به 

 در بار مولفه های ضرب با سازه متناظر هارمونیک پاسخ مولفه های .می گردد تجزیه مجزا هارمونیک

  فوریه دیلتب عکس وسیله به سازه کلی پاسخ نهایت در و .می آید دست به سازه فرکانس پاسخ ضریب

)Inverse Fourier Transformation( می شود محاسبه هارمونیک پاسخ های  مولفه ترکیب با.   

 غیرخطی مسائل در روش  دو این بنابراین .می گردد استفاده آثار جمع اصل از روش دو هر در شد مشاهده که همان طور
 .باشند داشته نمی توانند کاربردی
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Introduction  :)1( معادله حل روش های

کلی روش های )General Approach( 

oگام به گام روش )Step-By-Step Procedure( 

 گام  هایروش .است مناسب غیرخطی مسائل برای بنابراین نمی کند استفاده آثار جمع اصل از روش این

 یزمان بازه های از مجموعه ای به پاسخ ها تاریخچه و بار روش ها این تمام در .دارد وجود مختلفی گام به

)Time Intervals( گام یا )Step( اولیه شرایط از گام هر طول در پاسخ .می شوند تقسیم )و سرعت 

 پاسخ بنابراین .می شود محاسبه گام طول در بارگذاری تاریخچه از و گام هر ابتدای در موجود )جابجایی

 را غیرخطی رفتار .نمی باشد گام در پاسخ مشارکت های ترکیب به نیازی و بوده مستقل آنالیز یک گام هر

 گام هر طول رد سازه رفتار می کنیم فرض که ترتیب این به گرفت نظر در شیوه این از استفاده با می توان

 بنابراین.اشدب متفاوت دیگر گام به گام یک از می تواند سازه رفتار تنها و نمی کند تغییری و است ثابت

   .متغیر سیستم یک خطی آنالیز های از مجموعه ای به می شود تبدیل غیرخطی آنالیز واقع در
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Time-Domain Analysis
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Piecewise Exact Method (Interpolation of Excitation) 

 یستمس یک حرکت معادله دقیق حل اساس بر روش ایده .است تکه ای دقیق روش گام به گام روش های ساده ترین از یکی

 شیب بازه هر در که می شود فرض و شده تقسیم بندی زمانی بازه های به بارگذاری تاریخچه روش این در .می باشد خطی

 .می کند پیدا کاهش تقریب این از ناشی خطای زمانی بازه کاهش با .است ثابت بار منحنی

 تکه ای دقیق روش
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Piecewise Exact Method (Interpolation of Excitation) 
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Piecewise Exact Method (Interpolation of Excitation) 

 .می آید دست به زیر رابطه از جابجایی پاسخ

 آن در که

11 ++ ⋅+⋅+⋅+⋅= iiiii pDpCxBxAx 
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Piecewise Exact Method (Interpolation of Excitation) 

 .می آید دست به زیر رابطه از سرعت پاسخ

 آن در که

11 ++ ⋅′+⋅′+⋅′+⋅′= iiiii pDpCxBxAx 
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Piecewise Exact Method (Interpolation of Excitation) 

 یک اثر تحت شده داده نشان SDOF سیستم .)1مثال

 هس در را سیستم پاسخ های .دارد قرار سینوسی بار

  آورید دست به تکه ای دقیق روش به زیر حالت
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Piecewise Exact Method (Interpolation of Excitation) 
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Numerical Approximation Procedures 

 .است شده پیشنهاد مهندسی ادبیات در زیادی عددی تقریبی روش های گام به گام روش های گروه در

 عددی تقریبی روش های

 :می شود طبقه بندی گروه دو در عملگر نوع اساس بر عددی تقریبی روش های

عددی مشتق گیری )Numerical Differentiation( – دارد کاربرد مکانیک مهندسی در. 

عددی انتگرال گیری  )Numerical Integration( – دارد کاربرد عمران مهندسی در. 

Direct( مستقیم انتگرال گیری روش های Integration Methods( می شود طبقه بندی گروه دو در رویه اساس بر: 

صریح انتگرال گیری روش )Explicit Integration Method(: 

   . شودمی محاسبه قبلی گام در آمده دست به پاسخ های مقادیر براساس تنها گام هر در پاسخ روش این در

 ضمنی انتگرال گیری روش )Implicit Integration Method( 

 اسبهمح فعلی گام و قبلی گام در آمده دست به پاسخ های مقادیر براساس گام هر در پاسخ روش این در 

 .می باشد خطا کاهش و -تکرار -حدس به نیاز بنابراین .می شود
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Numerical Approximation Procedures

Direct Integration

Explicit Implicit
Short time duration dynamic analysis
Wave propagation

Impact and seismic problems
Complex model

Central Difference
Runge-Kunta

Houbolt
Wilson
Newmark
Hughes

Equilibrium at t for the solution of  t+Δt Equilibrium at t+Δt for the solution of t+dt
Computationally cheap since effective
stiffness matrix is not required in each step

Computationally expensive since effective
stiffness matrix is required in each step

Conditionally stable Unconditionally stable
Small time step required for stability Small time step gives better accuracy
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Numerical Approximation Procedures

دست ولقب قابل یا مناسب دقت یک به معقول زمان یک در باید .دارد آن بازده به بستگی عددی روش کدام انتخاب 

 بالا سفرکان با ورودی دارای که سیستم هایی برای ویژه به( زمانی گام گرفتن نظر در کوچک با روش ها همه .یافت

 .داشت توجه نیز زمان و هزینه به باید اما دارند قبول قابل دقت )می باشند

 روش ها این در خطا ایجاد باعث عوامل : 

اعداد کردن گرد )Round off(   

ناپایداری )Instability( باعث بعدی گام های در محاسبات طول در گام یک از خطاها افزایش دلیل به 

 .بزرگ زمانی گام های انتخاب مثال طور به .شد خواهد روش ناپایداری

کوتاه سازی )Truncation(: شود گرفته نظر در اول جمله چند فقط سری ها در مثلا. 

می باشند اثرگذار خطاها که جاهایی. 

فرکانس تغییر یا فاز انتقال. 

دینامیکی سیستم جذب انرژی حذف یا افزایش -مصنوعی میرایی. 
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Direct Integration Methods 

Numerical( عددی گام به گام فرآیند یک از استفاده با مستقیم، انتگرال گیری روش های در step by step

procedure( معادله از )( مستقیم واژه از منظور .می شود گرفته انتگرال )1Direct( حل، فرآیند در که است آن 

 .نمی گردد تبدیل دیگری فرم به حرکت معادلات

 :می باشد زیر ایده دو اساس بر مستقیم انتگرال گیری روش های

.I1( معادله حل جای به( لحظه هر در t ، گسسته زمانی بازه های در تعادل شرایط )Discrete time

intervals( نظر در با استاتیکی صورت به تعادل معادلات دیگر بیان به .می گردد برقرار جدا صورت به 

 .می شود گرفته نظر در      زمانی بازه طول در و t گسسته زمان های در میرایی و اینرسی نیروهای گرفتن

.II،می باشد تغییر یک دارای     زمانی بازه هر طول در شتاب ها و سرعت ها جابجایی ها. 
tΔ

tΔ
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Direct Integration Methods 

 : مستقیم انتگرال گیری روش فرض های

.          که به ترتیب با                   نشان داده می شود 0معلوم بودن بردارهای تغییر مکان ، سرعت و شتاب در زمان  •

 .Tتا زمان  0هدف یافتن پاسخ از زمان  •

 .  بازه زمانی مساوی تقسیم می گردد nبه  Tزمان در نظر گرفته شده  •

 .یدبا انتگرال گیری یک پاسخ تقریبی مربوط به زمان های                                                به دست می آ •

خ در با فرض معلوم بودن پاسخ در زمان های                            هدف تعیین پاس: فرض استخراج الگوریتم •
 زمان

تن آن در شاخص محاسبات انجام شده برای بدست آوردن پاسخ ها در زمان       و به کار بس: استخراج الگوریتم  •
زمان های بعدی با بازه های زمانی 

UUU 000 ,, 

Tttttt ,...,,,...,2,,0 Δ+ΔΔ

ttt ,...,2,,0 ΔΔ
tt Δ+

tΔ

nTt /=Δ
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The Central Difference Method 
 مرکزی تفاضل روش
 را شتاب و رعتس عبارت های می توان بنابراین .است ثابت ضرایب با معمولی دیفرانسیل معادلات از سیستمی )1( رابطه

 .کرد بیان محدود تفاضل عبارت های از استفاده با

)2(1
2 UUU
t

U tttttt Δ+Δ− +−
Δ

= )3(
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 در )1(  رابطه گرفتن نظر در با              زمان در جابجایی پاسخ

 .می آید دست به t زمان
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The Central Difference Method 

 به         همچنین .می آید دست به t زمان در تعادل شرایط گرفتن نظر در براساس          پاسخ )6( رابطه از استفاده با

Explicit( صریح انتگرال گیری روش را انتگرال گیری روند می آید، دست به )5( رابطه از مستقیم طور Integration

Method( فاکتورگیری به نیاز که است گونه ای به روش هایی چنین الگوی .می نامند )موثر سختی( سختی ماتریس )تجزیه( 

 در را تعادل شرایط که Newmark و Houbolt، Wilson مانند روش هایی دیگر طرف از .نمی باشد گام به گام حل راه در

Implicit( ضمنی انتگرال گیری روش  به می گیرند نظر در         زمان Integration Method( هستند معروف. 

Utt Δ+Utt Δ+

tt Δ+

iiii
t UtUtUUknownareUUU  0

2
00

)4(&)3(
000

2
,, Δ+Δ−= Δ− )7(

   .است نظر مورد بردار امُ i درآیه دهنده نشان i اندیس
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The Central Difference Method 
 مرکزی تقاضل روش گام به گام مراحل

Step-by-step solution using central difference method (general mass and damping matrices)

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------
A. Initial calculations;

l. Form stiffness matrix K. mass matrix M, and damping matrix C.
2. Initialize  
3. Select time step , and calculate integration constants:

4. Calculate

5. Form effective mass matrix

UandUU  000 ,

2
302120
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2
1,1
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a ==

Δ
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Δ
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UaUtUUt  0
3

00 +Δ−=Δ−

CaMaM 10
ˆ +=

π
n

cr
Tttt =Δ≤ΔΔ ,

 انتخاب کوچکتر بحرانی زمانی گام از زمانی گام اگر .است آزادی درجه n با سیستم محدود المان مدل پریود کوچکترین

   .می باشد پایدار مشروط طور به مرکزی تفاضل روش شود
nT:
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The Central Difference Method 
 مرکزی تقاضل روش گام به گام مراحل

B. For each time step;

1. Calculate effective loads at time t :

2. Solve for displacements at time

3. If required, evaluate accelerations and velocities at time t:

UCaMaUMaKRR ttttt Δ−−−−−= )()(ˆ
102

tt Δ+

RUM ttt ˆˆ =Δ+

)2(0 UUUaU tttttt Δ+Δ− +−=

)(1 UUaU ttttt Δ+Δ− +−=
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The Central Difference Method 

 است آمده دست به زیر صورت به آزادی درجه دو دارای سیستم یک تعادل معادلات )2 مثال
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The Central Difference Method 
U0 .می شود محاسبه t=0 زمان در      تعادل معادله از استفاده با

 :اول حالت



Solution of Nonlinear Equations in Dynamic Analysis

23

The Central Difference Method 
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The Central Difference Method 
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The Central Difference Method 
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The Central Difference Method 
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The Central Difference Method 
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The Central Difference Method 
 :دوم حالت
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The Houbolt Method روش Houbolt
 از هاستفاد با شتاب و سرعت عبارت های که تفاوت این با است؛ مرکزی تفاضل روش مشابه حدی تا روش این

 .می شود گرفته نظر در زیر محدود تفاضل عبارت های
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The Houbolt Method 
Houbolt روش گام به گام مراحل

Step-by-step solution using Houbolt integration method 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------
A. Initial calculations;

l. Form stiffness matrix K. mass matrix M, and damping matrix C.
2. Initialize  
3. Select time step and calculate integration constants:

4. Use special starting procedure to calculate          and   

5. Calculate effective stiffness matrix
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The Houbolt Method 
Houbolt روش گام به گام مراحل

B. For each time step;

1. Calculate effective loads at time :

2. Solve for displacements at time

3. If required, evaluate accelerations and velocities at time           :

)()(ˆ 2
753

2
642 UaUaUaCUaUaUaMRR tttttttttttttt Δ−Δ−Δ−Δ−Δ+Δ+ ++++++=

tt Δ+

RUK tttt ˆˆ Δ+Δ+ =

UaUaUaUaU ttttttttt Δ−Δ−Δ+Δ+ −−−= 2
6420



UaUaUaUaU ttttttttt Δ−Δ−Δ+Δ+ −−−= 2
7531



tt Δ+

tt Δ+

 زمانی گام و ندارد؛ وجود بحرانی حد زمانی گام برای محدودیتی مرکزی، تفاضل روش برخلاف Houbolt روش در

 .شود انتخاب مرکزی تفاضل روش به مربوط بحرانی زمانی گام از بزرگتر می تواند
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 است آمده دست به زیر صورت به آزادی درجه دو دارای سیستم یک تعادل معادلات )3 مثال
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The Houbolt Method 
U0 .می شود محاسبه t=0 زمان در      تعادل معادله از استفاده با

 :اول حالت
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The Houbolt Method 
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The Houbolt Method 
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The Houbolt Method 
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The Houbolt Method 
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The Houbolt Method 
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The Houbolt Method
 :دوم حالت
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The Houbolt Method
 :دوم حالت

 نتیجه نمی توا استاتیکی حالت با مقایسه در

 متس به سریعا جابجایی پاسخ که گرفت

 کیاستاتی حالت در جابجایی پاسخ مقدار

 .می کند میل
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The Wilson θ Method روش Wilson θ 

Wilson روش θ خطی شتاب روش یافته تعمیم )Linear acceleration Method( برای خطی تغییر یک آن در که است؛ 

Wilson روش در .می گردد فرض           تا t زمان از شتاب θ مقدار اگر .می شود گرفته نظر در         مقدار 

Wilson روش باشد  θ بود خواهد خطی شتاب روش همان.  

tt Δ+

Ut  Utt Δ+ Utt Δ+θ

t

tt Δ+ tt Δ+θ

τ

Linear acceleration assumption of Wilson 
θ Method

1≥θ1=θ

τ:می دهد نشان را زمان در افزایش. tΔ≤≤ θτ0

 هب زیر روابط از سرعت و شتاب مقدار               تا t زمانی بازه در

 .می آیند دست

tt Δ+θ
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The Wilson θ Method 
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UUtUU tttttt  +Δ+= Δ+Δ+ θθ θ )15(

tt :داشت خواهیم                زمان در )14( و )13( روابط از استفاده با Δ+θ

)2(
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UUtUtUU ttttttt  −Δ+Δ+= Δ+Δ+ θθ θθ )16(
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The Wilson θ Method 

RUKUCUM tttttttt Δ+Δ+Δ+Δ+ =++ θθθθ  )19(

)( RRRR tttttt −+= Δ+Δ+ θθ )20(

 زمان در را )1( رابطه در تعادل معادلات               زمان در شتاب ها و سرعت ها جابجایی ها، آوردن دست به برای

 برون یابی از است؛ شده فرض خطی صورت به شتاب تغییرات که آنجایی از همچنین .می گیریم نظر در                    

 .می شود استفاده بارگذاری بردار برای خطی

tt Δ+θ
tt Δ+

 درآن که

Utt .کرد محاسبه را               می توان )19( رابطه در )18( و )17( روابط جایگذاری با Δ+θ

 نظر در با و داشته کاربرد )14( تا )12( روابط در که می آید دست به            ،)17( رابطه در              جایگذاری با

   .می شود محاسبه            و            ،           مقادیر           گرفتن

Utt Δ+θ Utt Δ+θ

tΔ=τUtt Δ+Utt Δ+Utt Δ+



Step-by-step solution using Wilson θ integration method 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------
A. Initial calculations;

l. Form stiffness matrix K. mass matrix M, and damping matrix C.
2. Initialize  
3. Select time step and calculate integration constants:               usually

5. Form effective stiffness matrix
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The Wilson θ Method 
Wilson روش گام به گام مراحل θ
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  برخلاف می گردد بیان t زمان در یکسان مقادیر حسب بر تنها          زمان در شتاب و سرعت ها جابجایی ها، که جایی آن از

 .نیست خاصی آغازین روند به نیاز Houbolt روش
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The Wilson θ Method 
Wilson روش گام به گام مراحل θ

B. For each time step;

1. Calculate effective loads at time            :

2. Solve for displacements at time

3. Calculate displacements, velocities, and accelerations at time           :

)2()2()(ˆ
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 است آمده دست به زیر صورت به آزادی درجه دو دارای سیستم یک تعادل معادلات )4 مثال

 

 

 

Wilson روش از استفاده با θ ب و                )الف حالت دو در سیستم پاسخ تعیین است مطلوب(                   . 
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The Wilson θ Method
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The Wilson θ Method
U0 .می شود محاسبه t=0 زمان در      تعادل معادله از استفاده با

 :اول حالت



Solution of Nonlinear Equations in Dynamic Analysis

48

The Wilson θ Method
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The Wilson θ Method
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The Wilson θ Method

tTtfor Δ=Δ 100&
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The Wilson θ Method
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The Wilson θ Method
 :دوم حالت
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The Wilson θ Method
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The Newmark Method روش Newmark 

Linear( خطی شتاب روش یافته تعمیم Newmark روش acceleration Method( برای خطی تغییر یک آن در که است؛ 

tt   .می گردد فرض           تا t زمان از شتاب Δ+
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The Newmark Method روش Newmark 

   .می شود گرفته نظر در زیر فرض های

tUUUU tttttt Δ+−+= Δ+Δ+ ])1[(  δδ )21(

2
2
1 ])[( tUUtUUU ttttttt Δ+−+Δ+= Δ+Δ+  αα )22(

αδ .می شوند تعیین آن پایداری و انتگرال گیری دقت به یافتن دست منظور به که هستند پارامترهایی      و  

Wilson روش در که .می باشند خطی شتاب روش با متناظر )22( و )21( روابط باشد           و           اگر θ ازای به 

     ثابت میانگین شتاب روش از غیرمشروط پایدار شیوه یک اصل در Newmark روش .آمد دست به

)Constant-Average-Acceleration-Method( ذوزنقه ای قاعده به که کرد؛ پیشنهاد ار )Trapezoidal Rule( است معروف. 

6
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2
1 == αδ1=θ
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The Newmark Method 

 می باشند میانگین شتاب روش با متناظر )22( و )21( روابط باشد           و           اگر
4
1

2
1 == αδ

Newmark's Constant-Average-Acceleration
Scheme

Ut 

)(2
1 UU ttt  Δ++

Utt Δ+

t tt Δ+

 و سرعت ها جابجایی ها، حل برای )22( و )21( روابط بر علاوه

 نظر در          زمان در )1(  رابطه در تعادل معادلات شتاب ها،

 .می شود گرفته
tt Δ+

RUKUCUM tttttttt Δ+Δ+Δ+Δ+ =++  )23(

   عبارت های برای معادلاتی )21( رابطه در آن جایگذاری با که می آید دست به         حسب بر )22( رابطه حل از

   رایب آمده دست به رابطه دو .می گردد حاصل           نامعلوم جابجایی های تنها حسب بر              و           

   جایگذاری با سپس .می شود محاسبه            آن حل با و شده جایگذاری )23( رابطه در             و            

    .می گردد مشخص          و           مقادیر )22( و )21( روابط در آمده دست به             

Utt Δ+Utt Δ+

Utt Δ+Utt Δ+Utt Δ+

Utt Δ+Utt Δ+
Utt Δ+

Utt Δ+Utt Δ+ Utt Δ+
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The Newmark Method 

Newmark’s Method - Stability

To keep the algorithm stable

αδπ 2
1

2
1

−
≤Δ

T
t

Average acceleration
4
1   ,

2
1 == αδ

Unconditional stable

Usually for accuracy T1.0t <Δ or less!

Linear acceleration
6
1   ,

2
1 == αδ

55.0
T

t <ΔConditional stable
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The Newmark Method 

Step-by-step solution using Newmark integration method 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------
A. Initial calculations;

l. Form stiffness matrix K. mass matrix M, and damping matrix C.
2. Initialize  
3. Select time step and parameters      and     and calculate integration constants;

5. Form effective stiffness matrix

UandUU  000 ,

tatataa

a
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The Newmark Method 

B. For each time step;

1. Calculate effective loads at time            :

2. Solve for displacements at time

3. Calculate accelerations and velocities at time           :

)()(ˆ
541320 UaUaUaCUaUaUaMRR tttttttttt  ++++++= Δ+Δ+

RUK tttt ˆˆ Δ+Δ+ =

tt Δ+

tt Δ+

tt Δ+

UaUaUUaU ttttttt 
320 )( −−−= Δ+Δ+

UaUaUU tttttt  Δ+Δ+ ++= 76
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 است آمده دست به زیر صورت به آزادی درجه دو دارای سیستم یک تعادل معادلات )5 مثال

 

 

 

 .                   )ب و                )الف حالت دو در سیستم پاسخ تعیین است مطلوب Newmark روش از استفاده با
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The Newmark Method
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The Newmark Method
U0 .می شود محاسبه t=0 زمان در      تعادل معادله از استفاده با

 :اول حالت
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The Newmark Method
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The Newmark Method

1U
t

2U
t

Ut
time

0
tΔ
tΔ2
tΔ3
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tΔ9
tΔ10
tΔ11
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The Newmark Method

tTtfor Δ=Δ 100&
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The Newmark Method

tTtfor Δ=Δ 200&
20

2
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The Newmark Method
 :دوم حالت
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The Newmark Method
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tΔ2
tΔ3
tΔ4
tΔ5
tΔ6
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 

EOM of nonlinear system
)()()()( tpfstuctum =++ 

x

f Linear

Nonlinear
iiii pfsucum Δ=Δ+Δ+Δ )(

iuΔ
ifs)(Δ

iTii
i

i

iii

uku
u
fs

fsfsfs

Δ≅Δ
Δ
Δ=

−=Δ +

)()(
)()()( 1

Tk

Tangential stiffness
function of displacement

1111 )( ++++ =++ iiii pfsucum 
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iu

ifs)(



Solution of Nonlinear Equations in Dynamic Analysis

69

Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 
 .می باشد زیر صورت به غیرخطی سیستم نمویی تعادل معادله

iiii pfsucum Δ=Δ+Δ+Δ )( )1(b

 از عبارت اند نمویی مقاوم نیروی آن در که

iii ukfs Δ=Δ sec)()( )2(b

 تعیین نمی توان را           سکانتی سختی شکل به توجه با

 در کوچک را زمانی گام اگر .نیست معلوم         زیرا کرد

 ختیس جایگزین را        مماسی سختی می توان بگیریم نظر

 .کرد سکانتی

sec)( ik

1+iu

Tik )(

iTii ukfs Δ≈Δ )()( )3(b

iiiii   داشت خواهیم )b1( در )b3( رابطه جایگذاری و T اندیس حذف با pukucum Δ=Δ+Δ+Δ  )4(b
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 
 رد شود استفاده ثابت زمانی گام یک از غیرخطی سیستم های در اگر اما .کرد حل Newmark روش با می توان را )b4( رابطه

 :می آید وجود به زیر دلیل دو به توجهی قابل خطاهای آنالیز روند

 جمعیت صورت به خطا بعدی زمانی گام های در( .است شده استفاده سکانتی سختی جای به مماسی سختی1.

 )می یابد افزایش

 .دازدمی ان تعویق به را جابجایی-نیرو منحنی در برگشت نقطه کردن پیدا ثابت، زمانی گام از استفاده2.
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 
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  .مداری جابجایی افزایش
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u
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

 اآنج در که دارد وجود     مانند نقطه ای زمانی گام طول در نتیجه در پس )             ( باشد منفی سرعت b نقطه در اگر

 ، نباشیم     طهنق شناسایی به قادر عددی آنالیز در اگر .است کرده شدن کم به شروع جابجایی و است رسیده صفر به سرعت

 عیینت جابجایی نیرو برگشت منحنی براساس مماس خط شیب است منفی سرعت b نقطه در چون و کرده پیدا ادامه آنالیز

 .رسید خواهیم c نقطه به برسیم      نقطه به که آن جای به بعدی زمانی گام در و شده

01 <+iub′

b′

c′

Iterative( شونده تکرار روند یک بکارگیری با شده اشاره خطاهای procedure( کرد خواهد پیدا کاهش زمانی گام طول در. 

 .می گیرد صورت کوچکتر زمانی گام های طول در تکرارهایی زمانی گام هر طول در که گونه بدین
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 

 می گیریم نظر در را زیر رابطه Newmark روش اصلاح برای

iii puk ˆˆ Δ=Δ )5(b

 آن در که

[ ] [ ] iiii
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 .می کنیم حذف را i اندیس روابط نوشتن در سازی ساده جهت
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 

 نتیجه در

pukT ˆˆ Δ=Δ )7(b camakk TT 10
ˆ ++= )8(b

Iteration within a time step for nonlinear systems: (a) Newton-Raphson iteration; (b) modified 
Newton-Raphson iteration.

)(a)(b
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 

Modified Newton-Raphson Iteration (Table1)

1) Initialize data.

iTiisii kkpRfsfuu ˆˆˆ)( )1()0()0(
1 =Δ=Δ==+

2) Calculations for each iteration, j = 1, 2, 3, ...

)()()1(
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3) Repetition for next iteration. Replace j by j + 1 and repeat calculation steps 2.1 to 2.4.

The iterative process is terminated after iterations 
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 

Newmark’s Method: Nonlinear Systems

1) Initial calculations.

c
t
amaacamaa
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m

fsucpu

Δ
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Δ
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37426
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)1(&)1(3.1
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Special cases
(1) Average acceleration method 
(2) Linear acceleration method
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2
1 , == αδ

6
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2
1 , == αδ
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 

Newmark’s Method: Nonlinear Systems

iiiiiiiii

iiii

iiii

iii

ii

i

iiii

uuuuuuuuu
uauauau
uauauau
pkufor

camakk

k
uauapp







Δ+=Δ+=Δ+=
+−−Δ=Δ

−+−Δ=Δ
ΔΔ

++=

++Δ=Δ

+++ 111

320

541

10

76

,,7.2
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)1(5.2
Table1.ofprocedureiterativeusingˆandˆfromSolve4.2

ˆ3.2

.stiffnesstangenttheDetermin2.2
ˆ1.2

2) Calculations for each time step, i

3) Repetition for the next time step. Replace i by i + 1 and implement steps 2.1 to 2.7 for the 
next time step.
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 رابطه .است آمده زیر در SDOF سیستم یک مشخصات )6 مثال

 رو به رو لشک مطابق الاستوپلاستیک سیستم تغییرشکل – نیرو

 پالس فنص با برابر نیرویی اثر تحت را سیستم پاسخ .می باشد

 و رارتک بدون میانگین شتاب )الف روش دو به سینوسی چرخه ای

Modified )ب Newton Raphson Iteration زمانی گام با    

. 

Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 

1) Initial calculations.
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شتاب میانگین بدون تکرار) الف
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 
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2) Calculations for each time step, i شتاب میانگین بدون تکرار) الف
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 

• Average acceleration without iteration using
Results

sec1.0=Δt

شتاب میانگین بدون تکرار) الف
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 

شتاب میانگین بدون تکرار) الف
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 

1) Initial calculations.
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 Modified Newton Raphson Iteration) ب
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 

 Modified Newton Raphson Iteration) ب
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2) Calculations for each time step, i
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 

 Modified Newton Raphson Iteration) ب

N
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• Linear acceleration using
Results

sec1.0=Δt
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 

Calculations for each time step, i (Modified Newton Raphson Iteration 2) ب
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Analysis of Nonlinear Response: Newmark’s Method 

Calculations for each time step, i (Modified Newton Raphson Iteration 2) ب
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Commercial Software - MATLAB 
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Demonstration - SDOF structure under earthquake excitation

1940 El Centro EQ
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Commercial Software - MATLAB 
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Response of a tall building under earthquake

0 5 10 15 20
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

time s

di
sp

. m

clear all;

load elcen;

m=4.61*10^7; c=1.04*10^6; k=5.83*10^7;

A=[0 1; -k/m -c/m]; B=[0;-1]; C=[1 0]; D=[0];

[x temp]=lsim(A,B,C,D,acc,time);

subplot(2,1,1);
plot(time,acc);
ylabel('ground acc. m/s^2');
title('Response of a tall building under 
earthquake');
subplot(2,1,2);
plot(time,x);
xlabel('time');
ylabel('disp. m');
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The lsim command operates in the STATE-SPACE domain

pkxxcxm =++ Original 2nd order
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Commercial Software - MATLAB 

BUAXX +=


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



=

x
x

X
DUCXY +=
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
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m
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      B
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10
A

C and D depend on the output desired.

[x temp]=lsim(A,B,C,D,-acc,time); Demonstration !
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Homework

 است آمده دست به زیر صورت به آزادی درجه دو دارای سیستم یک تعادل معادلات )1 تمرین

 

 

 

Houbolt ، Wilson ، مرکزی تفاضل روش از استفاده با θ و Newmark دقت یک با سیستم پاسخ تعیین است مطلوب 

 .          . ثانیه 4 تا 0 زمانی بازه در قبول قابل
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
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0

=
=

U
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

 فرض
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Homework
 بدون )ب و تکرار با )الف Newmark روش به را شده داده نشان نیرویی اثر تحت SDOF سیستم یک پاسخ )2 تمرین

  آورید دست به تکرار

 

. 

6

10

8

6

4
3

2


