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.I معادله های حرکت سیستمMDOF

   .می کنیم رسم آن در تغییرشکل اعمال از پس را سازه آزاد جسم دیاگرام
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.I معادله های حرکت سیستمMDOF

   .می نماییم تعادل معادله های نوشتن به اقدام حرکت، دیفرانسیل معادله به دستیابی برای اکنون
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.I معادله های حرکت سیستمMDOF
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 :شد خواهد زیر صورت به تعادل معادلات ماتریسی فرم

 :است زیر صورت به آزادی درجه سه دارای MDOF سیستم حرکت معادله
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.I معادله های حرکت سیستمMDOF

[ ] { } [ ] { } [ ] { } [ ] { } { } )7()()()()()( 11111 ××××××××× +−=++ ngnnnnnnnnnnnn tptuLmtxktxctxm 

 به بعدی دو فضای در )طبقات تعداد = n( آزادی درجه n دارای MDOF سیستم حرکت معادله کلی حالت در

 :می شود نوشته زیر صورت

 آن در که
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.I معادله های حرکت سیستمMDOF

 :می گردند تشکیل زیر صورت به سازه کل میرایی و سختی ماتریس های همچنین
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.I معادله های حرکت سیستمMDOF

  آزادی درجه 3n دارای MDOF سیستم حرکت معادله کلی حالت در

)n = ودمی ش نوشته صورت به بعدی سه فضای در )طبقات تعداد: 
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.I معادله های حرکت سیستمMDOF
 :است زیر صورت به سازه کل جرم ماتریس 
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.I معادله های حرکت سیستمMDOF
 :می گردد تشکیل زیر صورت به سازه کل سختی ماتریس 

[ ] [ ]
[ ]

[ ]

[ ] 1,:

)(
)1,,3,2,1(

3

13

23

)(31)(32)(3

1

)1(3

1)1(3

2)1(3

31323

3

13

23

)1(31)1(32)1(3

1

3

13

23

31323

+≠=



















−=





















=























=
−=+

=



















−

−

−−

+

+

−+

−+

−−

−

−

+−+−+

+

−

−

−−

iijifOk

kkk

nik
nikk

k

i

i

i

jjj

i

i

i

i

iii

i

i

i

iii

i

ii

i

i

i

iii



[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 




























−
−+

+−
−+−

−+

=

−−

−−−−−−

−−−−−−−

×

nnnnn

nnnnnn

nnnnnn

nn

kkOOO
kkkOOO

OOkkkO
OOkkkk
OOOkkk

k













)(31)(32)(3

1)1(31)1(32)1(3

433987

3322654

221321

)(31)(32)(3)1(31)1(32)1(3987654321

33

[ ]





















⋅+⋅⋅⋅
⋅
⋅

=





2
yy

2
xxyyxxR

yyyy

xxxx

Ryx

eeee-
e0
e-0

Z

Z

iiiiiiii

iii

iii
i

kkkk
kk
kk

k

 آن در که

)13(



MDOF: Solution of  Motion Equations

10

.I معادله های حرکت سیستمMDOF
 :می آید دست به سختی ماتریس با مشابه سازه کل میرایی ماتریس 
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی

[ ]{ } [ ]{ } { } )15()()( Otxktxm =+

 :می آید دست به زیر صورت به )7( رابطه از استفاده با میرایی بدون MDOF سیستم آزاد ارتعاش معادله

 :است زیر صورت به فوق معادله پاسخ ریاضی روابط کمک به

{ } { } )16()sin()( θω += tatx

 ایه                        یعنی می کند صدق معادله در متعددی های   و ها    ها،     بردار که رسیدیم نتیجه این به اگر

   .می باشد آن ها همه جمع کلی پاسخ که می گوید ریاضی باشند، جواب متعددی

{ }a:است غیرمت آن دامنه فقط و نمی کند تغییر زمان با آن شکل که است سیستم ارتعاش شکل بیانگر 

ω:سیستم ارتعاش فرکانس. 

θ:فاز زاویه. 

{ }aωθ{ } )sin( iii ta θω +

   :می آید دست به شتاب بردار )16( رابطه از دوم مشتق گرفتن با

{ } { } )17()sin()()16( 2 θωω +−= tatx
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی

 :داشت خواهیم )15( رابطه در )17( و )16( رابطه های جایگذاری با

[ ]{ } [ ]{ } { } [ ] [ ]( ){ } { } )18()sin()sin( 22 OamkOtaktam =−=+++− ωθωθωω

 دامنه اب آزاد ارتعاش دیگر عبارت به .باشد صفر                  دترمینان باید      بردار بودن غیرصفر برای

   که است امکان  پذیر زمانی فقط محدود

{ }a[ ] [ ]mk 2ω−

 تخابان با حالت این در .می گردد )      بردار درایه های( ها    شدن وابسطه باعث دترمینان بودن صفر البته

    .می آوریم دست به را آن دیگر درایه های ها    از یکی دلخواه
ia{ }a

ia

[ ] [ ] )19(02 =− mk ω  .می شود نامیده فرکانس معادله )19( رابطه

Eigen ( ویژه مقدار مسئله نام به ریاضی مهم مسئله های از یکی معادله ها نوع این حل Value Problem ( 

   .است
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی

 با n مرتبه از جبری معادله یک شود، داده بسط است آزادی درجه n دارای که سیستمی یک در )19( رابطه اگر

2ω .آمد خواهد دست به        مجهول پارامتر

n 19( معادله ریشه( فرکانس های دهنده نشان                               یعنی n ارتعاشی مود ) ارتعاش شکل 

 سیستم دیآزا درجه های تعداد با برابر فرکانس ها تعداد .آیند وجود به سیستم در می توانند که هستند )سیستم

 .می باشد

22
3

2
2

2
1 ,,,, nωωωω 

[ ] [ ] =− 0)19( 2 mk ω
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 بگیریم نظر در را )19( رابطه ریشه های جذر اگر

   :می آید دست به         فرکانس بردار
{ } )20(3

2

1

1
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
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی
 مود ستا )پریود بزرگترین( فرکانس کوچکترین دارای که ارتعاش از مودی

 را آن از )ترکوچک پریود( بزرگتر فرکانس ترتیب همین به می شود نامیده اول

n   :آخر الی و می گویند دوم مود

n

TTTT
or

>>>>

<<<<





321

321 ωωωω

 کلیه که دکر ثابت می توان پایدار، سازه های در حقیقی و متقارن معین، -مثبت سختی و جرم ماتریس های برای

   .می باشند مثبت و حقیقی فرکانس، معادله ریشه های

[ ] [ ]( ){ } { } { }iii aOamk =− 2)18( ω

 شکل می توان ،)18( معادله در آن ها تک تک دادن قرار با ،)ویژه مقادیر( فرکانس ها محاسبه از پس

  معادله ضرایب ماتریس که جا آن از .کرد پیدا خاص مود آن در را )متناظر ویژه بردار( سیستم ارتعاش

] .است متفاوت مود هر برای بنابراین دارد بستگی فرکانس به                   یعنی )18( ] [ ]( )mk 2ω−

}ω   .می آید دست به مختلف های     مختلف، های    برای }a
{ } { } { } { }naaaa ,,,, 321 

1ω 2ω 3ω nω
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی

 محاسبه اختیاری مولفه یک حسب بر مکان تغییر مولفه n-1 است، نامعین ارتعاش ها دامنه مطلق مقدار چون

 از کیی حسب بر تغییرمکان ها کلیه کردن حل طریق از می توان را سیستم ارتعاش شکل یعنی شد؛ خواهند

 .کرد یینتع می توان را تغییرمکان نسبت های فقط که می گیریم نتیجه بنابراین .آورد دست به آن مولفه های

 )بام طبقه به مربوط مولفه ( مبنا مولفه های از یکی به مولفه ها کلیه کردن تقسیم با معمولا کار، راحتی خاطر به

    .می نامند اُم i مود شکل بردار را حاصل بردار .می کنند بیان بعُد بدون صورت به را تغییرمکان بردار

{ } )21(1
3

2

1

3

2

1



























=



























=

ni

i

i

i

ni

ni

i

i

i

i

a

a
a
a

a

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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی

 نشان را خاص فرکانس یک در سازه ارتعاش شکل مودال بردار .می نامند مودال بردار را     بردارهای از یک هر

 تمام شامل که سازه مودال ماتریس .است      فرکانس نظیر سازه ارتعاش شکل      مثال طور به .می دهد

 :می شود تشکیل زیر صورت به می باشد سازه مودهای

{ }iφ

{ }1φ1ω

[ ] { } { } { } { }[ ] =Φ × nnn φφφφ 321

[ ] )22(

321

3333231

2232221

1131211























=Φ ×

nnnnn

n

n

n

nn

φφφφ

φφφφ
φφφφ
φφφφ








[ ]Φ:مودال ماتریس 

ijφ:طبقه ارتعاش شکل i مود در اُم j اُم 
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی

است مودها تمام از ترکیبی سازه پاسخ. 

مود آن هب مربوط فرکانس دارد، تنش ها روی بر نتیجه در پاسخ، روی بر را تاثیر بیشترین که مودی 

 .است غالب فرکانس

باشند غالب مودها از یک هر است ممکن نامتقارن سازه های در. 

در شده هذخیر انرژی که داد نشان می توان .می نامند فرکانس کوچکترین به وابسطه مود را اول مود معمولا 

 انرژی جذب امکان است کمتر فرکانس چون پایین تر مودهای در زیرا دارد؛ را مقدار بیشترین حاکم، مود

 .می باشد بیشتر

که جا آن از اما .نشد زده حرفی مصالح بودن غیرخطی یا خطی مورد در دیفرانسیل معادله های حل در 

 .هستیم خطی محدوده در یعنی است ثابت ما استفاده مورد سختی ماتریس
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی

Eigen ( ویژه مقدار مسئله Value Problem ( 

[ ]I:واحد ماتریس 
[ ]

[ ] [ ] [ ]( ){ } { } )23()18( 21
1

OaIkm
m

=− −
× −

ω

[ ] [ ] [ ]






=
= −

2

1

ωλ
kmBif

eig() function in Matlab 
[ ] )(Beiga =λ

[a Landa]=eig(inv(m)*k);
omega=sqrt(Landa);
for i=1:n

a(:,i)= a(:,i)/a(n,i);
end

phi=a

Eigen Value of  [B] : 

[ ]


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



















=

nλ

λ
λ

λ

λ
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3

2

1

)ویژه مقدار( 

Eigen Vector of  [B] : 

[ ] { } { } { } { }[ ]naaaaa 321=

 )ویژه بردار(
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی

 .بود خواهد مختلف فرکانس های در سازه ارتعاش های از ترکیبی سازه شکل تغییر

{ } { } { } { } )sin()sin()sin()()16( 222111 nnn tatatatx θωθωθω ++++++= 

{ } { } )24()sin()(
1


=

+=
n

i
iii tatx θω

{ } { } { } { } )25()sin()()sin()()24(&)21(
11


==

+=+=
n

i
iiii

n

i
iiini tAtxttx θωφθωφα

iA:اصلاح ضریب 

iiA .ی آیدم دست به اولیه شرایط از استفاده با      و    پارامترهای θ
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی

 :داشت خواهیم اولیه شرایط اعمال با
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی

 به آن لیهاو شرایط به توجه با را زیر شکل در شده داده نشان میرایی بدون سازه آزاد ارتعاش پاسخ -1 مثال

 .آورید دست

)/(18001 mkNk =

)(21 tonm =
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)/(6003 mkNk =

)(13 tonm =
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
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی

 -1 مثال حل

)/(18001 mkNk =

)(21 tonm =
)/(12002 mkNk =

)(5.12 tonm =
)/(6003 mkNk =

)(13 tonm =
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی

 -1 مثال حل
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی

 -1 مثال حل
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی

 -1 مثال حل
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی
 -1 مثال حل
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی
 -1 مثال حل
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی
 -1 مثال حل

clc
clear
format short g
m=diag([2 1.5 1])
k0=[1800 1200 600];
n=length(m);
k=zeros(n,n);
for i=1:n
if i<n

k(i,i)=k0(i)+k0(i+1);
k(i,i+1)=-k0(i+1);
k(i+1,i)=-k0(i+1);

else
k(i,i)=k0(i)

end
end
[phi bb]=eig(inv(m)*k)
omega=sqrt(bb)
for i=1:n

phi(:,i)= phi(:,i)/phi(n,i);
end
ModeShape=zeros(n,n);
frequency=zeros(n,n);
omegav=diag(omega);
.
.
.

Matlab Code 
.
.
.
for i=1:n

[frequency(i,i), z]=min(omegav);
ModeShape(:,i)=phi(:,z);
sum=0;
for j=1:length(omegav)
if j==z
else

sum=sum+1;
omegad(sum)=omegav(j);
phid(:,sum)=phi(:,j);

end
end
clear omegav phi
omegav=omegad;
phi=phid;

if length(omegav)>1
clear omegad phid

end
end
Frequency=sort(diag(sqrt(bb))/(2*pi))
Period=1./Frequency
MS(1,1:n)=0;
MS(2:n+1,:)=ModeShape;
for i=1:n

subplot(1,n,i),plot(MS(:,i),(0:n),'marker','o','LineWidth',2)
hold on
subplot(1,n,i),plot(-MS(:,i),(0:n),'--K','marker','s','LineWidth',2)
xlabel('Mode shape','FontSize',8)
ylabel('Story No.','FontSize',8)
grid
hold off

end
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی
 -1 مثال حل
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی
 -1 مثال حل
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی
 -1 مثال حل
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی
 -1 مثال حل
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.II ارتعاش آزاد سیستمMDOF بدون میرایی
 -1 مثال حل

Matlab Code 
clc
clear
format short g
n=3;
m=diag([2 1.5 1])
k0=[1800 1200 600];
x0=[0.01;0.015;0.02];
v0=[0.02;0.04;0.06];
k=zeros(n,n);
for i=1:n
if i<n

k(i,i)=k0(i)+k0(i+1);
k(i,i+1)=-k0(i+1);
k(i+1,i)=-k0(i+1);

else
k(i,i)=k0(i)

end
end
[phi bb]=eig(inv(m)*k)
omega=sqrt(bb)
for i=1:n

phi(:,i)= phi(:,i)/phi(n,i);
end
.
.
.

.

.

.
phi=[0.30185 -0.67898 2.4396;0.64854 -0.6066 -2.5419;1 1 1]
alpha=inv(phi)*x0
omega=[omega(3,3) 0 0;0 omega(2,2) 0; 0 0 omega(1,1)]
beta=inv(omega)*inv(phi)*v0
for i=1:3

teta(i)=atan(alpha(i)/beta(i));
A(i)=alpha(i)/sin(teta(i));

end
t=0:0.01:10;
for i=1:length(t)

x(1:3,i)=A(1)*phi(:,1)*sin(omega(1,1)*t(i)+teta(1))+A(2)*phi(:,2)*sin(......omega(2,2)*t(i)+teta(2))+A(3)*phi(:,3)*sin
(omega(3,3)*t(i)+teta(3));
end
LB=min(min(x));
UB=max(max(x));
for i=1:3

subplot(3,1,i),plot(t,x(4-i,:));
xlabel('time [sec]','FontSize',8)
ylabel('Displacement','FontSize',8)
axis([0 10 1.2*LB 1.2*UB])

end
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.III شرایط تعامد)Orthogonality Conditions(

   سختی و جرم ماتریس های کردن قطری

 دیلتب معادله، هر در مجهول یک با معادله هایی به را نهایی معادله های می توانیم باشد، خطی سازه رفتار اگر

 قطری با بنابراین .می گردد معادله ها )Coupled( شدن همبسته به منجر سختی ماتریس بودن قطری غیر .کنیم

   .می شوند )Uncoupled( همبسته غیر معادله ها جرم، و سختی ماتریس های کردن
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.III شرایط تعامد)Orthogonality Conditions(

   سختی و جرم ماتریس های کردن قطری
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.III شرایط تعامد)Orthogonality Conditions(

   سختی و جرم ماتریس های کردن قطری

{ } [ ]{ } { } )42()()41(,)40( 22 Om m
T
nmn =− φφωω

mn :باید تنها پس                  نتیجه در           اگر )42( رابطه ی در ≠
22

mn ωω ≠

{ } [ ]{ } { } mnforOm m
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n ≠=φφ  رمج ماتریس به نسبت مودها تعامد رابطه

{ } [ ]{ } { } mnforOk m
T
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 :می شود نتیجه )40( رابطه در )37a( رابطه همان یا فوق رابطه ی جایگذاری با

 ختیس ماتریس به نسبت مودها تعامد رابطه
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.III شرایط تعامد)Orthogonality Conditions(

   سختی و جرم ماتریس های کردن قطری

 نماییم محاسبه را زیر رابطه می خواهیم
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.III شرایط تعامد)Orthogonality Conditions(

   سختی و جرم ماتریس های کردن قطری
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.III شرایط تعامد)Orthogonality Conditions(

   سختی و جرم ماتریس های کردن قطری
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.III شرایط تعامد)Orthogonality Conditions(

   سختی و جرم ماتریس های کردن قطری

[ ]

{ } [ ]{ }
{ } [ ]{ }

{ } [ ]{ }

{ } [ ]{ } 





















=

n
T
nn

T

T

T

m

m
m

m

K

φφω

φφω
φφω

φφω

2

33
2

3

22
2

2

11
2

1

000

000
000
000








)45(,)40(

[ ] [ ] [ ][ ] { } [ ]{ }[ ] [ ] )46(2
ii

T
ii

T KmkK ==ΦΦ= φφω

] . نامندمی سختی قطری ماتریس یا شده قطری سختی ماتریس را ]K

]   .است قطری فوق تعریف با        ماتریس که می شود مشاهده بنابراین ]K

[ ] [ ] [ ] )47()46(,)44( 22 MKMK iii ωω ==



MDOF: Solution of  Motion Equations

45

.IVنرمال کردن ماتریس مودال

 آید ستد به نرمال مودال بردار تا می کنیم تقسیم متناظر جرم قطری ماتریس المان جذر به را مودال بردار درایه های

 :)است مجاز تقسیم عمل می کنیم انتخاب ما که هستند مقداری به وابسطه نرمال بردار مقادیر چون(
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.IVنرمال کردن ماتریس مودال

   داد شکیلت نیز را نرمال مودال ماتریس می توان مودال بردار تعریف از استفاده با
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.IVنرمال کردن ماتریس مودال

   داد یلتشک را          نرمال شده قطری جرم ماتریس می توان نرمال مودال ماتریس تعریف از استفاده با
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 می دانیم
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.IVنرمال کردن ماتریس مودال

   داد شکیلت را          نرمال شده قطری سختی ماتریس می توان نرمال مودال ماتریس تعریف از استفاده با همچنین

[ ] [ ] [ ][ ]

{ } [ ] { }

{ } [ ] { }

{ } [ ] { }

{ } [ ] { }


































=ΦΦ=

n

n

n

T
n

n

T

T

T

T

M
m

M

M
m

M

M
m

M

M
m

M

kK

φφω

φφω

φφω

φφω

2

3

3

3

32
3

2

2

2

22
2

1

1

1

12
1

000

000

000

000











{ } [ ] { } { } [ ]{ } [ ] [ ] [ ][ ] [ ] )51(

000

000
000
000

2

2

2
3

2
2

2
1

2222 ω

ω

ω
ω

ω

ωωφφωφφω =























=ΦΦ===
⋅

=

n

T
i

i

i
i

ii

i
T
i

i
i

i

i

T
i

i kK
M
M

MM
m

M
m

M








 می دانیم

 .است فرکانس ماتریس مجذور همان نرمال شده قطری سختی ماتریس نتیجه در

[ ]K



MDOF: Solution of  Motion Equations

49

 یقطر سختی و نرمال شده قطری جرم نرمال، مودال شده، قطری سختی شده، قطری جرم ماتریس های -2 مثال

 .نمایید محاسبه را نرمال شده

)/(18001 mkNk =

)(21 tonm =
)/(12002 mkNk =

)(5.12 tonm =
)/(6003 mkNk =

)(13 tonm =

.IVنرمال کردن ماتریس مودال
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 -2 مثال حل

.IVنرمال کردن ماتریس مودال
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 -2 مثال حل

.IVنرمال کردن ماتریس مودال
[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ]IMmM T =
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=ΦΦ= KkK T

clc
clear
format short g
n=3;
m=diag([2 1.5 1])*1000;
k0=[1800 1200 600]*1000;
xi=0;
k=zeros(n,n);
for i=1:n
if i<n

k(i,i)=k0(i)+k0(i+1);
k(i,i+1)=-k0(i+1);
k(i+1,i)=-k0(i+1);

else
k(i,i)=k0(i);

end
End
.
.
.

.

.

.
[phi bb]=eig(inv(m)*k);
omega=sqrt(bb);
for i=1:n

phi(:,i)= phi(:,i)/phi(n,i);
End
phi=[0.30185 -0.67898 2.4396;0.64854 -0.606…
…-2.5419;1 1 1];
M=phi'*m*phi
K=phi'*k*phi
for i=1:n

phib(:,i)= phi(:,i)/sqrt(M(i,i));
end
phib
Mb=phib'*m*phib
Kb=phib'*k*phib

Matlab Code 
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.V حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)بدون میرایی

Uncoupling ( حرکت دیفرانسیل معادله های کردن منفرد differentiate equations of motion ( 

 :است زیر صورت به خارجی نیروی اثر تحت میرایی بدون MDOF سیستم حرکت معادله
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 یک از بیش حرکت معادله های از یک هر در

 و آن ها کردن جدا برای .می باشد موجود متغیر

 اتمختص از باشد متغیر یک معادله هر در که این

 .می کنیم استفاده تعمیم یافته
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Uncoupling ( حرکت دیفرانسیل معادله های کردن منفرد differentiate equations of motion ( 

 :ی گرددم تعریف زیر صورت به تعمیم یافته مختصات
{ } [ ]{ } )53()()( tytx Φ=

 :داشت خواهیم )52( حرکت معادله در )53( رابطه جایگذاری با

[ ][ ]{ } [ ][ ]{ } { } )54()()()()53(,)52( tptyktym =Φ+Φ 

] :می کنیم ضرب          در )54( رابطه طرفین ]TΦ

[ ]
[ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ][ ]{ } [ ] { } )55()()()()54( tptyktym TTT

T
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[ ]{ } [ ]{ } { } )56()()()()55(&)46(,)44( tPtyKtyM =+ 

.V حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)بدون میرایی

 .دارد نام یافته تعمیم مختصات در حرکت معادله )56( رابطه

} .است یافته تعمیم مختصات در خارجی نیروی بردار            آن در که })(tP
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Uncoupling ( حرکت دیفرانسیل معادله های کردن منفرد differentiate equations of motion ( 

.V حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)بدون میرایی
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Uncoupling ( حرکت دیفرانسیل معادله های کردن منفرد differentiate equations of motion ( 

.V حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)بدون میرایی
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 :آورد دست به را سازه پاسخ می توان )53( تعمیم یافته مختصات تعریف رابطه به توجه با

Modal ( مودال آنالیز روش را فوق روش Analysis ( نیروی که است حالتی مناسب مودال آنالیز روش .می نامند 

 تاریخچه الیزآن واقع در نماییم محاسبه لحظه هر برای را پاسخ اگر می آید میان به زلزله حالتی در اما .باشیم داشته خارجی

Time ( زمانی History Analysis ( می نامند مودال زمانی تاریخچه روش را آن که .داده ایم انجام را. 
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Uncoupling ( حرکت دیفرانسیل معادله های کردن منفرد differentiate equations of motion ( 

] : کنیم ضرب          در )60( رابطه طرفین       جای به اگر ]TΦ
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.V حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)بدون میرایی

 .ندارد )56( رابطه با تفاوتی که است یافته تعمیم مختصات در حرکت معادله نیز )62( رابطه
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Uncoupling ( حرکت دیفرانسیل معادله های کردن منفرد differentiate equations of motion ( 

.V حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)بدون میرایی
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 :داشت خواهیم دهیم بسط را )62( رابطه اگر

 مختصات رد که حالتی در آنالیز نتایج که گرفت نتیجه توان می

 یحالت با باشد شده استفاده )53( مودال ماتریس از یافته تعمیم

 )59( دهش نرمال مودال ماتریس از یافته تعمیم مختصات در که

 .است یکسان باشد شده استفاده

 هر وابج که می شود؛ همبسته معادلات شدن جدا باعث مودها، تعامد از استفاده با یافته تعمیم مختصات

   .است دیگر مودهای گرفتن نظر در بدون مسئله جواب معادله،

   .دارد اثر اُم i مود اُم i معادله در که می شود مشاهده
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 آزاد ارتعاش -خاص حالت

.V حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)بدون میرایی

 متعمی مختصات در حرکت معادله آزاد ارتعاش در

] :است زیر صورت به یافته ]{ } [ ]{ } { } )63()()()56( OtyKtyM =+ 

 محاسبه SDOF سیستم آزاد ارتعاش پاسخ رابطه از استفاده با را معادله هر پاسخ و داده بسط را )63( رابطه
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 آزاد ارتعاش -خاص حالت

.V حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)بدون میرایی

 که ندمی باش یافته تعمیم مختصات در اولیه شرایط                )64( رابطه در

 :می شوند محاسبه زیر روش های از یکی به

ii yy 00 ,

 :اول روش
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 :دوم روش

  می آید دست به قطری درایه های از یک هر نمودن وارون با شده قطری جرم ماتریس وارون

 ) است ساده کردن وارون عملیات(

)65(

)66(
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 آزاد ارتعاش -خاص حالت

.V حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)بدون میرایی

{ } [ ]{ }
[ ] [ ] [ ] [ ]{ } [ ] [ ][ ]{ })0()0()0()0( ymxmyxif TTmT

ΦΦ=ΦΦ=
Φ×

{ } [ ] [ ]{ } { } [ ] [ ]{ })0()0()0()0( xmyxmy TT  Φ=Φ=

 :سوم روش

 .می شود محاسبه ها     از یک هر )64( رابطه از استفاده با یافته تعمیم مختصات در اولیه شرایط تعیین با

   .می آید دست به MDOF سیستم پاسخ )58( رابطه کمک به سپس

iy

)67(
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.V حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)بدون میرایی

 دست به آن اولیه شرایط به توجه با را زیر شکل در شده داده نشان میرایی بدون سازه آزاد ارتعاش پاسخ -3 مثال

 )کنید استفاده مودال آنالیز روش از( .آورید
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.V حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)بدون میرایی

 -3 مثال حل
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.V حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)بدون میرایی

 -3 مثال حل
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.V حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)بدون میرایی

 -3 مثال حل

 پاسخ ارتعاش آزاد سازه سه طبقه ناشی از آنالیز مودال
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.V حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)بدون میرایی

 -3 مثال حل
Matlab Code 

clc
clear
format short g
n=3;
m=diag([2 1.5 1]);
k0=[1800 1200 600];
xi=0;
x0=[0.01;0.015;0.02];
v0=[0.02;0.04;0.06];
k=zeros(n,n);
for i=1:n
if i<n

k(i,i)=k0(i)+k0(i+1);
k(i,i+1)=-k0(i+1);
k(i+1,i)=-k0(i+1);

else
k(i,i)=k0(i);

end
end
[phi bb]=eig(inv(m)*k);
omega=sqrt(bb);
for i=1:n

phi(:,i)= phi(:,i)/phi(n,i);
End
.
.
.

.

.

.
M=phi'*m*phi;
for i=1:n

phib(:,i)= phi(:,i)/sqrt(M(i,i));
end
y0=inv(phi)*x0
vy0=inv(phi)*v0
t=0:0.01:10;
for i=1:length(t)
for j=1:n

y(j,1)=y0(j)*cos(omega(j,j)*t(i))+(vy0(j)/omega(j,j))*sin(omega(j,j)*t(i));
end
x(:,i)=phi*y ;

end
LB=min(min(x));
UB=max(max(x));
for i=1:3

subplot(3,1,i),plot(t,x(4-i,:));
xlabel('time [sec]','FontSize',8)
ylabel('Displacement','FontSize',8)
axis([0 10 1.2*LB 1.2*UB])

end
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.VI حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)با میرایی

Uncoupling ( حرکت دیفرانسیل معادله های کردن منفرد differentiate equations of motion ( 

 :است زیر صورت به خارجی نیروی اثر تحت میرایی با MDOF سیستم حرکت معادله
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 یک از بیش حرکت معادله های از یک هر در

 و آن ها کردن جدا برای .می باشد موجود متغیر

 اتمختص از باشد متغیر یک معادله هر در که این

 .می کنیم استفاده تعمیم یافته
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.VI حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)با میرایی
Uncoupling ( حرکت دیفرانسیل معادله های کردن منفرد differentiate equations of motion ( 

 :داشت خواهیم )68( حرکت معادله در )53( رابطه تعمیم یافته مختصات جایگذاری با

[ ][ ]{ } [ ][ ]{ } [ ][ ]{ } { } )69()()()()()68(,)53( tptyktyctym =Φ+Φ+Φ 

] :می کنیم ضرب          در )69( رابطه طرفین ]TΦ
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

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { } )71()()()()()70(&)46(,)44( tPtyKtyCtyM =++ 

 .دارد نام یافته تعمیم مختصات در حرکت معادله )71( رابطه

} .است یافته تعمیم مختصات در خارجی نیروی بردار            آن در که })(tP
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.VI حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)با میرایی
Uncoupling ( حرکت دیفرانسیل معادله های کردن منفرد differentiate equations of motion ( 

]   )71( رابطه در ] [ ] [ ][ ] )72(ΦΦ= cC T

] . نامندمی میرایی قطری ماتریس یا شده قطری میرایی ماتریس را ]C
 چندان رضف این .است برقرار خطی رابطه یک سختی و جرم میرایی، بین که کرد فرض مسائل حل برای می توان

  ).است همین )71( رابطه برقراری شرط( .می شود حاصل نیز آزمایشات از و نیست واقعیت از دور

 کلاسیک راییمی فرض .می نامند کلاسیک میرایی را وسختی جرم از خطی ترکیب صورت به میرایی گرفتن نظر در

] :است قطری نیز       ماتریس که گفت می توان فرض این با .می گیریم نظر در مودال مسئله حل برای را ]C
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.VI حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)با میرایی
Uncoupling ( حرکت دیفرانسیل معادله های کردن منفرد differentiate equations of motion ( 
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   .دارد وجود متغیر یک تنها آن ها از یک هر در

 را     و کرد حل را آن می توان دوهامل انتگرال از استفاده با که می کند عمل SDOF یک مانند معادله هر بنابراین
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.VI حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)با میرایی
Uncoupling ( حرکت دیفرانسیل معادله های کردن منفرد differentiate equations of motion ( 

 از تفادهاس به نیازی و داریم را آن ها مستقیم جواب باشد کسینوسی یا سینوسی صورت به خارجی نیروهای اگر

 :کرد محاسبه را سیستم کلی پاسخ می توان )58( رابطه از استفاده با نهایت در .نیست دوهامل انتگرال
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jiji tytxortytx φ  تکرار

 های     مختلف، مودهای برای که نیست معمول محاسبات در .است اُم i مود برای میرایی نسبت     )74( رابطه در

 معادل و دهستن ریاضی مفهوم های تنها      مفاهیم .می گیرند نظر در سازه برای میرایی یک و گرفت نظر در متفاوت

   .می شود میرا زودتر بزرگتر،      با اُم i مود که گفت نمی توان یعنی .ندارند فیزیکی
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 میرایی بضری و مودال ماتریس فرکانس، ماتریس شده، قطری جرم ماتریس حسب بر میرایی ماتریس رابطه
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.VI حرکت اجباری قاب های برشیMDOF  )آنالیز مودال -)با میرایی

 :مودال آنالیز گام به گام روش

 .                          تشکیل1)

 .می شود محاسبه        و      ماتریس های2)

 .می کنیم منفرد را همبسته معادله های                              یافته تعمیم مختصات معرفی با3)

 .می آید دست به           بردار )3( گام معادله های حل با4)

   .می نماییم محاسبه را پاسخ ها                             رابطه از5)

[ ] [ ] { }ω,,)( ΦtP

[ ] [ ]MK

{ } [ ]{ })()( tytx Φ=

{ })(ty

{ } [ ]{ })()( tytx Φ=
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.VII تحلیل تاریخچه زمانی )Time History Analysis ( – نیروی خارجی زلزله

 :است زیر صورت به زلزله اثر تحت میرایی با MDOF سیستم حرکت معادله
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 :داشت خواهیم دهیم بسط را )76( رابطه اگر
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 یک از بیش حرکت معادله های از یک هر در

 اآن ه کردن جدا برای .می باشد موجود متغیر

 از باشد متغیر یک معادله هر در که این و

 .یممی کن استفاده تعمیم یافته مختصات
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 :داشت خواهیم )76( حرکت معادله در )53( رابطه تعمیم یافته مختصات جایگذاری با

[ ][ ]{ } [ ][ ]{ } [ ][ ]{ } [ ]{ } )77()()()()()76(,)53( tuLmtyktyctym g −=Φ+Φ+Φ

] :می کنیم ضرب          در )77( رابطه طرفین ]TΦ

[ ]
[ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ]{ } )78()()()()()77( tuLmtyktyctym g

TTTT
T

 Φ−=ΦΦ+ΦΦ+ΦΦ
Φ×

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } )79()()()()()78(&)72(,)46(,)44( tPtyKtyCtyM e−=++ 

 .دارد نام یافته تعمیم مختصات در حرکت معادله )79( رابطه

} :می آید دست به زیر رابطه از که است یافته تعمیم مختصات در زلزله نیروی بردار            آن در که })(tPe

{ } { }

{ } [ ] [ ]{ } { } [ ]{ }
)80(

)()(

LmLm

tutP

T
ii

T

ge

φ=ΓΦ=Γ

Γ=  Participation ( مشارکت بردار Vector ( { }Γ:

Participation ( مشارکت ضریب Factor ( iΓ:
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[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { } )81()()()()()80(,)79( tutyKtyCtyM g Γ−=++

 :داشت خواهیم )80( و )79( روابط از استفاده با

 :داشت خواهیم دهیم بسط را )81( رابطه اگر
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iΓ .دارد تاثیر اُم i مود در که است زمین شتاب مشارکت از ضریبی        اُم i  مشارکت ضریب

iM .است اُم i مود در موثر جرم دهنده نشان و دارد نام مودی جرم      

 آن در که
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 می توان دوهامل انتگرال از استفاده با که می کند عمل SDOF یک مانند )82( رابطه معادله های از یک هر بنابراین

 :آورد دست به را     و کرد حل را آن
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 :دکر محاسبه را سیستم کلی پاسخ می توان )58( رابطه از استفاده با نهایت در

{ } [ ]{ } )58()()()()(
1

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=Φ=
n

j
jiji tytxortytx φ  تکرار
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.VIII  پایه  ناشی از زلزلهتاریخچه زمانی نیروی طبقات و برش محاسبه

)()()84( :ریممی گی نظر در را یافته تعمیم مختصات امُین i پاسخ )83( رابطه در tQ
M

ty i
i

i
i

Γ−=

)85()]([)(1)(
0

)( ττω
ω

τωξ dtSinetutQ
t

Di
t

g
Di

i
ii ⋅−=  −−

  آن در که

)(: tQiاردد را جابجایی دیمانسیون و است جابجایی جنس از. 

   .است زیر صورت به زلزله نیروی اثر در میرایی بدون SDOF سیستم یک آزاد جسم دیاگرام

)(tug
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)(tx)(tx
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xm 

xk

x:بینس جابجایی x:مطلق جابجایی 
 نزمی جابجایی
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.VIII  پایه  ناشی از زلزلهتاریخچه زمانی نیروی طبقات و برش محاسبه

 :بنابراین نوشت نیز یافته تعمیم مختصات برای را )86( رابطه می توان

)87()()( 2 tyty iii ω−=

{ }itx )(مود در طبقات مطلق شتاب i می باشد اُم 

{ } { } { } { } { } { } )89()()()()()()()88( 2
)87(

tytxtytxtytx iiiiiiiiii ωφφφ −=== 

 :می آید دست به زیر صورت به اُم i مود در طبقات جابجایی بردار

{ } { } )88()()( tytx iii φ=

 :می آید تدس به تعادل معادله نوشتن با حرکت دیفرانسیل معادله

)86()()(0)()(0 2 txtxtxktxmFx ω−==+=  xm 

xk

 زمان از لحظه هر در اُم i مود در طبقات جابجایی بردار
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.VIII  پایه  ناشی از زلزلهتاریخچه زمانی نیروی طبقات و برش محاسبه
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 در طبقات موثر نیروی بردار )89( رابطه طبقات مطلق شتاب از استفاده اب

 :می آید دست به زیر صورت به اُم i مود

{ } [ ]{ } { } [ ]{ } )90()()()()( 2
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tymtftxmtf iiiiii ωφ−== 

   بالا رابطه در )84( رابطه جایگذاری با
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ii ωφ Γ=

 زمان از لحظه هر در امُ i مود در طبقات موثر نیروی بردار

 نیروی موثر بردار درایه های تمام باید اُم i مود در پایه برش محاسبه برای

 است کافی کار این انجام برای .نمود جمع هم با را اُم i مود در طبقات

} .کنیم ضرب                                    بردار در  را )90( رابطه } { }1111 =TL
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.VIII  پایه  ناشی از زلزلهتاریخچه زمانی نیروی طبقات و برش محاسبه

 زمان از لحظه هر در امُ i مود در پایه برش مقدار
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.VIII  پایه  ناشی از زلزلهتاریخچه زمانی نیروی طبقات و برش محاسبه

 :کرد جمع با را مودها تمام در پایه برش باید کل پایه برش محاسبه برای
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 زمان از لحظه هر در کل پایه برش

)(2 tQiiω

 ایران 2800 آیین نامه در طیفی روش با مقایسه

 همان معادل شود گرفته نظر در آن ماکزیمم مقدار اگر است شتاب جنس از

   .می باشد طیفی شتاب



MDOF: Solution of  Motion Equations

81

.VIII  پایه  ناشی از زلزلهتاریخچه زمانی نیروی طبقات و برش محاسبه

 :زمانی تاریخچه آنالیز گام به گام روش

 .                          تشکیل1)

 .می شود محاسبه       و        ماتریس های2)

 .می کنیم منفرد را همبسته معادله های                              یافته تعمیم مختصات معرفی با3)

 .می آید دست به           بردار )3( گام معادله های حل با4)

 .می شود استفاده                            رابطه از زمان از لحظه هر در اُم i مود در جابجایی بردار محاسبه برای5)

   .می نماییم محاسبه زمان از لحظه هر در را کلی پاسخ های                             رابطه از6)

  از لحظه هر در اُم i مود در طبقات موثر نیروی بردار محاسبه برای                                       رابطه از7)

 .می کنیم استفاده زمان

  استفاده                            رابطه از زمان از لحظه هر در اُم i مود در پایه برش مقدار محاسبه برای8)

 .می کنیم

 .می آید دست به زمان از لحظه هر در کل پایه برش مقدار                                       رابطه از9)
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