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 شویم، قائل مکان تغییر درجه یک از بیش سیستمی برای اگر
 تشخیص کلی حالت در ( .بود خواهد آزاد درجه چند ما سازه

MDOF و SDOF می باشد ما عهده بر.( 
 رانیدو از اعم بسیاری، تغییرمکان های سازه در واقعی حالت در
 مولفه های ( آزادی درجات تعداد .دارند وجود انتقالی، و

 نظر در .دارد بستگی تحلیل گر نظر به )تغییرمکان مستقل
 را ینامیکید رفتار از بهتری تقریب بیشتر، آزادی درجات گرفتن

 .می دهد دست به
 چند سازی، مدل در که این اول است، مطرح اینجا که سوالی
 رنظ در چگونه را جرم که آن دوم و بگیریم نظر در آزادی درجه ی
 .بگیریم

.I مبانی حرکت مدل های)MDOF(
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.I مبانی حرکت مدل های)MDOF(
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.I مبانی حرکت مدل های)MDOF(

DOF48 DOF6

x
y

z



MDOF: Equations of Motion

5

 از کدام هر در موثر نیروهای تعادل رابطه از می توان را سیستم حرکت معادله آزادی، درجه n سیستم یک برای
 :باشد داشته وجود می تواند نیرو نوع چهار i مانند نقطه هر در کلی طور به .آورد دست به آن آزادی درجات

.I مبانی حرکت مدل های)MDOF(
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 خارجی بار -الف
 :حرکت از ناشی نیروهای و
 اینرسی نیروهای -ب     
 میرایی نیروهای -ج     
 الاستیک نیروهای -د     

)(tpi

)(tf iI

)(tf iD

)(tf iS

 سازه روی رب مجزا نقاط از مجموعه ای تغییرمکان های توسط سازه حرکت که می شود فرض پیوسته سیستم های در
 دارای که کیفیزی عوامل از خاصی مشخصه های با متناظر بایستی نقاط این انتخاب عمل، در .باشد شده تعیین
 تغییر شکل هک باشند شده توزیع طوری و گیرد؛ صورت )سختی و جرم بار، توزیع نحوه نظیر( هستند عمده تاثیر
 .نمایند توصیف مناسبی طور به را مکان
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 :نوشت زیر صورت به می توان را دینامیکی تعادل آزادی، درجات از کدام هر برای
.I مبانی حرکت مدل های)MDOF(

 است زیر صورت به )1( رابطه )برداری( ماتریسی فرم
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)()()()( .می باشد                                         معادله با متناظر SDOF سیستم های برای که tptftftf SDI =++
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 می آیند دست به زیر صورت به و می باشند تغییرمکان با متناسب الاستیک نیروی های
.I مبانی حرکت مدل های)MDOF(

 :داد نشان زیر صورت به را آن می توان که
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[ ]k:درایه آن در که .می شود نامیده سازه سختی ماتریس     ، i و j برابر که می باشد سختی ماتریس المان امُین 
 j آزادی درجه راستای در واحد مکان تغییر ایجاد جهت iآزادی درجه راستای در لازم نیروی مقدار با است
 ترتیب هب جابجایی و نیرو جای به .شود جلوگیری آزادی درجات سایر راستای در مکان تغییر از که زمانی

   .کرد استفاده دوران و لنگر از می توان

ijk

{ })(: tuمی باشد سازه مکان تغییر شکل بیان گر که است مکان تغییر بردار. 
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 :می باشند سرعت با متناسب میرایی نیروی های است؛ ویسکوز نوع از میرایی که آن فرض با
.I مبانی حرکت مدل های)MDOF(

 :داد نشان زیر صورت به را آن می توان که
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[ ]c:درایه آن در که .می شود نامیده سازه میرایی ماتریس     ، i و j برابر که می باشد میرایی ماتریس المان امُین 
 که زمانی j آزادی درجه راستای در واحد سرعت ایجاد جهت iآزادی درجه در لازم نیروی مقدار با است

 سرعت و گرلن از می توان ترتیب به سرعت و نیرو جای به .باشد صفر آزادی درجات سایر راستای در سرعت
  .کرد استفاده زاویه ای

ijc

{ })(: tuاست سرعت بردار. 
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 :می باشند شتاب با متناسب اینرسی نیروی های
.I مبانی حرکت مدل های)MDOF(

 :داد نشان زیر صورت به را آن می توان که
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[ ]m:درایه آن در که .می شود نامیده سازه جرم ماتریس     ، i و j است برابر که می باشد جرم ماتریس المان امُین 
 در شتاب که زمانی j آزادی درجه راستای در واحد شتاب ایجاد جهت iآزادی درجه در لازم نیروی مقدار با

 زاویه ای ابشت و لنگر از می توان ترتیب به شتاب و نیرو جای به .باشد صفر آزادی درجات سایر راستای
   .کرد استفاده

ijm

{ })(: tuاست شتاب بردار. 

 :می آید دست به MDOF حالت در سازه حرکت معادله )2( رابطه در )8( و )6( ,)4( روابط جایگذاری با
[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { } )9()()()()( tptuktuctum =++ 
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 رشیب سازه نام به که طبقه چند ساختمان های از مدل ساده ترین در
 :که می شود فرض است مرسوم

.I مبانی حرکت مدل های)MDOF(

 مدل قاب برشی

1m
)(1 tx

1k

)(1 tp

2m

3m

2k

3k
)(2 tx

)(3 tx

)(2 tp

)(3 tp

 .باشد شده متمرکز سقف ها در سازه کل جرم )1
 .باشند جرم بدون ستون ها )2
 .باشند )دیافراگم( صلب تیرها و سقف ها سیستم )3
 .می شوند گرفته نظر در محوری شکل تغییر بدون ستون ها )4
 .می شوند گرفته نظر در انعطاف پذیر جانبی شکل تغییر مقابل در ستون ها )5
 .می شود نظر طرف گره ها دوران اثر از می شود گرفته نظر در انتقالی آزادی درجه های تنها )6

 .است اُم j سقف جرم      آن در که شده اند داده نشان                 سقف ها با هم تراز نقاط در متمرکز جرم های
 امُ، j بقهط جانبی سختی     که طوری به گردیده مشخص                جانبی سختی های با سازه الاستیک خواص
 .است طبقه، آن در واحد نسبی جابجایی ایجاد برای لازم برشی نیروی یعنی

123 ,, mmmjm

123 ,, kkkjk
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.I مبانی حرکت مدل های)MDOF(

 مدل قاب برشی

1m
)(1 tx
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)(1 tp
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 مدل جرم متمرکز

)(1 tx

)(2 tx

)(3 tx

1m

2m

3m

1k

)(1 tp

2k

3k

)(2 tp
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)(1 tp )(2 tp )(3 tp

 مدل جرم فنر

MDOF سیستم های شده ساده مدل های سایر
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

 سختی ماتریس مهم خواص برخی

توسط دهش انجام کار :بتی قانون .است اثبات قابل بتی قانون کمک به( .است متقارن سختی ماتریس 
 شده امانج کار با است برابر دیگر نیروهای مجموعه یک از ناشی مکانی تغییر روی بر نیروها از مجموعه ای

 )                      اول نیروهای مجموعه از ناشی مکان های تغییر روی بر دوم نیروهای مجموعه توسط
 
دترمینان یا دمنفر غیر ( غیرتکین معین -مثبت ماتریس های .است معین – مثبت ماتریس سختی ماتریس 

 تغییر از ناشی سازه در شده ذخیره انرژی اینکه به توجه با ( .می باشند معکوس پذیر و بوده )صفر مخالف آن
 رینبناب است مثبت همیشه پایدار سازه یک در انرژی این چون و می باشد                  صورت به شکل
   ).می گردد محقق k سختی ماتریس بودن معین مثبت شرط

a
T
bb

T
a upup =

kuuU T
2
1=
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

 :از است عبارت سختی ماتریس تعیین روش های

 سختی ضریب تعریف از استفاده با مستقیم روش1)
 نرمی ضریب تعریف از استفاده با مستقیم روش2)
 .محدود المان روش3)

 سختی ضریب تعریف از استفاده با مستقیم روش )1

 ایجاد واحد مکان تغییر )اُم i آزادی درجه ( سازه آزادی درجات از کدام هر راستای در ترتیب به روش این در
 تایراس در آمده پدید نیروهای .می گردد مقید سازه آزادی درجات سایر راستای در مکان تغییر همزمان و کرده

 با .بود خواهند )اُم i ستون( سختی ماتریس از خاص ستونی عناصر دهنده نشان سازه مختلف آزادی درجات
   .می آید دست به سازه کل سختی ماتریس سازه، آزادی درجات سایر برای عمل این تکرار
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
 .نمایید محاسبه را شده داده نشان آزاد درجه 3 سیستم سختی ماتریس مستقیم روش از استفاده با -1 مثال
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
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 -1 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
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 -1 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

13 =x
F
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 -1 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
 .نمایید محاسبه را شده داده نشان آزاد درجه 4 سیستم سختی ماتریسی مستقیم روش از استفاده با -2 مثال
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
 -2 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

11 =x

11k

21k

31k

41k

A B
11 =x

F
3R

2R
4R

BA

 -2 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
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 -2 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
 -2 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
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 -2 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
 -2 مثال حل

 راست سمت برش
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
 -2 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
 -2 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
  یممستق روش از استفاده با را نظر مورد آزادی درجات به توجه با شده داده نشان قاب سختی -3 مثال

 .نمایید محاسبه سختی ماتریس
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
 -3 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
 -3 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
 -3 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
 -3 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
 -3 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
 -3 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای
 -3 مثال حل
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

   نرمی ضریب تعریف از استفاده با مستقیم روش )2

 با سسپ و شده تعیین نرمی ماتریس ابتدا که است راحت تر معمولا زیر، شکل نظیر معین سازه های در
 .آید دست به سختی ماتریس آن، کردن معکوس
 در واحد نیروی تاثیر علت به اُم i آزادی درجه  راستای در تغییرمکان از است عبارت     نرمی تاثیر ضریب
   اُم j آزادی درجه امتداد
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

 .سختی ماتریس تعیین برای محدود المان روش )3

 سازه تدااب روش این در .می گردد استفاده محدود المان روش از سازه مشخصات تعیین برای پیچیده مسائل در
 دیگریک به محدودی گرهی نقاط توسط المان ها این که می شود تقسیم بندی مجزا المان های از مجموعه ای به

 ناسبم ترکیب از سپس می شود محاسبه مجزا طور به اعضا از کدام هر مشخصه های ابتدا هستند، متصل
   . آیدمی دست به سازه کل مشخصات )گردد ارضا گره ها محل در سازگاری و تعادل شرایط که طوری به( آن ها
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

 .یسخت ماتریس تعیین برای محدود المان روش )3

 خرپایی المان : اول حالت
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

 .یسخت ماتریس تعیین برای محدود المان روش )3

 خرپایی المان : اول حالت
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

 .سختی ماتریس تعیین برای محدود المان روش )3

 مراحل تشکیل ماتریس سختی

 x,y  (Establish General Coordinate(مختصات کلی تعیین می گردد ) 1
 شماره گذاری اعضا و گره ها) 2
 .محاسبه می شود )13(ماتریس سختی برای هر عضو  به کمک رابطه )          3
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

 .سختی ماتریس تعیین برای محدود المان روش )3

 خرپایی المان : اول حالت

کردن تمام        ها و در نظر گرفتن درجات  Assembleماتریس سختی سازه در مختصات کلی به کمک )        4
] .آزادی که مقید نمی باشند به دست می آید ]k[ ]ek
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

 .یسخت ماتریس تعیین برای محدود المان روش )3

Frame المان : دوم حالت
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

 .یسخت ماتریس تعیین برای محدود المان روش )3

 :با تاس برابر محلی مختصات دستگاه در المان سختی ماتریس
Frame المان : دوم حالت
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

 .یسخت ماتریس تعیین برای محدود المان روش )3

 به کلی مختصات دستگاه در المان سختی ماتریس
 :می آید دست به زیر صورت

Frame المان : دوم حالت
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

 .سختی ماتریس تعیین برای محدود المان روش )3

 مراحل تشکیل ماتریس سختی

 x,y  (Establish General Coordinate(مختصات کلی تعیین می گردد ) 1
 و گره هاشماره گذاری اعضا ) 2
] .محاسبه می شود )16(ماتریس سختی برای هر عضو  به کمک رابطه )          3 ]ek
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2 3
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Node i

Frame المان : دوم حالت
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

 .سختی ماتریس تعیین برای محدود المان روش )3
Frame المان : دوم حالت
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.II ماتریس سختی -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

 .سختی ماتریس تعیین برای محدود المان روش )3

کردن تمام        ها و در نظر گرفتن درجات  Assembleماتریس سختی سازه در مختصات کلی به کمک )        4
 .آزادی که مقید نمی باشند به دست می آید
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.II ماتریس جرم -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

 :از است عبارت جرم ماتریس تعیین روش های

 متمرکز جرم ماتریس روش1)
 سازگار جرم ماتریس روش2)

Local( متمرکز جرم ماتریس )1 Mass Matrix( 

 هک است نقاطی در جرم بودن متمرکز فرض سازه ای، هر در جرم مشخصه های تعیین برای روش ساده ترین
 گره هر در ایدمی ب که متمرکزی جرم تعیین برای متداول روش طبق .می باشد نیاز مورد نقاط آن تغییرمکان های

 به طعاتق این اتصال نقاط در گره ها و شده تقسیم قطعاتی به سازه که می گردد فرض شود، گرفته نظر در
 .باشند یکدیگر
 اتقطع جرم توزیع .می شود فرض آن انتهای دو گره های در نقطه ای متمرکز جرم های صورت به قطعه هر جرم
 با برابر ،سازه از گره هر در متمرکز کل جرم بنابراین، .می گردد تعیین استاتیک محاسبات از نقاط، این در

 .می رسد گره آن به متصل قطعه هر از که است جرم هایی از سهمی مجموع
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.II ماتریس جرم -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

A B

Lm ,

0 1 2 i na b k

am0 am1

bm1 bm2

cm2 ikm

im

A B

1m 2m im nm

 نمایش نحوه متمرکز کردن جرم در گره ها





iiki

bc

ba

mmm

mmm
mmm

+=

+=
+=

222

111

Local( متمرکز جرم ماتریس )1 Mass Matrix( 
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.II ماتریس جرم -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

 جرم هر شتاب زیرا .هستند صفر همگی     ماتریس قطری غیر جملات متمرکز جرم ماتریس روش در
 شتاب اثر در i نقطه اینرسی نیروی که است واضح .می گردد نقطه آن در اینرسی نیروی ایجاد باعث نقطه ای
 تاثیر ریبض متمرکز جرم با سیستم یک در بنابراین .است نقطه همان در متمرکز جرم با برابر i نقطه در واحد
   .می باشد         ازای به            و است       با برابر       جرم
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Local( متمرکز جرم ماتریس )1 Mass Matrix( 

 انبیج تغییرمکانی آزادی درجات فقط که سیستمی در
 هب متمرکز جرم ماتریس باشد، شده تعیین آن برای

 واهیمخ قبلی تیر مثال برای و بود خواهد قطری صورت
   :داشت
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.II ماتریس جرم -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

 از کدام هر در نقطه آن جرم باشد، شده گرفته نظر در جابجایی آزادی درجه یک از بیش گره هر در گاه هر
 اینرسی نقاط، در جرم تمرکز فرض علت به دیگر طرف از .داشت خواهد مشارکت مذکور آزادی درجات
 یک اگر .بود خواهد صفر چرخشی آزادی درجات از یک هر با متناظر جرم و داشت نخواهد وجود چرخشی

 آن یبرا قطری ضریب باشد، چرخشی آزادی درجه با رابطه در معینی چرخشی اینرسی دارای صلب جسم
    .بود خواهد جرم چرخشی اینرسی آزادی، درجه
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Local( متمرکز جرم ماتریس )1 Mass Matrix( 
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.II ماتریس جرم -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

Consistent( سازگار جرم ماتریس )2 Mass Matrix( 

 یک ضایاع جرم ماتریس می توان سختی، ماتریس محاسبه روش با مشابه محدود، المان مفهوم از استفاده با
   .نمود محاسبه را سازه

 خرپایی المان : اول حالت
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 هب کلی مختصات دستگاه در المان جرم ماتریس
 :می آید دست به زیر صورت

ρ:المان حجم واحد جرم 
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.II ماتریس جرم -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

Consistent( سازگار جرم ماتریس )2 Mass Matrix( 

 مراحل تشکیل ماتریس جرم

 x,y  (Establish General Coordinate(مختصات کلی تعیین می گردد ) 1
 گره هاو شماره گذاری اعضا ) 2
 .محاسبه می شود )17(ماتریس جرم برای هر عضو  به کمک رابطه )          3
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 خرپایی المان : اول حالت
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.II ماتریس جرم -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

Consistent( سازگار جرم ماتریس )2 Mass Matrix( 

 خرپایی المان : اول حالت

کردن تمام        ها و در نظر گرفتن درجات آزادی که  Assembleماتریس جرم سازه در مختصات کلی به کمک )        4
 .مقید نمی باشند به دست می آید
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.II ماتریس جرم -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

Consistent( سازگار جرم ماتریس )2 Mass Matrix( 

Frame المان : دوم حالت
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.II ماتریس جرم -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

Consistent( سازگار جرم ماتریس )2 Mass Matrix( 

 هب کلی مختصات دستگاه در المان جرم ماتریس
 :می آید دست به زیر صورت

Frame المان : دوم حالت
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.II ماتریس جرم -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

Consistent( سازگار جرم ماتریس )2 Mass Matrix( 

 مراحل تشکیل ماتریس جرم

 x,y  (Establish General Coordinate(مختصات کلی تعیین می گردد ) 1
 گره هاو شماره گذاری اعضا ) 2
] .محاسبه می شود )19(ماتریس جرم برای هر عضو  به کمک رابطه )          3 ]em
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Frame المان : دوم حالت
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.II ماتریس جرم -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

Consistent( سازگار جرم ماتریس )2 Mass Matrix( 

Frame المان : دوم حالت
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.II ماتریس جرم -محاسبه ماتریس های مشخصه های سازه ای

Consistent( سازگار جرم ماتریس )2 Mass Matrix( 

کردن تمام        ها و در نظر گرفتن درجات آزادی  Assembleماتریس جرم سازه در مختصات کلی به کمک )        4
 .که مقید نمی باشند به دست می آید
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Frame المان : دوم حالت
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.IIIمحاسبه شتاب در حرکت های منحنی الخط

Tangential( مماس بر عمود و مماسی مولفه های )1 and Normal Components( 

منحنیلحظه ای شعاع انحنای :  ρ

)20(tevv  =

)21(
2

nt eve
dt
dva 

ρ
+=

 .مماس بر مسیر حرکت است )te(بردار یکه 

 .است teسرعت حرکت ذره دارای یک مولفه بوده و در جهت 

بوده و جهت آن به سمت داخل  )te(عمود بر  )ne(بردار یکه 
 .منحنی می باشد

 .می باشد neو  teشتاب حرکت ذره دارای مولفه هایی در هر دو جهت 

)22(1 2

22
3

2

dx
yd

dx
dy


















+=ρ

x

y

et
en v= vt et

m

 که در آن
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.IIIمحاسبه شتاب در حرکت های منحنی الخط

Radial( شعاع بر عمود و شعاعی مولفه های )2 and Transverse Components( 

بردار سرعت ذره•

)23(rerr  =

)25(θθ ererv r
 +=

ذرهشتاب بردار •

)26()2()( 2
θθθθ errerra r
 ++−=

تا  oمشخص شده و فاصله مبدا  rموقعیت ذره توسط بردار مکان 
 .را در هر لحظه مشخص می کند pموقعیت ذره نقطه 

 .را مشخص می کند که مولفه شعاعی نام دارد rجهت بردار  )re(بردار یکه 
 .می باشد )re(عمود بر  )θe(بردار یکه 

 .هستند θeو  reسرعت و شتاب حرکت ذره دارای مولفه های در هر دو جهت 
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.IIIمحاسبه شتاب در حرکت های منحنی الخط
 صفحه ای حرکت در نسبی و مطلق شتاب )3

)27(aaa ABAB


+=
ABnAB

ABtAB

r

rk




2)a(

)a(

ω

α

−=

×=
2)a(

)a(

ω

α

r

r

nAB

tAB

=

=
)28(
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

   .می باشند صلب AB و OA میله های .نمایید تعیین را شده داده نشان دوگانه آونگ حرکت معادله -4 مثال

1m

2m

1

2
1θ

2θ

O

A

B
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

 -4 مثال حل
re

θe

)2()2( 22221111/ 1212
θθθθθθθθ
 rrrraaa +++=+=

0

0 0

11111111 11
2 θθθθ θθ

 ==+= arrra

22112
θθθ
 += a

0)sin(0 22222/ 2
=⋅+⋅= θθ  gmamM A

1m

2m

1

2
1θ

2θ

O

22 ram

22 θam

11 ram

11 θam

gm2

gm1

A

B

)(02222
2
221212 Igmmm =++ θθθ 

0)( 222222112 =⋅+⋅+ θθθ  gmm2m

2

2θ 22 ram

22 θam gm2

B

A
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

re

θe

1m

1

1θ

2θ

O

11 ram

11 θam
gm1

A

مفصل  Aچون در . (معادله تعادل لنگر را می نویسیم Oمنتقل کرده و حول نقطه  Aتمام نیروها را به نقطه 
 .  صفر است )1(براساس رابطه  Aداریم اثر ممان ناشی از نیروهای وارد بر     در 

2m

1
1θ

O

22 ram

22 θam gm2

2θ

2θ

)sin( 11111/1 1
θθ  ⋅+⋅= gmamM O

11111/1 1
θθ  ⋅+⋅=  gmamM O

 -4 مثال حل
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

1
1θ

O

22 ram

22 θam gm2

2θ

2θ

)sin(

)sin()cos()cos()sin(

)sin()sin()cos()cos(

112

11221122

11221122/2

22
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θ

θθθθ

θθθθ θθ







⋅+

⋅−⋅+

⋅+⋅=

gm

amam

amamM

rr

O

112112122112212/2 2222
θθθθθθθ  ⋅+⋅−⋅+⋅+⋅=  gmamamamamM rrO

1 1

1 1

1θ

1θ

1θ

2θ

2θ

021 ≈⋅θθ 1121:0 θθ  ≈

11212/2 2
θθ  ⋅+⋅=  gmamM O

 -4 مثال حل
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

re

θe

1m

1

1θ

2θ

O

11 ram

11 θam
gm1

A

1
1θ

O

22 ram

22 θam gm2

2θ

2θ

11111/1 1
θθ  ⋅+⋅= gmamM O 11212/2 2

θθ  ⋅+⋅= gmamM O

=+=  0/2/1/ OOO MMM =⋅+⋅+⋅+⋅ 01121211111 21
θθ θθ  gmamgmam

=⋅+⋅++⋅+⋅ 0)()( 1121221121111111 θθθθθ  gmmgmm

)(0)()( 112121221
2
121 IIgmmmmm =++++ θθθ 

 -4 مثال حل
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

)(0)()( 112121221
2
121 IIgmmmmm =++++ θθθ 

)(02222
2
221212 Igmmm =++ θθθ 
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

 معادله شده داده نشان آزادی درجه های گرفتن نظر در با .دارد قرار فنر دو روی بر AB صلب تیر -5 مثال
 .است    آن کل طول و m میله کل جرم .آورید دست به را حرکت

 اعیمانند ارتعاش ساختمان روی پی ارتج



1k

A

2k

B

21

)(tP
)(tM

CM

2x1x
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

 -5 مثال حل

1k
A

2k
B

21

)(tP

)(tM1x 2x

CM

1x

2x

)(tP
)(tM

 حرکت هم .است گسترده جرم دارای سیستم حالت این در
 .می افتد اتفاق میله در انتقالی حرکت هم و دورانی

)(tP

)(tM

2

1

2 1

( ) ( )( )
(1)

( ) ( ) ( )

M t P tP t
P t M t P t

 −    =   
   − −

  


 


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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

 -5 مثال حل

11k

11 =x

21k

F

11 =x

2R

 سختی ماتریس تعیین

12k

12 =x

22k

F1R

12 =x
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

 -5 مثال حل

111 kk =

11 =x

021 =k

 سختی ماتریس تعیین

012 =k

12 =x

222 kk =

[ ] [ ] )2(
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

 رمج ماتریس تعیین -5 مثال حل

11m

11 =x

21m

1×

m

11m 21m

12m

12 =x

22m

12m 22m

1×

m
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

 رمج ماتریس تعیین -5 مثال حل

3/11 mm =

11 =x

6/21 mm = 6/12 mm =

12 =x

3/22 mm =

[ ] [ ] )3(

36

63
2221

1211

















=







= mm

mm

m
mm
mm

m

 روند رد که این یا چرا؟ نشد گرفته نظر در فنرها واحد، شتاب های در جرم ماتریس محاسبه روند در : نکته
 هر اثر آثار معج برآیند اصل طبق زیرا چرا؟ نشد گرفته نظر در اینرسی نیروهای نیز سختی ماتریس محاسبه
 حالت در تنها اینرسی نیروهای و استاتیکی حالت در تنها فنرها اثر یعنی گرفت نظر در باید بار یک را کدام

   .شود گرفته نظر در دینامیکی
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

 رمج ماتریس تعیین -5 مثال حل

1k

A

2k

B

21

)(tP
)(tM

CM

2x1x

2

1 1 1

2 2 2 1

( ) ( )( ) 0 ( )3 6(1) , (2) & (3)
( ) 0 ( ) ( ) ( )

6 3

m m M t P tx t k x t
x t k x tm m M t P t

   −           + =        
         − −      


  
 

 
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

 معادله شده داده نشان آزادی درجه های گرفتن نظر در با .دارد قرار فنر دو روی بر AB صلب تیر -6 مثال
 .است    آن کل طول و m میله کل جرم .آورید دست به را حرکت

 اعیمانند ارتعاش ساختمان روی پی ارتج



1k

A

2k

B

21

)(tP
)(tM

CM

2x
1x
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

 -6 مثال حل
1x

2x

)(tP
)(tM

 حرکت هم .است گسترده جرم دارای سیستم حالت این در
 .می افتد اتفاق میله در انتقالی حرکت هم و دورانی
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF
 سختی ماتریس تعیین -6 مثال حل

11 =x
21k

1R

11 =x

2R

11k

F

21k

21

12k
12 =x

22k

1R 12k12 =x
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

 -6 مثال حل

11 =x 112221  kkk −=

 سختی ماتریس تعیین

112212  kkk −=
12 =x
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

 جرم ماتریس تعیین -6 مثال حل

11 =x
21m

11m
21m

1×

m

11m
21
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

 جرم ماتریس تعیین -6 مثال حل

12m
12 =x

22m

12 =x

22m

12m

21
11 ××= 


 mmrθ

12 ×× 
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.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

 جرم ماتریس تعیین -6 مثال حل

)(
2

2
1

2
212 


−= mm

12 =x

)(
3

3
1

3
222 


+= mm

11 =x )(
2

2
1

2
221 


−= mm

mm =11

[ ] [ ] )3(
)(

3
)(

2

)(
2

3
1

3
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2221

1211

















+−

−
=








=









mm

mm
m

mm
mm

m



MDOF: Equations of Motion

84

.IV معادله حرکت سیستم هایMDOF

 جرم ماتریس تعیین -6 مثال حل
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.Vمدل سازی سازه ها

با ربراب قاب این آزادی درجه های کل .می گیریم نظر در را مقابل قاب  
 .است شده گرفته نظر در آزادی درجه 8 جا این در که است 18

تنش ایجاد در )جابجایی ها( آزادی درجه های تمامی واقعی حالت در 
 هساز یک برای مناسب آزادی درجه های انتخاب اما .می باشند موثر

 .دارد تنش ها بر آن ها تاثیر اهمیت از ما تشخیص به بستگی
کرد مدل سازی روش 5 به می توان را شده داده نشان قاب. 
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 مکک به جرم ماتریس و ؛مستقیم روش یا و محدود المان روش از استفاده با سختی ماتریس :اول روش )1
 )است تحقیقاتی کارهای در روش این کاربرد( .می گردد تعیین سازگار جرم ماتریس روش
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.Vمدل سازی سازه ها
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 یجادا در چندانی تاثیر دوران ها که است آن بر فرض بعدی روش سه در
 ظرن در استاتیکی قسمت  در را دوران ها منظور این به .ندارند تنش ها
 .ی شودم نظر صرف دورانی اینرسی از دینامیکی قسمت در اما می گیریم
   .است یکسان روش سه هر با مدل سازی جواب
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 آزادی درجه های اثر از و می باشند دارا را اصلی اهمیت انتقالی آزادی درجه های که می شود فرض :دوم روش )2
 .می شود نظر صرف دینامیکی قسمت در دورانی
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.Vمدل سازی سازه ها
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 با آزادی درجه های گرفتن نظر در با سختی ماتریس :سوم روش )3
   .می آید دست به شده اصلاح سختی صورت به اهمیت

][: k  سختی ماتریس المان امُین j و i ،     درایه آن در که .می شود نامیده سازه شده اصلاح سختی ماتریس′
 مکان تغییر ایجاد جهت iآزادی درجه راستای در لازم نیروی مقدار با است برابر که می باشد شده اصلاح
 تاهمی با آزادی درجات سایر فقط و تنها راستای در مکان تغییر از که زمانی j آزادی درجه راستای در واحد

   در مثال ورط به .باشند داشته جابجایی می توانند شده نظر صرف آزادی درجه های یعنی .باشد شده جلوگیری
   .نماییم رها آزاد را دوران ها سایر و کرده ثابت را     که حالی در کرده ایجاد واحد جابجایی

ijk′

1x

2x

] .است نرمی ماتریس عکس      .است نرمی ماتریس محاسبه شده اصلاح سختی ماتریس محاسبه برای راه ساده ترین ]k′
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.Vمدل سازی سازه ها
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  سختی شده متراکم ماتریس از استفاده :چهارم روش )4

)Condensed Stiffness( این .است استاتیکی تراکم روش به 
   .دارد بیشتری کاربرد عمل در روش
Static ( استاتیکی تراکم Condensation ( 
 زمانی فرض این .می کنیم نظر صرف آن ها از دینامیک در اما .دارند اهمیت تنش تولید در دوران استاتیک در

 در لنگر ( خارجی نیروی می کنیم نظر صرف  آن ها از دینامیک در که آزادی درجات محل در که است برقرار
   .نشود وارد )گره ها

 :می شوند تقسیم دسته دو به آزادی درجه های
.aاصلی آزادی درجه ) Master ( اندیس با که M می شود داده نشان. 
.bفرعی آزادی درجه ) Slave ( اندیس با که S می شود داده نشان. 
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.Vمدل سازی سازه ها
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 استاتیکی تراکم :چهارم روش )4
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.Vمدل سازی سازه ها

 البته .دباش صفر آن ها متناظر نیروی حرکت معادله دوم طرف در باید    فرعی آزادی درجه های گرفتن نادیده برای
 نیروی ه هاگر از یکی در اگر یعنی .استاتیک در نه است دینامیک محاسبات در فرعی آزادی درجه های گذاشتن کنار

 لتدرحا اگر .می شود وارد دینامیک محاسبات در نیز خاص دوران آن باشد، داشته وجود لنگر صورت به خارجی
 :با است برابر حرکت معادله دهیم نمایش S با را فرعی درجه های تعداد و M را اصلی درجه های تعداد کلی
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.Vمدل سازی سازه ها

 :داشت خواهیم )30( رابطه در )32( رابطه جایگذاری با
MMSMSSMSMMMMMM tpxkkkxkxm )()()32(&)30( 1 =−++ −

MMSMSSMSMMMMM tpxkkkkxm )()( 1 =−+ − [ ]{ } [ ]{ } { } )33()( MMconMMM tpxkxm =+ 
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× −=
 آن در که

[ ] MMconk  .می باشد شده اصلاح سختی ماتریس همان که دارد نام شده متراکم سختی ماتریس:×
 تهگرف نظر در دینامیکی بخش در اما شده اند لحاظ استاتیک معادله های در فرعی آزادی درجه های روش این در

 .نوشت نیز زیر صورت به می توان را )34( رابطه .نمی شوند

 استاتیکی تراکم :چهارم روش )4
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.Vمدل سازی سازه ها

1x

2x

3x 4x 5x

8x7x6x  نظر در را آزادی درجه های تنها روش این در :پنجم روش )4
  هایدرجه از یعنی .دارند تنش ها ایجاد در مهمی تاثیر که می گیریم
 )ان هادور مانند( دارند کمی بسیار اثر استاتیک در حتی که آزادی
 اسقف ه که است آن حالت این شرط .می کنیم نظر صرف کاملا
   .باشند صلب کاملا
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 .دهید تشکیل زیر حالت های در را داده نشان سیستم حرکت دیفرانسیل معادله -7 مثال
 .باشد                       آزادی درجه چهار دارای سیستم )الف     
 )کنید استفاده استاتیکی تراکم روش از( .باشد           آزادی درجه دو دارای سیستم )ب     
 .است m میله طول واحد جرم
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.Vمدل سازی سازه ها
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 الف-7 مثال حل
1x
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3x

4x

2/ 2/

EIm,EIm,
A B

.Vمدل سازی سازه ها
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 ب -7 مثال حل
1x3x

2/ 2/

EIm,EIm,
A B

.Vمدل سازی سازه ها

 نیاز دهش متراکم سختی ماتریس تشکیل برای
 هب چیدمان براساس کلی ماتریس که هست
 یفرع سپس و اصلی آزادی درجه های ترتیب
  شود چیده
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 ب -7 مثال حل
.Vمدل سازی سازه ها
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 هس دارای طبقه هر در برشی مدل با بعدی سه حالت در ساختمان
 و           انتقالی نوع از آن آزادی درجه دو که .است آزادی درجه
   .است      پیچشی اثر با دورانی نوع از آن آزادی درجه یک

.VI یاثر پیچش(مدل سازی ساختمان با پلان نامتقارن(

xy uu ,

zR

 حال .دمی کن اثر سازه جرم بر که است اینرسی نیروی زلزله، نیروی
 مرکز حول سازه نباشند منطبق هم بر جرم مرکز و سختی مرکز اگر

 یادیز تقارن عدم که ساختمان هایی در .دارد دوران به تمایل سختی
 .اشدب داشته سازه بر بسزایی تاثیر می تواند پیچش اثر دارند

DOF6

x
y

z
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.VI یاثر پیچش(مدل سازی ساختمان با پلان نامتقارن(
 :است مقابل شکل مطابق طبقه یک ساختمان یک پلان

zR
xu

yu2
d

2
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2/b 2/b

Frame B 

Frame C 

Fr
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Ak

Bk

Ck
m

Ak:قاب سختی A جهت در y
Bk:قاب سختی B جهت در x
Ck:قاب سختی C جهت در x
m:طبقه کل جرم 

 نرسیای اثر نیست متمرکز طبقه جرم که آن دلیل به
 :گرفت نظر در جرم ماتریس در باید را آن دورانی
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.VI یاثر پیچش(مدل سازی ساختمان با پلان نامتقارن(

 کرد همحاسب مستقیم روش به می توان را سازه این سختی ماتریس
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.VI یاثر پیچش(مدل سازی ساختمان با پلان نامتقارن(
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.VI یاثر پیچش(مدل سازی ساختمان با پلان نامتقارن(
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.VI یاثر پیچش(مدل سازی ساختمان با پلان نامتقارن(
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.VI یاثر پیچش(مدل سازی ساختمان با پلان نامتقارن(
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.VI یاثر پیچش(مدل سازی ساختمان با پلان نامتقارن(
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.VI یاثر پیچش(مدل سازی ساختمان با پلان نامتقارن(
==I:  خاص حالت kkkif CB

2 2
2 2

2 0 00 0
0 0 0

2
( )0 0

0 (2 )12
2 2 2

x

y

z

gx x

y y g

z z mo g

k mum u u
kbm u k u mu

R Rm b d I Rkb d bk k

 
  

                 + = −        
        +               +          


 
 

2 22 2

2

2

( ) (2 )
12 2 2 2

x

y

z

x x g

y y z g

z y z mo g

mu ku mu

kbmu ku R mu

m b d kb d bR u k k R I R

+ = −

+ + = −

 +     + + + = −        

 

 

 

 این و می شود دیگر امتداد دو از مستقل ،x راستای در حرکت معادله که گفت می توان
 معادله اشد،ب متقارن خاصی امتداد به نسبت سازه اگر یعنی .است تقارن اثر از ناشی
 هک است حالی در این .بود خواهد دیگر آزادی درجه های از مستقل امتداد آن در حرکت

 .می باشند همبسته و نبوده مستقل هم از آن ها متناظر مود دو و  دیگر معادله دو

 متقارن امتداد یک در سختی باشد متقارن x راستای در سازه اگر
kkA =



 قلمست درجه دو آزادی، درجه سه از .می شود قطری سختی ماتریس حالت این در
 در حالت این در.می شود مستقل خود به خود سوم آزادی درجه  نتیجه در است شده
 رد سازه حرکت .می آید دست به هم از مستقل معادله سه و داریم SDOF امتداد هر
 .اشندمی ب مستقل هم به نسبت مودها و بوده راستاها سایر از مستقل راستا هر
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.VI یاثر پیچش(مدل سازی ساختمان با پلان نامتقارن(
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.VI اثر پیچشی(مدل سازی ساختمان با پلان نامتقارن(
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 باشد متقارن پلان در سازه مقاوم عناصر اگر

 المان هر سختی ماتریس

 )جرم مرکز از فاصله( مرکزیت از خروج

 .می آید دست به زیر رابطه از طبقه سختی ماتریس


