
Dynamic of Structures
Mathematical Model of SDOF Systems

By: Kaveh Karami
Associate Prof. of Structural Engineering
https://prof.uok.ac.ir/Ka.Karami



Mathematical Model of SDOF Systems

2

.I مختصات تعمیم یافته )Generalized Coordinate (

 .ممی آوری در حرکت به را آن و داریم آونگی که کنید فرض
 می توان     دانستن با که چرا است SDOF یک سیستم این

 با را m ذره موقعیت اگر حال .کرد مشخص را آن موقعیت
 تمسیس این که گفت نمی توان دهیم، نشان y و x مختصه دو
   .وابسطه اند هم به y و x که چرا است آزادی درجه چند


θ

x

y

Local( محلی مختصات     و    شده داده نشان سیستم در
Coordinate( دارد نام مکانی تغییر مختصات یا و. 

θ .است )General( تعمیم یافته یا کلی مختصات    

xy

θ .است SDOF ستمسی بنابراین کرد مشخص را سیستم موقعیت می توان تعمیم یافته مختصات در    یک با چون

θ
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.I مختصات تعمیم یافته )Generalized Coordinate (

 تیجهن در .می باشند هم از مستقل که    و    تعمیم یافته مختصات
 .است 2DOF آزادی درجه دو دارای سیستم

 .ندمی باش هم به وابسطه که     و                 کارتزین مختصات

1θ2θ
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1 )()( ryyxxandryx =−+−=+

 محلی، مختصات یک در که گفت می توان کلی حالت در
  یافته،تعمیم مختصات در اما .می باشند وابسطه هم به مختصات

    .بود خواهند مستقل هم از مختصاتی پارامترهای
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.I مختصات تعمیم یافته )Generalized Coordinate (
 :است زیر صورت به حرکت معادله تعمیم یافته مختصات در

)(**** tPzKzCzM =++ 

*:Cتهتعمیم یاف مختصات در موثر میرایی 
*:Mتعمیم یافته مختصات در موثر جرم *:Kتهتعمیم یاف مختصات در موثر سختی 

*: Pتعمیم یافته مختصات در موثر خارجی نیروی 

همگی گرفته اند، قرار بحث مورد تاکنون که حالت هایی کلیه 
 زیکیفی مشخصه های زیرا بوده اند؛ ساده ای بسیار شکل دارای
 نصرع یک توسط کدام هر )الاستیسیته و میرایی جرم،( آن ها

 .است شده داده نشان منفرد مجزای
m

)(tp

)(tx
c

k
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.I مختصات تعمیم یافته )Generalized Coordinate (
ت،گرف نظر در آزادی درجه یک با سازه ای را آن ها بتوان که چند هر واقعی، سازه ای سیستم های اغلب آنالیز 

 را هتعمیم یافت آزادی درجه یک سازه های متمایز گروه دو دلیل همین به .است پیچیده تری مدل های نیازمند
 :گرفت نظر در می توان

k

m

c

mk

(aاجسام از مجموعه ای از متشکل سیستم های 
 طور هب الاستیک تغییرمکان های آن ها در که :صلب

 هب که است وزنی بدون فنرهای به محدود مشخص
 .دارند قرار مختلف مکان های در متمرکز صورت

)(txg


),( tyx

y

),( tyu

)(
)(
yEI
ym

)( tX

)()(),( txymtyP geff −=

(bکه :گسترده سختی و جرم با سیستم 
 یا و سازه کل در آن ها، تغییرشکل های
 .دمی باش پیوسته صورت به آن از قسمت هایی
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.I مختصات تعمیم یافته )Generalized Coordinate (

فرد هب منحصر مکان تغییر شکل یک دارای فقط سازه که این فرض با فوق، حالت دو هر در 
 .می کند عمل SDOF سیستم یک مانند است،

 
کلش یک به سیستم محدودیت .هستند صلب اجسام از مجموعه ای صورت به که سازه هایی در 

 اتصال وهنح( سیستم خاص شده سرهم بندی شکل نتیجه اغلب فرد، به منحصر مکانی تغییر
 تنها هک می باشند مقید طوری مفصل ها و تکیه گاه ها توسط صلب اجسام یعنی .است ،)اجسام
 .است امکان پذیر آنها برای مکان تغییر نوع یک

 
یک فقط( تاس تغییرمکانی شکل یک به سیستم محدودیت پیوسته، الاستیسیته سازه های در 

   .دارد را گونگونا تغییرمکان بینهایت انجام امکان پیوسته الاستیسیته عمل در .)است فرض



Mathematical Model of SDOF Systems

7

.I مختصات تعمیم یافته )Generalized Coordinate (
غییرطولت می دهد، رخ سیستم ها نوع این در که الاستیک تغییرشکل تنها 

 را رشکلیتغیی سیستم ها، این تحلیل در .است سیستم در موجود فنرهای
 اعضا گیپیوست نیز و تکیه گاهی شرایط که گرفت نظر در آن ها برای باید
 .نماید تامین را آن

k cm

نیروهای اعمال آن نتیجه که می آید وجود به مدل در موجود فنرهای در طول هایی تغییر سیستم، حرکت اثر در 
 .است سیستم به الاستیک

وجود هب مدل میراکننده ی تجهیزات در موجود سرعت مقدار با متناسب نیز میرایی نیروهای مشابه طور به 
 .می آید

وارد مسیست اعضای به که را گسترده ای خارجی بارهای می توان حرکت، معادله استخراج روند در همچنین 
 .نمود جایگزین آن ها برآیند با می شوند
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.I مختصات تعمیم یافته )Generalized Coordinate (

باشند کزمتمر جرم دارای فقط سیستم صلب عضوهای اگر که است ذکر به لازم 
 متناسب که دمی آین پدید متمرکز انتقالی اینرسی نیروهای فقط آن حرکت اثر بر
 صلب عضوهای اگر اما .بود خواهند جرم آن محل در مربوطه شتاب های با

 در ،نمود فرض ذره صورت به را آن ها نتوان که باشند ابعادی دارای سیستم
  .می آیند وجود به گسترده اینرسی نیروهای صورت این

 
را  هاآن که است آن گسترده اینرسی نیروهای احتساب برای روش ساده ترین 

 جرم مرکز حول جرمی اینرسی لنگر و جسم جرم مرکز در متمرکز جرم براساس
 .نماییم محاسبه جسم
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.I مختصات تعمیم یافته )Generalized Coordinate (
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.II کاربرد قانون دوم نیوتن )Newton’s Second Law  (

m
)(tp

)(tx

c

k

xm 

xk

xc  )(tp

)()()()(0 tptxktxctxmF =++= 

 به دوران حال در صلب اجسام مورد در نیوتن دوم قانون
 هاستفاد لنگر تعادل معادله از نیرو تعادل معادله جای

 می شود
00 =−=  θmm IMF

 .آمد دست به نیوتن دوم قانون اساس بر حرکت معادلات تمامی قبلی بخش های در
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.II کاربرد قانون دوم نیوتن )Newton’s Second Law  (

 نیروی جای به دورانی اجسام در نیوتنی روش در
 سبتن هم آن که داریم حرکتی اینرسی لنگر اینرسی،

 .می گردد محاسبه دوران مرکز به

A B

xmFI =

O

G
θOI IM

O
=

2mdII GO +=
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.II کاربرد قانون دوم نیوتن )Newton’s Second Law  (

 واحد جرم     .کنید نظر صرف BC تیر وزن از .نمایید تعیین را شده داده نشان سیستم حرکت معادله -1 مثال
 .است AB تیر طول

1k 2k

A B

α

1c 2c

C

α2 α α α α

2m

m

)(4 tfpx

m
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.II کاربرد قانون دوم نیوتن )Newton’s Second Law  (

 -1 مثال پاسخ

1k 2k

A B

1c 2c

C
2m

m

)(4 tfpx

 را عادلت معادله نیوتن دوم قانون از استفاده با
 کوچک دامنه های در ارتعاش چون .می نویسیم

 .است خطی سازه رفتار بنابراین است
 بر ثرمو نیروهای همراه به سیستم تغییرشکل

   .می کنیم رسم t لحظه در را آن
A B

α
1Df

C

α2 α α α α

2m

1Sf 2Df 2If 2Sf

α
3
8 )(8 tfpα

θ

yy43y21
y41

y32
y31

m
1IM
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.II کاربرد قانون دوم نیوتن )Newton’s Second Law  (

 -1 مثال پاسخ

A B

α
1Df

C

α2 α α α α

2m

1Sf 2Df 2If 2Sf

α
3
8 )(8 tfpα

θ

yy43y21
y41

y32
y31

m
1IM

ykfykf SS 1111 4
3

4
3 =⋅=

ykfykf SS 2222 3
1

3
1 =⋅=

ycfycf DD  1111 4
1

4
1 =⋅=

ycfD 22 =

ymfymf II  2222 3
2

3
2 =⋅=

ymMymmmdIIM ImomAI  2
1

2
2

2
1 3

16
4

)2)(4(
12

)4)(4()( α
α

ααααθθ =







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


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.II کاربرد قانون دوم نیوتن )Newton’s Second Law  (

 -1 مثال پاسخ

αααααα
3
8)(84

3
1

3
2430 222111/ ⋅=⋅






 ++⋅+⋅++⋅= tfpffffMfM SIDSIDA

A

α
1Df

α2 α
1Sf 2Df

α
3
8 )(8 tfpα

m
1IM V

B C

α α α

2m

2If 2Sf

V

2222/ 3
1

3
2230 SISIC ffVffVM +=⋅+⋅=⋅= ααα

 :داشت خواهیم روابط سازی ساده و عبارت ها جایگذاری از پس
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.II کاربرد قانون دوم نیوتن )Newton’s Second Law  (

 -1 مثال پاسخ

)(**** tPyKyCyM =++  با جرم موثر، میرایی موثر،  SDOFمعادله حرکت سیستم معادل 
 .هسختی موثر و نیروی خارجی موثر در مختصات تعمیم یافت

 رسختی موث میرایی موثر جرم موثر نیروی خارجی موثر

)(
3
16

9
1

16
9

16
1

9
4

3
4

21212 tfpykkyccymm αα =





 ++






 ++






 + 

* ( )P t

( )y t
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.II کاربرد قانون دوم نیوتن )Newton’s Second Law  (

 و m میله جرم اگر .است نوسان دارای ناچیز ضخامت و M جرم ، r شعاع به شکلی دایره ای صفحه -2 مثال
θk نمایید تعیین را شده داده نشان سیستم حرکت معادله باشد      پیچشی فنر سختی

θk

o
r

,m

M

θ

A
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.II کاربرد قانون دوم نیوتن )Newton’s Second Law  (
 -2 مثال پاسخ

θ

Mg

θ
AM

Img

θθkA

θ
Am

I








+=+= 2

2
2

2
)( rMIMdII

AoA MMM

0
322

0
2

0

2
2

2

/

=++







+++

=++++=

θθθθθ

θθθθθ

θ

θ

kmrMmgMg

kIImgMgM
AA mMA





3212
)(

222
2  mImmmdII

AoA mmm =





+=+=

θθ ینبنابرا است کم ارتعاش چون ≈)sin(

00
23

3
2

**22 =+=





 +++






 ++ θθθθ θ KMkmgMgmMrM 
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.III کار مجازی کاربرد اصل)Principle of Virtual Work  (

 .است صفر اب برابر کوچک، مجازی مکان تغییر یک علت به )اینرسی نیروی شامل( سازه بر وارد نیروهای کلیه کار

0)()()()()(0 =−++= δδδδ tpkxxcxmW 

)(tpkxxcxm =++ 

m
)(tp

c

k

δ

m m
)(tp

δ

xk

xc 

xm 

m

)(tx
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.III کار مجازی کاربرد اصل)Principle of Virtual Work  (
 :می باشد زیر مراحل شامل حرکت معادلات آوردن دست به دینامیکی سیستم یک در

(aسیستم جرم های بر وارد نیروهای تمامی ابتدا )مبردالا اصل طبق بر اینرسی نیروهای شامل( 
 .می گردد تعیین

(bمی شود فرض مناسب مجازی مکان تغییر یک سیستم، آزادی درجه هر در. 
(cمی آید دست به حرکت معادلات صفر، با برابر شده انجام کار کل دادن قرار مساوی با.   

 نیروی هم دورانی اجسام در مجازی کار روش در
 ایدب که داریم حرکتی اینرسی لنگر هم و اینرسی
 اسبهمح جرم مرکز به نسبت حرکتی اینرسی لنگر

O .می گردد

G

xmFI =

 رابرب آن حرکتی اینرسی لنگر و دارد اینرسی نیروی یک تنها نقطه ای جرم مجازی کار روش در
 .است صفر
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 جرم .آورید دست به مجازی کار روش از استفاده با را شکل در شده داده نشان سیستم حرکت معادله -3 مثال
 .است m صلب تیر کل

k

A
B

α

c

m

)(),( 0 tfxptxp


=

C



)(0 tfp

.III کار مجازی کاربرد اصل)Principle of Virtual Work  (
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 -3 مثال پاسخ

k

A

B

α

c
m

)(),( 0 tfxptxp


=

C



)(0 tfp

θ

δθ
δθ⋅

θ2

δθ⋅2

αθ

δθα ⋅

θ32

δθ⋅32

Sf If
GIM

Df

Pf

θ

.III کار مجازی کاربرد اصل)Principle of Virtual Work  (
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 -3 مثال پاسخ
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
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3

)()(
3

****
2

022
2

tPKCMtfpkcm =++=++







 θθθθαθθ 

 سبهمحا دوران مرکز به نسبت که داریم        فقط         و     جای به می کردیم استفاده نیوتنی روش از اگر
 .می شود

GIM IFoIM

.III کار مجازی کاربرد اصل)Principle of Virtual Work  (
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  جرم هب جسمی .می دهد نشان را جرثقیل یک بازوهای حرکت مدل زیر شکل در شده داده نشان سیستم -4 مثال
M صلب تیر دو توسط AB و CD کلی جرم به یک هر m مقدار .است شده متصل جرثقیل متحرک قسمت به 

 معادله مجازی کار روش از استفاده با .است شده نظر صرف سیستم میرایی از و شده فرض کوچک بازوها دوران
 .آورید دست به را سیستم حرکت دیفرانسیل

.III کار مجازی کاربرد اصل)Principle of Virtual Work  (

A

C

B



m

m

M

D

)(ty

θk

θk
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 -4 مثال پاسخ

.III کار مجازی کاربرد اصل)Principle of Virtual Work  (

)(ty

)(ty

1y

1yδ

1y

1yδ

2y

2yδ



2/
 سکون حالت

 سکون حالت

θ سکون حالت
δθ

θ
δθ

C

C′

A

A′ B

B′

D

D′
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 -4 مثال پاسخ

.III کار مجازی کاربرد اصل)Principle of Virtual Work  (

θ

θ

2If

1If

1IM

1If

1IM

θM

θM

 دیاگرام جسم آزاد

2 * * *2( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

M m t k t m M y t M t K t P tθθ θ θ θ + + = − +  + =  
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.IV روش براساس انرژی)Energy Based Method(

m
)(tp

c

k

)(tx

m

 موعمج اصل، این طبق .است انرژی بقای اصل از استفاده حرکت، معادلات آوردن دست به روش های از یکی
   .)رددا کاربرد مکانیک رشته در بیشتر روش این( است ثابت همواره پتانسیل انرژی و جنبشی انرژی

)(: tPپتانسیل انرژی 
)(: tTجنبشی انرژی 
)(: tEDمیرایی از ناشی انرژی )()()()( tEtEtTtP PD =++

 =++
tt

dtxtpdtxctxmtxk
00

222 )()(
2
1)(

2
1 

=
t

D dtxctE
0

2)( 

)(
2
1)( 2 txktp =

)(
2
1)( 2 txmtT =

)()(2 tpxkxcxmxtpxcxxmxxk
dt
d

=++=++ 

 ==
tx

dtxtpdxtptP
00

)()()( 

)(: tEPخارجی نیروی از ناشی انرژی 
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.Vروش ریلی)Rayleigh Method(

 حدس اشارتع شکل چون ریلی روش در .است حرکت یک فرکانس یافتن برای تقریبی روشی ریلی، روش
 می تواند باشد SDOF که ندارد الزامی حالت این در سیستم .است تقریبی روش این بنابراین می شود زده

MDOF باشد نیز. 
 جرم گرفتن ظرن در با( متمرکز جرم به گسترده جرم تبدیل بدون حرکت، فرکانس خوبی تقریب با روش این در

 .اشدمی ب جرم ها کردن متمرکز بدون آن خوب تقریب و سادگی روش این مزایای .می آید دست به )گسترده
 چه یلیر روش بدانیم باید بنابراین دارد؛ فرکانس آزادی اش درجه تعداد به آزادی، درجه چند سازه که جا آن از

 .می کند بیان را سازه از فرکانسی
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 است صورت این به مکان تغییر تابع ریلی روش در
 و طهنق محل از تابعی تیر از نقطه هر جابجایی که

 و رفت حرکت صورت به را u ریلی .است زمان
 :کرد فرض زیر صورت به برگشتی

A

x
dx

),( txu

EI,

B

),(xm

mdxdm =

)1()sin()(),( txtxu ωψ ⋅=

Shape( شکل تابع Function( است مکان از تابعی و می کند مشخص را مکان تغییر شکل که  دارد نام. )(: xψ

 آن در که

 .است تیبرگش و رفت حرکت کننده تامین و می کند مشخص را ارتعاش دامنه و است زمان از تابعی
 .می شود استفاده هارمونیک تابع های از قسمت این برای معمولا

)sin(: tω

 ی خواهیمم .نموده ایم مرتعش اولیه شرایط اثر تحت را مقابل تیر
 .نماییم تعیین را سازه حرکت فرکانس

:ω .مکنی تعیین را آن می خوایم که است حرکت فرکانس
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 ریلی روش دلیل همین به ( کند احراز را مرزی شرایط باید البته . شود می انتخاب دلخواه به       شکل تابع
 ).است تقریبی
لشک هر انتخاب .داشت خواهد را مقدار حداقل سختی شود، انتخاب دقیق صورت به شکل تابع اگر 

 زایشاف باعث امر این که است سازه در اضافی خارجی قیدهای وجود مستلزم واقعی شکل از غیر دیگری
 هیچ گونه یواقع ارتعاش شکل .می شود شده محاسبه فرکانس افزایش باعث نتیجه در .می گردد سازه سختی
 .است ارتعاش فرکانس مقدار کمترین دارای بنابراین ندارد اضافی قید

بهترین اشد؛ب فرکانس کمترین دارای که آن سازه، تغییرشکل برای شده فرض شکل چند بین در بنابراین 
 .می شود محسوب فرض

می باشد شکل تابع برای خوب تقریبی فرض یک اینرسی نیروهای از حاصل استاتیکی تغییرشکل. 
دقیق تر و بیشتر درجات اب سیستمی می توان تغییرشکل، توصیف برای بیشتر شکل توابع تعداد بردن بکار با 

    :نمود مدل سازی را

)(xψ

...)()()()(),( 2211 +⋅+⋅= tYxtYxtxu ψψ
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A

x
dx

EI,

B

),(xm

mdxdm =

 : میرایی بدون سیستم در
cteTP =+

cteTPif
ctePTif

==
==

max

max

0
0

)2(maxmax TP =

)sin()(),( txtxu ωψ ⋅=

uEI
x
uEIM

dx
EI
MP

′′=
∂
∂=

= 

2

2
0

2

2
1 

)3(
2
1)(

2
1

0

2

0

2

 ′′=
′′

=


dxuEIPdx
EI
uEIP

′u .ودمی ش داده نمایش     با مکان به نسبت مشتق

u .دمی شو داده نمایش     با زمان به نسبت مشتق

)4(
2
1)]sin()([

2
1)3(&)1(

0

2
max

@

1)sin(
0

2
max

 ′′=⋅′′=
=



dxEIPdxtxEIP
P

t
ψωψ

ω
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   .آمد اهدخو دست به فرکانس کنیم انتخاب را ارتعاش شکل اگر .است ریلی رابطه )6( رابطه

)5(
2
1)]cos()([

2
1

2
1

0

22
max

@

1)cos(
0

2
)1(

0

2
max

 =⋅==
=



 dxmTdxtxmTdxumT
T

t
ψωωωψ

ω

)6(
2
1

2
1)5(&)4(,)2(

0

2

0

2

2

0

22

0

2






′′
==′′ 





dxm

dxEI
dxmdxEI

ψ

ψ
ωψωψ

1ω 2ω
)2()1(

 کنیم تخابان را اول شکل به شبیه شکلی شکل، تابع برای ریلی روش در اگر
 اگر ینهمچن .است نزدیک تر    به می آوریم دست به فرکانس برای که جوابی
 .است یهشب     به آمده دست به جواب باشد دوم شکل شبیه انتخابی شکل

1ω

2ω
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A

x
dx

EI,

B

),(xm

mdxdm =

 بارهای اثر تحت سازه شکل همان را      شکل تابع اگر
 از ناشی پتانسیل انرژی می توان بگیریم؛ نظر در        ثقلی

 لپتانسی انرژی با که چرا آورد دست به را خارجی بارهای
   .است معادل داخلی نیروهای از ناشی

)sin()(),( txtxu ωψ ⋅=

)(xψ

)(xψ

)]sin()()[(
2
1 txmgdxdP ωψ=

)7()(
2
1)sin()(

2
1

0
max

@

1)sin(
0

max

 ==
=



dxxmgPdxtxmgP
P

t
ψωψ

ω

)8(
)(

2
1)(
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1)7(&)5(,)2(

0
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0

22

0 
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 == 
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

dxm
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gdxmdxxmg
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ψ
ωψωψ
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 در .کرد تبدیل متمرکز جرم تا n به را گسترده جرم می توان
  :شد خواهد زیر صورت به )8( رابطه نتیجه

)9(
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



=

== n
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2
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2
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2

2

2
1

2
1

2
1

ωω

 :باشد داشته وجود نیز وزن بدون فنر سیستم، در اگر
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 :ماییدن تعیین زیر حالت دو در را شده داده نشان سیستم فرکانس -5 مثال

A B

EI,

:m  طول واحد جرم


















−






=

32

2
1

2
3)()


xxxb αψ

2

)() 





=

xxa ψ
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 -5 مثال پاسخ

447.4
m
EI= ω

2

)() 





=

xxa ψ
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 -5 مثال پاسخ

















−






=

32

2
1

2
3)()


xxxb αψ

456.3
m
EI= ω

 جواب کوچکتر به مقدار حقیقی 
452.3

ml
EI=ω نزدیکتر است
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 تغییرشکل با قمطاب شکلی تابع گرفتن نظر در با و کرده صرف نظر تیر وزن از شده داده نشان سیستم در -6 مثال
   .آورید دست به ریلی روش از استفاده با را حرکت فرکانس ثقلی، بارهای اثر تحت تیر

A B)(25.2 kN )(35.1 kN

)(4.2 m )(5.1 m )(5.1 m

cteEI =
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 کلش تغییر نهی برهم اصل یا و مجازی کار انرژی، مزدوج، تیر روش های از یکی از استفاده با -6 مثال پاسخ
 :می آید دست به زیر صورت به تیر

A B

1y 2y EI
y

EI
y 8139,10372

21 ==

EIEI

EIEI

EIEI 319.010016.1
81391350103722250

81391350103722250
81.9 3

22
2 =×=







+








+
= − ωω
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