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 کلی حالت در SDOF سیستم یک حرکت معادله

 :است زیر صورت به
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 .می گردد تشکیل بخش دو از آن جواب که می باشد )ODE( معمولی دیفرانسیل معادله یک )1( رابطه

.Iپاسخ به بارگذاری هارمونیک -ارتعاش اجباری
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)1()()()()( tptxktxctxm =++ 

)2()()()( txtxtx pc +=
 آن در که
)(txc: عمومی جواب )Complementary Solution( آزاد ارتعاش نظیر پاسخ همان فیزیکی نظر از که است 

)()()(0 .می آید دست به                                         معادله حل از و می باشد سیستم =++ txktxctxm 

)(txp: خصوصی جواب )Particular Solution( اجباری ارتعاش نظیر پاسخ همان فیزیکی نظر از که است 

 . آیدمی دست به ثابت ضرایب با غیرهمگن معادله های حل از و می باشد خارجی نیروی اثر در سیستم



 :است زیر صورت به ثابت ضرایب با غیرهمگن خطی معادله کلی حالت در
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ینحل معادله های خطی غیرهمگن با ضرایب ثابت به روش ضریب های نامع: یادآوری

)()( Itfxbxax =++ 

   .آورد دست به را )I( معادله خصوصی جواب می توان زیر حالت چهار در فقط نامعین، ضریب های روش در

 در زیر فرم به را خصوصی جواب .باشد n درجه از جمله ای چند یک فرم به I(، f(t)( معادله در اگر :اول حالت

   :می گیریم نظر
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p ++++= −

− 

n درجه از کامل جمله ای چند یک

02 .می باشد )                      ( مفسر معادله صفر ریشه های تعداد s آن در که =++ bzaz
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ینحل معادله های خطی غیرهمگن با ضرایب ثابت به روش ضریب های نامع: یادآوری
 n درجه از چندجمله ای یک Q(t) آن در که باشد؛                      فرم به I(، f(t)( معادله در اگر :دوم حالت

   :می کنیم انتخاب زیر فرم به را خصوصی جواب  آنگاه .است

)()( 01
1

1 atatataettx n
n

n
n

tps
p ++++= −

− 

n درجه از کامل جمله ای چند یک

 ریشه های تعداد s و Q(t) چندجمله ای درجه n آن در که

02 .می باشد )                      ( مفسر معادله p مساوی =++ bzaz

tpetQtf )()( =

 چند دو         و        و                                                 فرم به I(، f(t)( معادله در اگر :سوم حالت

   :می کنیم انتخاب زیر فرم به را خصوصی جواب  آنگاه .باشند جمله ای

)]sin()()cos()([)( 21 tqtGtqtGttx s
p +=

 جمله ای چند دو          و        و )                      ( مفسر معادله iq+ مساوی ریشه های تعداد s آن در که

   .است          و          بین درجه بزرگترین n که می باشند n درجه از کامل

02 =++ bzaz

)sin()()cos()()( 21 tqtQtqtQtf +=)()( 12 tQtQ

)()( 12 tGtG

)()( 12 tQtQ
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ینحل معادله های خطی غیرهمگن با ضرایب ثابت به روش ضریب های نامع: یادآوری

 دو         و        و                                                        فرم به I(، f(t)( معادله در اگر :چهارم حالت

   :می کنیم انتخاب زیر فرم به را خصوصی جواب  آنگاه .باشند جمله ای چند

)]sin()()cos()([)( 21 tqtGtqtGettx tps
p +=

 جمله ای چند دو          و        و )                      ( مفسر معادله p+iq مساوی ریشه های تعداد s آن در که

   .است          و          بین درجه بزرگترین n که می باشند n درجه از کامل

02 =++ bzaz

)]sin()()cos()([)( 21 tqtQtqtQetf tp +=)()( 12 tQtQ

)()( 12 tGtG

)()( 12 tQtQ
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 و انفجار زله،زل قبیل از طبیعت در موجود واقعی نیروهای برای مناسبی مدل های ،)کسینوسی( سینوسی نیروهای

   .وشتن کسینوس و سینوس شکل به را نیروها این می توان فوریه سری های کمک به زیرا .می باشد دریا موج

 در که می شود؛ اعمال میرایی بدون SDOF سیستم بر                          بارگذاری  شده داده نشان شکل در

 .می باشد      سازه فرکانس از مستقل و است )خارجی تحریک( خارجی نیروی فرکانس     آن
)sin()( 0 tptp ω=

ωω

m

k

)sin(0 tp ω

 نمودار نیروی هارمونیک سینوسی
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 :می شود نوشته زیر صورت به )1( رابطه در سیستم حرکت معادله

)3()sin()()( 0 tptxktxm ω=+

)4()(sin)(cos tBtAxc ωω +=
 یک آزاد ارتعاش پاسخ همان )3( رابطه عمومی جواب

 است میرایی بدون SDOF سیستم

 روش به ثابت ضرایب با غیرهمگن خطی معادله های حل سوم حالت اساس بر )3( رابطه خصوصی جواب

 :می شود نوشته زیر صورت به )3( رابطه مفسر معادله .می آید دست به نامعین ضریب های

0,0 2,1
2 =≠===+ sifi

m
kiz

m
kz ωωω
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
)()( با است برابر           و            )3( رابطه در خارجی نیروی فرم به توجه با 12 tQtQ

)5()sin()cos()( 21 tGtGtxp ωω +=

021
0

21 )(,0)(
)sin()(

)sin()()cos()()(
ptQtQ

tptp
tqtQtqtQtf

==
=

+=
ω

 رمقدا          و           نتیجه در می باشد            آن ها درجه بزرگترین           و            درجه به توجه با

   است زیر صورت به )3( رابطه خصوصی جواب و دارند ثابتی
)()( 12 tQtQ0=n)()( 12 tGtG

   .باشد برقرار )3( رابطه حرکت معادله در باید آن مشتقات و )5( رابطه در شده گرفته نظر در خصوصی جواب

)6()]cos()sin([)()5( 21 tGtGtxp ωωω +−= 

)7()()]sin()cos([)()6( 2
21

2 txtGtGtx pp ωωωω −=+−= 
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 

)sin()]sin()cos([)]sin()cos([
)7(&)5(,)3(

02121
2 tptGtGktGtGm ωωωωωω =+++−



)8()sin()sin()()cos()( 022
2

11
2 tptkGGmtkGGm ωωωωω =+−++−

 .باشد یکسان )8( رابطه طرف دو در کسینوس و سینوس ضریب های باید
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  :می آید دست به زیر صورت به خصوصی جواب

)10()sin(
1
1)()9(&)5( 2

0 t
k
ptxp ω

β−
= ωωβ سفرکان نسبت : /=
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 به )1( معادله کلی جواب )10( و )4( روابط در ترتیب به آمده دست به خصوصی و عمومی جواب های کمک به

 :می آید دست
)11()sin(

1
1)(sin)(cos)()10(&)4( 2

0 t
k
ptBtAtx ω

β
ωω

−
++=

 :می گردد تعیین B و A ثابت ضرایب اولیه شرایط اعمال با

)0cos(
1
1)0(cos)0(sin)0(0@ 2

0
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 

)14()sin(
1
1)(sin

1
)(cos)()13(&)12(,)11( 2
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
−
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 :داشت خواهیم )11( رابطه در B و A ثابت ضرایب جاگذاری با

)()()( txtxtx ST +=
 )Total Response(پاسخ کلی 

 )Transient Response(پاسخ گذرا 

)(sin
1

)(cos)( 2
00

0 t
k
pxtxtxT ω

β
β

ω
ω 








−

−+=


 )Steady state Response(پاسخ دائمی 

)sin(
1
1)( 2

0 t
k
ptxS ω

β−
=

 خارجی نیروی به وابسته رجیخا نیروی و اولیه شرایط به وابسته

 از ناشی میرایی بدون SDOF سیستم ارتعاش پاسخ
ωω حالت در سینوسی بار ≠
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 

0

)(

stx
tx

Tt /
/,β0=2.0 بدون میرایی در اثر نیروی هارمونیک با نسبت فرکانس            و شرایط اولیه  SDOFپاسخ یک سیستم  00 == xkpx ω
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
)()()sin()3( است آمده اینجا دوباره )3( رابطه در سیستم حرکت معادله 0 tptxktxm ω=+

 :می شود نوشته زیر صورت به باشد             که حالتی برای )3( رابطه خصوصی جواب

1,0 2,1
2 =====+ sifi

m
kiz

m
kz ωωω

ωω =

)15()sin()cos()( 21 ttGttGtxp ωω +=

   .باشد برقرار )3( رابطه حرکت معادله در باید آن مشتقات و )15( رابطه در شده گرفته نظر در خصوصی جواب

)16()cos(][)sin(][)()15( 2112 ttGGttGGtxp ωωωω ++−= 

)17()cos(]2[)sin(]2[)()16( 2
12

2
21 ttGGttGGtxp ωωωωωω −+−−= 
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 

)sin()cos(]2[)sin(]2[
)17(&)15(,)3(

01
2

122
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21 tpttGktmGmGttGktmGmG ωωωωωωω =+−++−−


)18()sin()cos(]2[)sin(]2[ 0
21 t

m
ptGtG ωωωωω =+−

 .باشد یکسان )18( رابطه طرف دو در کسینوس و سینوس ضریب های باید
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  :می آید دست به زیر صورت به خصوصی جواب

)20(,)cos(
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)()19(&)15( 0 ωωωω =−= tt
k
ptxp
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 به )1( معادله کلی جواب )20( و )4( روابط در ترتیب به آمده دست به خصوصی و عمومی جواب های کمک به

 :می آید دست
)21()cos(

2
)(sin)(cos)()20(&)4( 0 tt

k
ptBtAtx ωωωω −+=

 :می گردد تعیین B و A ثابت ضرایب اولیه شرایط اعمال با

)23(
2

)0sin()0(
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)0cos(
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)0(cos)0(0@ 00200
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pxB
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pBxxxt +=+−===
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ωωω 

)0cos()0(
2

)0(sin)0(cos)0(0@ 0
00 ω
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pBAxxxt −+=== )22(0xA =
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[)()23(&)22(,)21( 0
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00 tt
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k
pxtx ωωω
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−++=



 :داشت خواهیم )21( رابطه در B و A ثابت ضرایب جاگذاری با

ωω حالت در سینوسی بار از ناشی میرایی بدون SDOF سیستم ارتعاش پاسخ =
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 به لحظه هر در استاتیکی تغییرشکل پاسخ شود صرفنظر ،)3( رابطه حرکت، معادله در دینامیکی اثرات از اگر

   .می آید دست به زیر صورت

 با است برابر استاتیکی تغییرشکل ماکزیمم
)25()sin()()sin()()( 0

0 t
k
ptxtptxktxm st ωω ==+

)26(1)sin( 0
0max k

pxxtif stst ===ω

 :نوشت زیر صورت به می توان را دائمی پاسخ رابطه )26( از استفاده با

)27()sin(
1
1)(

)26(&)14(

20 txtx stS ω
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




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




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− 20 1
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 

β0stx

1=β
phaseofout

phasein

A
m
pl
itu
de

ای تغییرات دامنه پاسخ دائمی برای نسبت فرکانس ه
 مختلف

01 >< Amplitudeβ

ωω صورت این در           اگر >

in( هم فاز را حالت این phase( نشان و می نامند 

 نیرو جهت با جابجایی جهت که است آن دهنده

 .است یکی

01 <> Amplitudeβ

ωω صورت این در           اگر <

out( غیرهم فاز را حالت این of phase( و می نامند 

 جهت با جابجایی جهت که است آن دهنده نشان

 .است مخالف نیرو

sonanceeR
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
)()sin()28(   نوشت برداری صورت به می توان را )27( رابطه در دائمی پاسخ θωρ −= ttxS

 آن در که

ρ: یدینامیک جابجایی حداکثر 
2

0

1 β
ρ

−
= stx

θ: فاز زاویه )Phase angle( 

Dynamic( دینامیکی بزرگنمایی ضریب magnification factor( 

)30(
1
1

2
0 β

ρ
−

=== d
st

d R
x

R
 کیدینامی جابجایی حداکثر
 یکیاستات جابجایی حداکثر





<
>

=
ωω
ωωθ o

o

180
0

)29(

در  ضریب بزرگنمایی دینامیکی

 )بدون بعُد(حالت بدون میرایی
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 

  های مختلفنمودار تغییرات ضریب بزرگنمایی دینامیکی برای نسبت فرکانس
1 2 3

0

1

2

3

4

5

β

dR

1=β 2=β

2>βif

1< dR

  از مترک دینامیکی دائمی جابجایی حداکثر یعنی

 است استاتیکی جابجایی حداکثر

ωω )                    یعنی( 2>
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 

=== 0)0()0(;0@ xxt 

 :می باشند زیر صورت به )24( و )14( رابطه های صفر اولیه شرایط اعمال با

)31()(,)](sin)[sin(
1
1)()14( 2

0 ωωωβω
β

≠−
−

= tt
k
ptx

)32()(,)]cos()([sin
2

)()24( 0 ωωωωω =−= ttt
k
ptx

 حالت دو در سینوسی بار از ناشی میرایی بدون SDOF سیستم ارتعاش پاسخ
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 جابجایی حداکثر تیجهن در ؛)کند تغییر آرامی به نیرو یعنی( باشد سازه فرکانس از کمتر بسیار بار فرکانس که حالتی

 استاتیکی جابجایی حداکثر با است برابر دینامیکی
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
11 →<<<< dRβωω I (  ωω خاص حالت <<

)2(sin)2sin()()31(
0 T

t
T
t

T
T

x
tx

st

πβπ −≈

0

)(

stx
tx

Tt /

β>>1  بدون میرایی در اثر نیروی هارمونیک با نسبت فرکانس            و شرایط اولیه صفر SDOFپاسخ یک سیستم 
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
II (  ωω خاص حالت >>

0

)(

stx
tx

Tt /

β<<1  بدون میرایی در اثر نیروی هارمونیک با نسبت فرکانس            و شرایط اولیه صفر SDOFپاسخ یک سیستم 

0→∞→>> dRβωω

 سرعت با نیروهای رایب ارتعاشی تغییرشکل نتیجه در .باشد سازه فرکانس از بزرگتر بسیار بار فرکانس که حالتی

 .است کوچک بسیار زیاد، نوسان
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
III (  ωω خاص حالت →

0

)(

stx
tx

Tt /

β→1  بدون میرایی در اثر نیروی هارمونیک با نسبت فرکانس            و شرایط اولیه صفر SDOFپاسخ یک سیستم 

↑→=→ dRexamplefor 1)866.0( βωωωω

  .می گردد )Beating( ضربان پدیده ایجاد باعث مختلف زمان های در پاسخ مولفه دو شدن غیرهم فاز و شدن هم فاز

)1/(1 β−

)/(2 ωωω −
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
IV (  ωω خاص حالت =

0

)(

stx
tx

Tt /

β=1  بدون میرایی در اثر نیروی هارمونیک با نسبت فرکانس            و شرایط اولیه صفر SDOFپاسخ یک سیستم 

∞→== dR1βωω

  .می دهد رخ )Resonance( همگامی یا تشدید حالت شود برابر سازه فرکانس با خارجی نیروی فرکانس که حالتی
 است یاستاتیک جابجایی حداکثر از بزرگتر خیلی دینامیکی جابجایی حداکثر یعنی

Frequency( تشدید فرکانس Resonant(: دارد ماکزیمم مقدار      آن در که است نیرویی فرکانس. dR

π

π
j 1+j

T
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.II یحالت بدون میرای –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 

 .می باشد دودنامح      مقدار فرکانس این در که طوری به است     با برابر تشدید فرکانس نامیرا سیستم های برای

 مربوط تایجن همچنین .می گردد نامحدود آرامی به بلکه نمی شود نامحدود سریعا ارتعاشی تغییرشکل واقعیت در اما

   زیرا نماید رفتار خطی ناحیه در سازه که است برقرار زمانی واقعی حالت در تشدید به

ωdR

)(/)(@
)()(@

2
1

0)1(2
1

2
1

2
1

+=+=
−=−=

+ jxxTjt
jTjt

stj π
π π=− +

0

)(

0

)1(

st

j

st

j

x
x

x
x

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-40

-20

0

20

400

)(

stx
tx

Tt /

β=1 بدون میرایی در اثر نیروی هارمونیک با نسبت فرکانس            و شرایط اولیه صفر  SDOFپاسخ یک سیستم 

π

π
j 1+j

T

ωωω ≠≠↓ cteknonlinearin
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
)(tp

t

ωπ /2=T

0, pAmplitude

 نمودار نیروی هارمونیک سینوسی

m

k

)sin(0 tp ω

c

)33()sin()()()( 0 tptxktxctxm ω=++ 

)()()( txtxtx pc +=

 :آید  می دست به زیر صورت به )1( کلی رابطه از میرایی با SDOF سیستم یک حرکت معادله

 .می گردد تشکیل بخش دو از آن جواب که می باشد )ODE( معمولی دیفرانسیل معادله یک )33( رابطه



SDOF: Response to Harmonic and Periodic Excitations

27

 یک آزاد ارتعاش پاسخ همان )33( رابطه عمومی جواب

])sin()cos[()34( است میرایی با SDOF سیستم tBtAex DD
t

c ωωξω += −

 روش به ثابت ضرایب با غیرهمگن خطی معادله های حل سوم حالت اساس بر )33( رابطه خصوصی جواب

 :می شود نوشته زیر صورت به )33( رابطه مفسر معادله .می آید دست به نامعین ضریب های

0,02 2,1
22 =≠±−==++ sifizzz DD ωωωξωωξω

Dωω :است )5( رابطه شبیه باشد             که حالتی برای )33( رابطه خصوصی جواب ≠

)5()sin()cos()( 21 tGtGtxp ωω +=

.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
   .باشد برقرار )33( رابطه حرکت معادله در باید )7( و )6( آن مشتقات و )5( رابطه در خصوصی جواب

)33(&)7(,)6(,)5(

 .باشد یکسان )35( رابطه طرف دو در کسینوس و سینوس ضریب های باید

)36(

)1()2(
1

)1()2(
2

)(
0)(

)35(
0

222

2

2

0
2221

1,2,

02
2

1

21
2 2

k
pG

k
pG

pGmkGc
GcGmk k

m
k
cif

βξβ
β

βξβ
ξβ

ωω
ωω ωω

ξ
ω
ωβ

−+
−=

−+
−=


=−+−
=+−


===

  :می آید دست به زیر صورت به خصوصی جواب

)37()]cos(2)sin()1[(
)1()2(

1)()36(&)5( 2
222

0 tt
k
ptxp ωξβωβ

βξβ
−−

−+
=

)35()sin()sin(][)cos(][ 0212
2

121
2 tptkGGcGmtkGGcGm ωωωωωωω =+−−+++−
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 )33( معادله کلی جواب )37( و )34( روابط در ترتیب به آمده دست به خصوصی و عمومی جواب های کمک به

 :می آید دست به

)38()]cos(2)sin()1[(
)1()2(

1)]sin()cos([)(

)37(&)34(

2
222

0 tt
k
ptBtAetx DD

t ωξβωβ
βξβ

ωωξω −−
−+

++=



−

 :می گردد تعیین B و A ثابت ضرایب اولیه شرایط اعمال با

222

22
000

0 )1()2(
)1(2)0(0@

βξβ
ωββωξ

ωω
ξω

−+
−−+−===

DD k
pxxBxxt



k
pxAxxt 0

22200 )1()2(
2)0(0@

βξβ
ξβ

−+
+===

)39(

Dωω حالت در سینوسی بار از ناشی میرایی با SDOF سیستم ارتعاش پاسخ ≠
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 

)()()( txtxtx ST +=
 )Total Response(پاسخ کلی 

 )Transient Response(پاسخ گذرا 

)]sin()cos([)( tBtAetx DD
t

T ωωξω += −

 )Steady State Response(پاسخ دائمی 

222

2
0

)1()2(
)cos(2)sin()1()(

βξβ
ωξβωβ

−+
−−= tt

k
ptxS

 )یخارج نیروی به وابسته( )جیخار نیروی و اولیه شرایط به وابسته(
 شکاه زمان گذر اثر در میرایی عامل دلیل به آن دامنه

 .می شود گفته گذرا پاسخ آن به دلیل همین به .می یابد
 ائمید پاسخ گردد اعمال سازه بر نیرو که زمانی تا

 .داشت خواهد جریان زمان با ثابت صورت به
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 

0

)(

stx
tx

Tt /
/,β0=2.0 با میرایی در اثر نیروی هارمونیک با نسبت فرکانس            و شرایط اولیه  SDOFپاسخ یک سیستم  00 == xkpx ω

 باشد ودموج باید کافی زمان منظور این برای .می گیرند نظر در را جواب دائم قسمت فقط عملی کارهای از خیلی در

 )است کوچک گذرا جواب های ثانیه 7 حدود در( .شود ناپدید گذرا قسمت تا
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 :نوشت برداری صورت به می توان را جواب دائم قسمت

222

2
0

)1()2(
)cos(2)sin()1()(

βξβ
ωξβωβ

−+
−−= tt

k
ptxS

)40()sin()( θωρ −= ttxS
 آن در که

[ ] )41()2()1( 2
1

22202
2

2
1

−+−=+= ξββρρ
k
pGG

)42(
1
2tan 2

1








−

= −

β
ξβθ

ρ: کیدینامی جابجایی حداکثر 
θ: فاز زاویه )Phase angle( 

Dynamic( دینامیکی بزرگنمایی ضریب magnification factor( 

[ ] )43()2()1( 2
1

222

0

−+−=== ξββρ
d

st
d R

x
R

 کیدینامی جابجایی حداکثر
 یکیاستات جابجایی حداکثر

 )بدون بعُد(ضریب بزرگنمایی دینامیکی در حالت با میرایی
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 .دارند انسفرک نسبت و میرایی ضریب پارامتر دو به بستگی فاز زاویه و دینامیکی بزرگنمایی ضریب

01.0=ξ
1.0=ξ
2.0=ξ

7.0=ξ
1=ξ

01.0=ξ

1.0=ξ

2.0=ξ

7.0=ξ

1=ξ β

dR

β

θ

تم ضریب بزرگنمایی یک سیس -نمودار نسبت فرکانس 
SDOF با میرایی های متفاوت در اثر نیروی هارمونیک 

با  SDOFزاویه فاز یک سیستم  –نمودار نسبت فرکانس 
 میرایی های متفاوت در اثر نیروی هارمونیک
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 

 :میرایی های متفاوت در اثر نیروی هارمونیکبا  SDOFضریب بزرگنمایی یک سیستم  -ناحیه بندی نمودار نسبت فرکانس 
A  ،ناحیه سختB  ناحیه تشدید وC ناحیه نرم. 
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 از را آن راگ که است سخت آنچنان سازه واقع در .می باشد سیستم فرکانس از کمتر محرک فرکانس سخت ناحیه در : A ناحیه

 قابل نامیکیدی رفتار اثر حالت این در .می کند حرکت     شتاب همان با نیز سازه بالای قسمت دهیم؛ حرکت      شتاب با پایه

 .است یک از زرگترب اندکی دینامیکی نمایی بزرگ ضریب و می باشند نزدیک هم به دینامیکی و استاتیکی جابجایی و بوده اغماض
αα

0&11 →→<<<< θβωω dRif  فاز هم ارتعاش

 

 
Steady State Response Harmonic Force

 دارای میرایی و نیروی هارمونیک خارجی با فرکانس  SDOFنمایش همزمان پاسخ دائمی یکی سیستم 

t

ωω <<

kpxst /00 =
)(sin0 tpp ω=

)(tx
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 

   : A ناحیه در مهم نکات
است  فاز هم نیرو با مکان تغییر. 

سختی به تغییرمکان دامنه k دارد بستگی. 

سختی کنترل تحت رفتار )Stiffness Control( گردد طراحی سخت سازه است بهتر .می باشد. 

0   . کندمی عمل استاتیکی بار یک نظیر و                         شده اعمال آرامی به وارده سنوسی بار→=
ω
ωβ

 : A ناحیه

 

 
Steady State Response Harmonic Force

 دارای میرایی و نیروی هارمونیک خارجی با فرکانس  SDOFنمایش همزمان پاسخ دائمی یکی سیستم 

t

ωω <<

kpxst /00 =
)(sin0 tpp ω=

)(tx



SDOF: Response to Harmonic and Periodic Excitations

37

.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 هنگامی و فتدمی ا اتفاق تشدید حالت سازه، طبیعی فرکانس و محرک فرکانس بودن نزدیک علت به تشدید ناحیه در : B ناحیه

 : با است برابر تشدید حالت در دینامیکی بزرگنمایی ضریب مقدار .باشند برابر هم با فرکانس ها که

)44(
2
1)43(

1

ξ

β
=

=

resdR

 زرگنماییب ضریب مقدار همان دینامیکی بزرگنمایی ضریب ماکزیمم مقدار کم، میرایی ضریب با سیستم های در

 :است تشدید حالت در دینامیکی
ξ

ξ
2
111 max

2 =≈≈− resdd RR

 : با است برابر دینامیکی بزرگنمایی ضریب ماکزیمم مقدار

)45(
12
1210

2max
2

)43(

ξξ
ξβ

β −
=−== dpeak

d R
d
dR
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 : B ناحیه

لت مقایسه ضریب بزرگنمایی دینامیکی بین حالت ماکزیمم و حا
 تشدید  

β

dR

peakβ

maxdR

 یراییم ضریب با فولادی سازه یک برای مثال برای

 شدیدت حالت در دینامیکی بزرگنمایی ضریب 0.01

  با است برابر

 

 

 التح در معین نیروی یک اثر تحت سازه اگر یعنی

1 استاتیکی cm حالت در باشد؛ داشته جابجایی 

50 تشدید cm دیدتش ناحیه بنابراین .دارد جابجایی 

 مجاور نقاط و است برخوردار زیادی اهمیت از

 یدینامیک بزرگنمایی ضریب از هم تشدید نقطه

 .می باشند برخوردار بالایی

50
)01.0(2

1 ==sonanceeRdR

1=β
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 

)46()][cos()]sin(
1

)cos([
2
1)(

2
0














−

−
+= − ttte

k
ptx DD

t ωω
ξ

ξω
ξ

ξω

)38(

00 &0 === ωωxxfor 

ωω  : نتیجه در               و کرده نظر صرف )46( رابطه در سینوسی عبارت اثر از می توان کم میرایی ضریب با سیستم های در ≈D

)47()cos()1()()cos()1(
2
1)()46( 00 te

c
ptxte

k
ptx t

or
t ω

ω
ω

ξ
ξωξω −=−= −−

 پوش منحنی

 :داشت خواهیم بگیریم نظر در صفر اولیه شرایط و تشدید حالت در را  )گذرا و دائم ( جواب کل اگر
 : B ناحیه

 در راینبناب .دارد دینامیکی پاسخ کاهش در را نقش بیشترین و است کننده تعیین میرایی B ناحیه در )47( رابطه براساس

 .است برخوردار خاصی اهمیت از ارتعاشی انرژی استهلاک و جذب ظرفیت افزایش شیوه های سازه، مهندسی

 پوش منحنی
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 : B ناحیه

β00=1 در اثر نیروی هارمونیک با نسبت فرکانس            و شرایط اولیه  0.05با میرایی  SDOFپاسخ یک سیستم  == xx
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 : B ناحیه

 نسبت با هارمونیک نیروی اثر در 0.1 و 0.05 ،0.01 میرایی های با SDOF سیستم سه پاسخ
/,β0=1   اولیه شرایط و            فرکانس 00 == xkpx ω
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 

)48()1(
2
1)()2cos()1(

2
1)(@ 20

2
0

)47(
−=−== −− jTj

T e
k
pTjxTj

T
e

k
pTjxTjt πξ

πξ

ξ
π

ξ

 : B ناحیه
   .تناوب دروره بار j از بعد دامنه اُمین j محاسبه

)49(1
)(

)48( 2 j

res

e
Tjx πξ

ρ
−−=  .ندمی ک میل یک سمت به نسبت این زیاد زمان در هک

 در برگشتی و رفت حرکت سیکل چند از بعد متفاوت میرایی ضریب با سیستم های در که کنیم بررسی می خواهیم حال

 .می رسیم ماکزیمم ارتعاش دامنه به تشدید حالت

=
ξ

ρ
2
10

k
p

res
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ωω تغییرات دامنه پاسخ با تعداد چرخه های نیروی هارمونیک در حالت تشدید =
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 : B ناحیه

 پاسخ امنهد بارگذاری، کمتر سیکل های تعداد با زیاد، میرایی با سیستم های در که می دهد نشان نمودار

   .عکس بر و می کند میل ماکزیمم مقدار سمت به
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 حس را نآ سازه که است سریع آنقدر بارگذاری که جایی می شویم؛ نرم ناحیه وارد محرک، نیروی فرکانس افزایش با : C ناحیه

 عکوسم حرکت و شده عوض نیرو جهت شود آغاز جابجایی و نماید واکنش به شروع سازه که همین دیگر، عبارت به .نمی کند

 دارند الاییب تناوب زمان که سازه هایی که است علت همین به .می شود کمتر استاتیکی حالت از جابجایی نتیجه در .می گردد

 زرگب      یعنی( باشد کم آن ها تناوب زمان اما بزرگ مقدارشان که را زلزله از حاصل شتاب های )است کوچک آن ها     یعنی(

   .می گیرد قرار نرم ناحیه در پاسخ که است زیاد چنان آن بارگذاری سرعت زیرا .نمی کنند حس )است
ωω

πθβωω →→>>>> &01 dRif  فاز هم غیر ارتعاش

)sin(
)2()1(

1)sin()()40(
222

0 θω
ξββ

θωρ −
+−

=−= t
k
pttxS

)49()sin()()sin(1)sin(
412

1
2

0
2

0
2224

0 πω
ω

πω
β

θω
βξββ

−=−≈−
++−

= t
m
ptxt

k
pt

k
p

S



           
 

 
Steady State Response Harmonic Force

 دارای میرایی و نیروی هارمونیک خارجی با فرکانس  SDOFنمایش همزمان پاسخ دائمی یکی سیستم 

t

ωω >>

)(sin0 tpp ω=

)(tx

)sin()( 2
0 πω

ω
−= t

m
ptxS
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
C ناحیه

   : C ناحیه در مهم نکات
می باشند هم جهت خلاف در( دارند  فاز اختلاف درجه 180 نیرو با مکان تغییر(. 

دارد بستگی           )اینرسی( جرم به تغییرمکان دامنه. 

اینرسی کنترل تحت رفتار )Inertia Control( گردد طراحی سنگین سازه است بهتر بنابراین .می باشد. 
ωm
p0
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 

)(49 NW =

)/(45 cmNkstory =

)(sin25 tω

)sec.(60
m
Ncstory =

 پاسخ )الف .دارد قرار سینوسی بار یک اثر تحت شکل در شده داده نشان SDOF سیستم :1-مثال

 پاسخ )ب .اییدنم محاسبه را تشدید حالت با متناظر ماکزیمم دینامیکی پاسخ همچنین و ماکزیمم دینامیکی

sec)/(15   .کنید تعیین را                                که حالتی در را ماکزیمم دینامیکی rad=ω
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
)(49 NW =

)/(45 cmNkstory =

)(sin25 tω

)sec.(60
m
Ncstory =

30)/( :1-مثال پاسخ
)()806.9/(49
)/(1045 2

srad
kg
mN

m
k =

×== ωω

2.0
)30()806.9/49(2

60
2

=== ξ
ω

ξ
m
c

552.2
)2.0(1)2.0(2

1
12
1)45( max22max =

−
=

−
= dd RR

ξξ

)(418.1)(10418.1)552.2(
1045
25

max
2

max2max
0

max cmmR
k
p

d =×=
×

== − ρρρ

5.2
)2.0(2

1
2
1)44( === sonanceeRdsred RR
ξ

)(389.1)(10389.1)50.2(
1045
25 2

2
0 cmmR
k
p

resresresdres =×=
×

== − ρρρ

 .دنمی باش بزرگ آنچنان حالت دو در بزرگنمایی ضریب است ملاحظه قابل درصد 20 میرایی ضریب چون
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
)(49 NW =

)/(45 cmNkstory =

)(sin25 tω

)sec.(60
m
Ncstory =

 :1-مثال پاسخ

[ ] [ ] 2
1

222
2

2
1

2220 ))5.0)(2.0(2())5.0(1(
1045
25)2()1()41( −− +−
×

=+−= ξββρ
k
p

5.0
30
1515 ==== β

ω
ωβωif

)(72.0)(1072.0 2 cmm =×= − ρρ
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 وزن .می باشد ارتعاش حال در دوار موتور دستگاه یک از ناشی لرزش اثر در AB وزن بدون تیر :2-مثال

 شده نصب آن روی بر موتور حرکت تنظیم جهت e مرکزیت از خروج با m جرم .است W موتور این کل

   .آورید دست به سیستم پاسخ دایم قسمت گرفتن نظر در با را تیر ارتعاش دامنه .است

)/(1021 26 cmNEbeam ×=

)(72000 NW =

)(300 rpmf =

)(
806.9
180 kgm =

)(4.25 cme =

)(5300 4cmI =

%10=ξ
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 :2-مثال پاسخ

sf Df

1If
2If

مدل دیاگرام جسم آزاد

x

)( tSine ω
x

)(1 tSinexx ω+=
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 :2-مثال پاسخ

مدل دیاگرام جسم آزاد 

)(sin0)](sin[)( 22 tmexkxcxMxkxctexmxmM ωωωω =++=++−+− 

0p
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 :2-مثال پاسخ

2
0

0 )(sin

ω
ω

mep

tpxkxcxM

=

=++ 

sec)/(41.31)
sec60
min1

min1
300(22 radf =×== ωππω

)/(1064.1098)/(109864
)365(

)5300()1021(4848 4
3

6

3 mNkcmNEIk ×==×==


sec)/(68.38
806.9/72000
1064.1098 4

rad
M
k =

×== ωω 811.0
68.38
41.31 === β

ω
ωβ

)(4598)41.31)(104.25)(806.9/180( 0
222

0 Npmep =×== −ω

[ ] [ ] 2
1

222
4

2
1

2220 ))811.0)(1.0(2())811.0(1(
1064.1098

4598)2()1()41( −− +−
×

=+−= ξββρ
k
p

)(101.1 3 m−×= ρ
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 رتی وزن از اگر .می کند تحمل فنری روی بر خود دهانه وسط در را وزنه ای شده داده نشان تیر :3-مثال

 گیرد قرار                                قائم پایه شتاب تحت تیر که آن فرض با شود، نظر صرف

 :تعیین است مطلوب

 .تیر ارتعاش طبیعی تناوب زمان -الف

t=2 لحظه در وزنه سرعت و جابجایی -ب sec   

t=2 لحظه در تکیه گاهی واکنش -ج sec    

)5sin(35.0)( tgtxg =

)/(1021 26 cmNEbeam ×=

)(400 tonm =

)(25170 4cmI =
%10=ξ

)/(3.5393 mkNkspring =

m4
A B

m4

k

m

)(txg
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 :3-مثال پاسخ

)/(3.5393 mkNkspring =

)/(3.4955)(1010
)108(

)25170)(1021(4848 23
32

6

3 mkNkmEIk beambeam =××
×

×== −



)/(5.2582
3.53933.4955
3.53933.4955 mkNk

kk
kk

k
springbeam

springbeam =
+
×=

+
⋅

=

sec)/(54.2
10400
105.2582
3

3
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M
k =

×
×== ωω

(sec)47.2
54.2
22 === TT π

ω
π
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 :3-مثال پاسخ

)5sin(35.0)()()()()( tmgtptxmtxktxctxm g −=−=++ 

)(84.137210)806.9)(10400(35.035.0 0
33

0 kNpmgp −=××−=−= −

97.1
54.2
5 === β

ω
ωβ

rado 136.079.7
)97.1(1
)97.1)(1.0(2tan

1
2tan 2

1
2

1 −=−=







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=







−
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[ ] )(1828.0)]97.1)(1.0(2[])97.1(1[
5.2582
84.1372)41( 2

1
222 m−=+−−=

− ρρ

)136.05cos(9141.0)()136.05sin(1828.0)()40( +−=+−= ttxttx SS 
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.III میراییبا حالت  –ارتعاش ناشی از نیروی سینوسی 
 :3-مثال پاسخ


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