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 :از عبارتند دینامیکی بارهای اثر تحت خطی الاستیک سازه ای سیستم هر اصلی فیزیکی مشخصه های

 .)نرمی یا سختی( الاستیک خواص -1
 .میرایی یا انرژی اتلاف مکانیزم -2
 .جرم -3
   .خارجی نیروی یا بارگذاری -4
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 در فوق فیزیکی مشخصه های از کدام هر می شود فرض SDOF سیستم یک از تحلیلی مدل ساده ترین در

    .باشند شده متمرکز فیزیکی المان یک

.I سیستم های یک درجه آزاد)SDOF(

m
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 :مدل این در

 .است شده متمرکز صلب المان قطعه یک در سیستم این m جرم کل•

  ییرمکانتغ مختصه که طوری به است شده خاص جهت یک در سیستم این حرکت محدودیت باعث غلتک ها •

x نماید مشخص کامل طور به را آن موقعیت می تواند. 

 .است شده داده نشان c میراگر توسط نیز انرژی اتلاف مکانیزم•

 .است p(t) زمان با متغیر نیروی می شود آن دینامیکی واکنش باعث که سیستم این خارجی بارگذاری•

 .است شده داده نشان k سختی به وزن بدون فنر یک توسط تغییرمکان، مقابل در سیستم الاستیک مقاومت•

.I سیستم های یک درجه آزاد)SDOF(

m
)(tp

)(tx

c

k

 )MDOF( آزاد درجه چند سیستم های آنالیز در آن کاربرد SDOF سیستم های مهم مزیت های از یکی
 چند به سادگی منظور به را MDOF سیستم )Coupled( همبسته معادلات می توان که صورت این به .است
   .دارد وجود متغیر یک تنها SDOF سیستم معادله هر در که زیرا .کرد تبدیل SDOF معادله
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 ظرن مد آن جانبی حرکت تنها که بگیرید نظر در را قابی

 قاب مدل را آن که است SDOF سیستم یک مدل این .باشد

 .دمی باش متمرکز سقف در جرم مدل این در  .می نامند برشی

  .داشت خواهد را صلب دیافراگم عملکرد سقف و

 نشان k با را ستون ها مجموع )برشی( جانبی سختی اگر

 و متمرکز جرم مدل روش دو به می توان را فوق قاب دهیم،

  .داد نمایش نیز فنر جرم مدل

.I سیستم های یک درجه آزاد)SDOF(

 مدل قاب برشی
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 :سری فنرهای معادل سختی -الف
.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف

 ربراب و مساوی فنرها همه نیروی سری، فنرهای در

 وعمجم طول تغییر همچنین .است وارده نیروی با

 .دمی باش آن ها طول تغییر مجموع با برابر فنرها
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 از هک است معادل فنر سختی       فوق رابطه در

 .می باشد کمتر فنرها تک تک سختی
*k



 اعمال فنرها سختی مرکز در نیرو باید باشند داشته مساوی طول تغییر فنرها اینکه برای موازی ترکیب در

 تک ختیس از که است موازی فنرهای سختی مجموع مساوی معادل، فنر سختی فوق رابطه به توجه با .شود

 .ی شوندم ترکیب یکدیگر با موازی صورت به فنرها معمولا که است ذکر قابل .است بزرگتر فنرها تک
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 :موازی فنرهای معادل سختی -ب
 هم با فنرها همه طول تغییر موازی، فنرهای در

 مجموع با برابر وارده نیروی همچنین .است مساوی

   .می باشد فنرها همه نیروی
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.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف
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 روش این در استفاده مورد سختی های انواع
.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف

 :محوری سختی -1
 طول ، A مقطع سطح به میله ای محوری سختی

L الاستیسیته مدول و E با است برابر   
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   با برابراست B نقطه در میله افقی
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  میله افقی نیروی ما محاسبه، حین در یعنی .است افقی سختی به مربوط سختی که شود توجه نکته این به

AB میله نیروی محاسبه برای باید پس داریم را AB میله افقی نیروی AB شود ضرب             در. 
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 روش این در استفاده مورد سختی های انواع
.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف

 :خمشی سختی -2
 را کاربرد بیشترین که تیر چند خمشی سختی

 بررسی دارند تغییرمکان ها محاسبه در

 خمشی صلبیت و L تیرها همه طول .می کنیم

   .است EI آن ها
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 روش این در استفاده مورد سختی های انواع
.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف

 :خمشی سختی -2
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 روش این در استفاده مورد سختی های انواع
.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف

 :خمشی سختی -2
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 روش این در استفاده مورد سختی های انواع
.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف

 :پیچشی سختی -3

 خمش از ناشی پیچشی سختی نوع این

 یشترینب که تیر چند پیچشی سختی .است

 ددارن تغییرمکان ها محاسبه در را کاربرد

 و L تیرها همه طول .می کنیم بررسی

   .است EI آن ها خمشی صلبیت
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 روش این در استفاده مورد سختی های انواع
.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف

 :پیچشی سختی -3
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 روش این در استفاده مورد سختی های انواع
.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف

 :پیچشی سختی -3
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 .می باشد ردهگست بار دیمانسیون دارای که است         از ضریبی خمشی سختی مانند انتقالی فنرهای سختی

   .می باشد لنگر دیمانسیون دارای که است         یا       از ضریبی پیچشی سختی مانند پیچشی فنرهای سختی
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 قاب در گیردار تکیه گاه با ستون یک جانبی سختی :گیردار تکیه گاه با ستون

   .می شود محاسبه زیر صورت به برشی مدل با

ا مدل قاب برشی ب
 تکیه گاه گیردار
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.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف
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 زیر صورت به گیردار تکیه گاه های با برشی قاب مدل با SDOF سیستم یک در طبقه جانبی سختی

 می شود محاسبه
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.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف
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 قاب در مفصلی اهتکیه گ با ستون یک جانبی سختی :مفصلی تکیه گاه با ستون

   .می شود محاسبه زیر صورت به برشی مدل با
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.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف
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 زیر صورت به مفصلی تکیه گاه های با برشی قاب مدل با SDOF سیستم یک در طبقه جانبی سختی

 می شود محاسبه


==









==

n

i i

ii
n

i
i

IEkk
1

3
1

3


2k1k 3k nk

.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف
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 محاسبه را O گره قائم مکان تغییر شده داده نشان خرپای در :1-مثال

   .نمایید

.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف
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 :1-مثال پاسخ 
.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف
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   است؟ چقدر صلب سقف افقی مکان تغییر زیر قاب در :2-مثال
.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف
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.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف
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 :2-مثال پاسخ 
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   است؟ چقدر C گره افقی مکان تغییر زیر قاب در :3-مثال
.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف
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.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف
 :3-مثال پاسخ 
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   است؟ چقدر فنر نیروی و  B قائم مکان تغییر زیر سازه در :4-مثال
.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف
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.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف
 :4-مثال پاسخ 
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.IIنرمحاسبه سختی با استفاده از تکنیک مدل سازی با ف
 :4-مثال پاسخ 
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 کی حرکت معادله آوردن دست به برای کلی حالت در

 رسم را m جرم آزاد جسم دیاگرام دینامیکی سیستم

 .باشد تعادل حالت در باید که کرده

.III معادلات حرکت یک سیستمSDOF
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 )Dynamic Equation of Motion(معادلات دینامیک حرکت 

 )هسختی جانبی طبق(



)()()()( tptftftf SDI =++

SDOF: Free Vibration

28

)()()()( tptxktxctxm =++ 

 )Dynamic Equation of Motion(معادلات دینامیک حرکت 

)(tf I: یاینرس نیروی 
)(tfD: میرایی از ناشی نیروی 
)(tfS: سختی از ناشی نیروی 

.III معادلات حرکت یک سیستمSDOF

ijk: i و j آزادی درجه در لازم نیروی مقدار با است برابر که سختی ماتریس المان امُین i جهت 

 از می توان ترتیب به جابجایی و نیرو جای به .است j آزادی درجه در واحد تغییرشکل ایجاد

  .کرد استفاده دوران و ممان



 به و شده خارج سکون حالت از )اولیه سرعت و جابجایی( اولیه شرایط اثر تحت سازه آزاد، ارتعاش در

 استفاده نیوتن دوم قانون از کار این برای .است زمان از لحظه هر در جابجایی یافتن هدف .می آید در ارتعاش

   :می نویسیم و کرده
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 :میرایی وجود بدون -الف
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

m
)(tx

k
 )سختی جانبی طبقه(

)1(0)()(0 =+= txktxmF 

tx)( .کرد حل را (1) دیفرانسیل معادله باید         محاسبه برای
m

k

)(tx

xm 

xk

xm 

xk
or

or





=
=

=
0

0

)0(
)0(

,0@
xx
xx

t


 شرایط اولیه

0)()( =+ tktIor m θθ θ

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 لیک حالت در .است ثابت ضرایب با همگن دوم مرتبه خطی دیفرانسیل معادله یک )1( رابطه

   :می باشد زیر صورت به ثابت ضرایب با همگن دوم مرتبه خطی معادلات شکل

 .می دهیم تشکیل را )مفسر( مشخصه معادله ابتدا معادله این حل برای

 .تدبیاف اتفاق است ممکن حالت سه می باشد حقیقی ضرایب با دوم درجه معادله یک مشخصه معادله چون

ba 42 −=Δ

tztz BeAexzzI 21
21 ,0. +=>Δ

tzetBAxzzzII )(0. 21 +====Δ  مضاعف ریشه
)sincos(0. 2221

1 tGBtGAexGiGzIII tG +=+=<Δ

0=++ xbxax 

02 =++ bzaz

.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF
 :میرایی وجود بدون -الف
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 :میرایی وجود بدون -الف

 داشت خواهیم مشخصه معادله تشکیل با
00:)1( =+=+ x

m
kxxkxm 

 گرفت نتیجه می توان (1) رابطه از

m
kiz

m
kz

m
kz

m
kz =−=−==+ 22 0

)2()(sin)(cos
0

2

1

21 tBtAx

m
kG

G

m
kiGiGz ωω

ω
+=









==

=
=+=

   .باشد برقرار آن در اولیه شرایط باید (2) معادله در B و A ثابت های آوردن دست به برای

.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF
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 :میرایی وجود بدون -الف
 گرفت نتیجه می توان (I) رابطه از

000 )0(sin)0(cos)0(0@ xABAxxxt =+===





=
=

=
0

0

)0(
)0(

,0@
xx
xx

t


 اولیه جابجایی

 اولیه سرعت

)(sin)(cos:)2( tBtAx ωω +=

)(cos)(sin)2( tBtAx
dt
dx ωωωω +−== 

ω
ωω 0

00 )0(cos)0(sin)0(0@ xBBAxxxt
 =+−===

 )(sin)(cos 0
0 txtxx ω

ω
ω 

+=
معادله ارتعاش آزاد یک سیستم 

SDOF بدون میرایی 
 یگرید پارامترهای می توان سادگی به سازه، یک در جابه جایی داشتن دست در با

 .آورد دست به را ... و تنش مانند

.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

)3(
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 :میرایی وجود بدون -الف

sec)/(rad
m
k=ω  )ه ایدایر یا دورانی( زاویه ای فرکانس یا طبیعی فرکانس

(sec)221
k
m

f
T π

ω
π ===  )کامل برگشت و رفت یک زمان( تناوب یا پریود

)/(Hzsec واحد با ثانیه 1 زمان در تناوب دوره های تعداد یا فرکانس
2π
ω=f  دور

)(tx

t

0x
ω
π2=T

0x

)(sin)(cos 0
0 txtxx ω

ω
ω 

+=

.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF
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 :میرایی وجود بدون -الف

↓↓↑

=

ω

π

kT
k
mT 2  دارد عکس رابطه k سختی با T پریود

 نرم سازه

↓↑↑= Tk
m
k ωωω  سخت سازه دارد مستقیم رابطه k سختی با       فرکانس

.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF
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 :میرایی وجود بدون -الف

 خواهد طی را      زاویه ، t زمان از پس کند، دوران     زاویه ای سرعت با دایره ای روی بر مادی نقطه اگر

 .شد خواهد برگشتی و رفت حرکت همان ، x محور روی بر حرکت این تصویر .کرد
ωtω

 است دلیل نای به طبیعی واژه از استفاده .می باشد     طبیعی فرکانس عموما درس این در فرکانس از منظور

 به را یزیچ است سازه خود ذات( است سازه مشخصات به مربوط و بوده ذاتی چیز یک پریود و فرکانس که

  .)است طبیعی یا خالص سازه نکردیم اضافه سازه

ω

.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

)(tx

t

0x
ω
π2=T

0x

)(sin)(cos 0
0 txtxx ω

ω
ω 

+=

tω
)(tx



 به می توان را میرایی بدون SDOF سیستم یک آزاد ارتعاش معادله

     مقدار روبه رو شکل به توجه با .داد نشان نیز برداری صورت

 افقی محور روی بر          و      بردار دو تصویر است برابر

 .مختصات دستگاه
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 :میرایی وجود بدون -الف

)(cos)(sin)(cos 0
0 ttxtxx ωθρω

ω
ω −=+=



0x

ω
0x

ρtω

tω
θ

0x

x

ω
0x

cos)(cos)( می دانیم αα −= )(cos θωρ −= tx

2
02

0 )( 





+=

ω
ρ xx

 :دامنه جواب یا حداکثر جواب

)Amplitude( 















= −

0

0
1tan
x

x
ωθ


 زاویه اختلاف فاز: 

)Phase Angle( 

.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

)4(
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0x :میرایی وجود بدون -الف

ω
0x

ρtω

tω
θ

)(cos θωρ −= tx  به هک دارد را مزیت این مقابل فرمت به معادلات نوشتن

ρ .آورد دست به را     ارتعاش حداکثر می توان سادگی

.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

ρ
ω
θθω ====− max:@1)(cos xxttif

)(tx

t

0x

ω
π2=T

0x

tω
)(tx

θρ ρ

ωθ /
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   )شود نظر صرف تیر وزن از ( .نمایید تعیین را زیر سیستم دو فرکانس :5-مثال
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

pA
BEIl ,

sk

sk

m

)(a

sk

p

A
BEIl ,

m

)(b
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 :5-مثال پاسخ 
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

pA
BEIl ,

sk

sk

m

)(a

3

33 32
32



m

EIk
m

EIk

m
k s

s +=
+

== ωω
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 :5-مثال پاسخ 
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

EIk
kEIk

EIkk s

s

s 3
3

/3
111

33 +
=+=



mEIk
kEI

m
EIk
kEI

m
k

s

ss

s

)3(
33

3

3

3

+
=

+==


 ωω

sk

p

A
BEIl ,

m

)(b
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 جرم و ودش نظر صرف میله وزن از که صورتی در .می آید در ارتعاش به اولیه شرایط تحت دیسکی :6-مثال

 .نمایید تعیین را سیستم فرکانس و آزاد ارتعاش معادله باشد؛ m دیسک

.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

G: برشی الاستیسیته مدول 

R

02r


o



SDOF: Free Vibration

42

 :6-مثال پاسخ 
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

00
22

100
4
02

4
02 =+=+=+= θπθθπθθ





 rGmRrGmRMIM Tmo

mI: جرمی اینرسی ممان 

θπθ

π

θ
 2

2 4
0

4
0

rGM

rG
GJM TT =










==

2

2
1 mRII xm ==

2

4
0rJ π=: آن کزمر به نسبت میله قطبی اینرسی ممان 

θ

y

θmI

TMشپیچ از ناشی مقاوم لنگر 

 یحرکت اینرسی لنگر

R
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 :6-مثال پاسخ 
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

0
4
02 =+ θπθ


 rGmR

θ

y

θmI

TMشپیچ از ناشی مقاوم لنگر 

 حرکتی اینرسی لنگر




m
G

R
r

mR
rG

m
k πωπω

2
0

2

4
0 / ===
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 ارتعاش حرکت دارای                 سختی و           جرم به میرایی بدون SDOF سیستم یک :7-مثال

 حرکت همعادل باشد؛              و        ترتیب به اولیه سرعت و اولیه جابجایی که آن فرض با .است آزاد

   .دآوری دست به را فاز اختلاف زاویه و جابجایی حداکثر همچنین .کنید تعیین را SDOF سیستم این

.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

ton10mkN /250

cm1scm /20

)(10 tonm =

)/(20
)(1

0

0

scmx
cmx

=
=



)/(250 mkNk =
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 :7-مثال پاسخ 
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

)(10 tonm =

)/(20
)(1

0

0

scmx
cmx

=
=



)/(250 mkNk =

)5(sin04.0)5(cos01.0)5(sin
5
1020)5(cos)101(

)(sin)(cos

2
2

0
0

ttxttx

txtxx

+=
×+×=

+=

−
−

ω
ω

ω 
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 :7-مثال پاسخ 
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

)(1023.41
5
1020)101()( 3

22
22

2
02

0 mxx −
−

− ×=






 ×+×=





+= ρ

ω
ρ 

)(33.196.75
01.0
5/2.0tan/tan 1

0

01 rad
x
x o ==






=








= −− θθωθ 

)33.15(cos1023.41)(cos 3 −×=−= − txtx θωρ

(sec)27.0
5
33.1

maxmax
=== xx tt

ω
θ )(1023.41 3

max mx −×== ρ
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 :7-مثال پاسخ 
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05
)(1023.41 3 m−×=ρ

(sec)26.1=T
(sec)27.0

max
=xt

 بدون میرایی SDOFپاسخ ارتعاش آزاد سیستم 

)(mx

(sec)t
2.0

01.0
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 :7-مثال پاسخ 
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

clc
clf
clear
format short g

m=10*1e3;
k=250*1e3;
x0=0.01;
v0=0.2;
T=5;

omega=sqrt(k/m);
t=0:0.01:T;
for i=1:length(t)

x(i)=(x0*cos(omega*t(i)))+(v0/omega)*sin(omega*t(i));
end

R=sqrt((x0^2)+((v0/omega)^2))
Teta=atan(v0/omega/x0)

plot(t,x,'LineWidth',2)
hold on
plot([0 5],[0.04123 0.04123],'--r','LineWidth',2)
hold on
plot([0.266 0.266],[-0.04123 0.04123],'--r','LineWidth',2)
hold off
xlabel('t [sec]','FontSize',12)
ylabel('x [m]','FontSize',12)
grid

Matlab Code (M01.m) 



 اگرمیر یک سازه خود ذاتی میرایی گرفتن نظر در برای

 .می شود اضافه سازه به کلاسیک میرایی با مجازی

SDOF: Free Vibration

49

 :میرایی وجود با -ب
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

)5(0)()()(0 =++= txktxctxmF 

tx)( .کرد حل را (5) دیفرانسیل معادله باید         محاسبه برای

or





=
=

=
0

0

)0(
)0(

,0@
xx
xx

t


 شرایط اولیه

m
)(tx

k

c

m

)(tx

c

k

xm 

xk

xm 

xk

or

xc 

xc 
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 :میرایی وجود با -ب

02

00:)5(

2 =++

=++=++

xxx

x
m
kx

m
cxxkxcxm

ωξω 


 گرفت نتیجه می توان (5) رابطه از

.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

ωmccr 2=  رانیبح میرایی حالت نظیر میرایی ثابت

 میرایی ضریب یا میرایی نسبت
ω

ξ
m
c

c
c

cr 2
==

 آن در که

 داشت خواهیم مشخصه معادله تشکیل با

)1(2
)2()1(4))(1(4)2(02 2,1

222222 Δ±−=−=Δ−=Δ=++ ξωξωωξωωξω zzz

1
2

)1(42 2
2,1

22

2,1 −±−=
−±−

= ξωξωξωξω
zz )6(

1z2zξ   .دهد رخ است ممکن حالت سه      میرایی نسبت مقدار به توجه با )6( رابطه در     و     جواب های برای
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 :          اول حالت -میرایی وجود با -ب
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

1=ξ

Critical ( حدی یا بحرانی میرایی آن به که          یعنی باشد صفر رادیکال زیر Damping ( زیرا می گویند: 

12
2,1 −±−= ξωξωz )6(

1=ξ

0
)0(

00 ))0(()0(0@ xAeBAxxxt =+=== −ω

00
)0()0(

00 ))0(()0(0@ xxBeBABexxxt  +=+−=== −− ωω ωω

 داشت خواهیم )7( رابطه در B و A مقادیر جایگذاری با
tetxtxx ωω −++= ])1([ 00  )8(

tetBAxzzz ωωξωξωξ −+=−==−±−== )(11 2,1
2

2,1

)6(
0

)7(
1

cr
cr

cmc
m
c

c
c ===== ω

ω
ξ 21

2
 .است بحرانی میرایی همان

   .باشد برقرار آن در اولیه شرایط باید (7) معادله در B و A ثابت های آوردن دست به برای

 با میرایی بحرانی SDOFمعادله ارتعاش آزاد یک سیستم 
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 :          اول حالت -میرایی وجود با -ب
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

1=ξ

           

)0(x

)0(x

)(tx

t

 پاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم دارای میرایی بحرانی

tetxtxx ωω −++= ])1([ 00 

0)0( >x

0)0( =x

0)0( <x

Real (experimental) system 

ξ=1              نمی باشد واقعی حالت برای خوبی نماینده            بحرانی میرایی حالت که گرفت نتیجه می توان نمودار به توجه با
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 :          اول حالت -میرایی وجود با -ب
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

1=ξ

           

)0(x

)0(x

)(tx

t

 پاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم دارای میرایی بحرانی

tetxtxx ωω −++= ])1([ 00 

0)0( >x

0)0( =x

0)0( <x

Real (experimental) system 

 پاسخ است پیدا نمودار از که همان طور

 رانیبح میرایی با سیستم یک آزاد ارتعاش

 فرص تغییرمکان محور حول نوسانی هیچ گونه

 که معادله نمایی قسمت دلیل به و .ندارد

 ریعس خیلی پاسخ است      منفی توان دارای

 .می کند میل صفر سمت به

te ω−

 به یستمس آزاد ارتعاش پاسخ در نوسانی هیچ آن، ازای به که است میرایی مقدار کمترین بحرانی، میرایی
 ذفح برای لازم میرایی مقدار کمترین از، است عبارت بحرانی میرایی دیگر عبارت به .نمی آید وجود

 .سازه آزاد ارتعاش پاسخ در نوسان ها



SDOF: Free Vibration

54

 :          دوم حالت -میرایی وجود با -ب
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

1>ξ

Over ( زیاد میرایی یا بحرانی فوق میرایی را آن باشد بحرانی حالت از بزرگتر میرایی اگر damped( می گویند

 :است         حالت این در

12
2,1 −±−= ξωξωz )6(

 داشت خواهیم )9( رابطه در آن ها جایگذاری با و B و A مقادیر آوردن دست به و اولیه شرایط اعمال با

tt BeAexz )1()1(2
2,1

)6( 22

11 −−−−+− +=−±−=> ξωξωξωξωξωξωξ

1>ξ

)9()( )1()1( 22 ttt BeAeex −−−− += ξωξωξω

)10(











−

−
++−= − )1(sinh
1

)1(cosh 2

2
002

0 ξω
ξω

ξωξωξω txxtxex t  معادله ارتعاش آزاد یک سیستم 
SDOF با میرایی فوق بحرانی 
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 :          دوم حالت -میرایی وجود با -ب
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

1>ξ

ξ<1       نمی باشد اقعیو حالت برای خوبی نماینده            بحرانی فوق میرایی حالت که گرفت نتیجه می توان نمودار به توجه با

)0(x

)0(x

)(tx

t

 دارای میرایی فوق بحرانی SDOFپاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم 

0)0( >x

0)0( =x

0)0( <x

Real (experimental) system 












−

−
++−= − )1(sinh
1

)1(cosh 2

2
002

0 ξω
ξω

ξωξωξω txxtxex t 
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 :          دوم حالت -میرایی وجود با -ب
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

1>ξ

            دارای میرایی بحرانی و فوق بحرانی SDOFمقایسه پاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)0(x

)(tx

t

1>ξ

1=ξ

Real (experimental) system 

 است؛ بحرانی میرایی اب سیستم یک حرکت شبیه بلکه نبوده نوسانی صورت به بحرانی، فوق میرایی با سیستم یک پاسخ

 است ذکر به لازم .ددمی گر بر سکون حالت به کمتری سرعت با سیستم میرایی، نسبت افزایش علت به که تفاوت این با

 .نمی باشد متداول عمران مهندسی سازه های در بحرانی فوق شونده میرا سیستم های که
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 :          سوم حالت -میرایی وجود با -ب
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

1<ξ12
2,1 −±−= ξωξωz )6(

Under ( بحرانی زیر  میرایی آن به که          یعنی باشد منفی رادیکال زیر Damping ( 1 :می گویند کم میرایی یا<ξ

 آن در که
)11()]sin()cos([)sincos( 22

1 tBtAextGBtGAex DD
ttG ωωξω +=+= −

2
2,1

2
2,1

)6(
2 1)1)(1(11 ξωξωξωξωξξ −±−=−−±−=<< izz

1G 2G

 دایره ای یطبیع فرکانس یا کم میرایی حالت نظیر فرکانس :

Damped( شونده میرا Natural Circular Frequency( می نامند. 
Dω

21 ξωω −=D

D
DT ω

π2=  یا )دینامیکی تناوب زمان( کم میرایی حالت نظیر پریود :

Damped( شده میرا پریود Period( 
DT
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 :          سوم حالت -میرایی وجود با -ب
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

1<ξ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 









=








D

D

T
T

ω
ω

ξ

1

12.00

12
2

=+





 ξ

ω
ωD

        رابطه بین نسبت        و
ω

ωDξ

 در که میرایی نسبت های به توجه با

 روبه رو آن با عادی سازه ای سیستم های

 عیطبی فرکانس مقدار ،               هستیم

 ارنمود به توجه با       شونده میرا دایره ای

 فرکانس با کمی اختلاف شده داده نشان

    .دارد       نامیرا دایره ای طبیعی

%)20( <ξ

)( Dω

)(ω

Range of damping for 
most of structures 

TT
if

D

D

≅
≅

<
ωω

ξ %20
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 :          سوم حالت -میرایی وجود با -ب
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

1<ξ

RECOMMENDED DAMPING VALUES

Stress Level Type and Condition of Structure Critical
Damping (%)

Working stress, no 
more than about

yield point

Vital piping 1 to 2

Welded steel, prestressed concrete, well reinforced concrete (only slight
cracking) 2 to 3

Reinforced concrete with considerable cracking 3 to 5

Bolted and / or riveted steel, wood structures with nailed or bolted joints 5 to 7

At or just below 
yield point

Vital piping 2 to 3

Welded steel, prestressed concrete (without complete loss in prestress) 5 to 7

Prestressed concrete with no prestress left 7 to 10

Reinforced concrete 7 to 10

Bolted and / or riveted steel, wood structures, with bolted joints 10 to 15

Wood structures with nailed joints 15 to 20
N. M. Newmark and W. J. Hall, Earthquake Spectra and Design, Earthquake Engineering Research 

Institute, Berkeley, California, 1982 
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 :          سوم حالت -میرایی وجود با -ب
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

1<ξ)11()]sin()cos([ tBtAex DD
t ωωξω += −

00)0(0@ xAxxt ===

D
D

xxBBAxxxt
ω

ωξωωξ 00
00)0(0@ +=+−===



 داشت خواهیم )11( رابطه در B و A مقادیر جایگذاری با









++= − )()( 0

00 tCosxtSinxxex DD
D

t ωω
ω

ωξωξ  )12(

   .باشد برقرار آن در اولیه شرایط باید (11) معادله در B و A ثابت های آوردن دست به برای

معادله ارتعاش آزاد یک سیستم 
SDOF با میرایی زیر بحرانی 



 

 با ضریب های میرایی زیر بحرانی متفاوت SDOFمقایسه پاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم 
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 :          سوم حالت -میرایی وجود با -ب
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

1<ξ

ξ>1         می باشد اقعیو حالت برای خوبی نماینده            بحرانی زیر میرایی حالت که گرفت نتیجه می توان نمودار به توجه با

)0(x

)0(x

)(tx

t









++= − )()( 0

00 tCosxtSinxxex DD
D

t ωω
ω

ωξωξ 

%2=ξ
%5=ξ

%10=ξ

%20=ξ
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 :          سوم حالت -میرایی وجود با -ب
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

1<ξ

 می توان را بحرانی زیر میرایی با SDOF سیستم یک آزاد ارتعاش معادله

   .داد نشان نیز برداری صورت به میرایی بدون حالت با مشابه

)(cos θωρ ωξ −= − tex D
t )13(

2

002
0 )( 







 ++=
D

xxx
ω

ωξρ : جواب دامنه 








 += −

Dx
xx
ω

ωξθ
0

001tan
: فاز اختلاف زاویه 

te ωξ−: پوش کاهش 
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 :          سوم حالت -میرایی وجود با -ب
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

1<ξ

)(cos θωρ ωξ −= − tex D
t )13(

 به هک دارد را مزیت این مقابل فرمت به معادلات نوشتن

 .آورد دست به را ارتعاش حداکثر می توان سادگی

 بار رایب سرعت که می افتد اتفاق زمانی ماکزیمم ارتعاش

 :نتیجه در شود صفر اول

0)(sin)(cos0:@
)14(

max =−+−= θωωθωωξ ttxx DDD

)](sin)(cos[)13( θωωθωωξρ ωξ −+−−= − ttex DDD
t )14(















−
−= −

2

1

1
tan1

max ξ
ξ

ωω
θ

xt )15(
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 :          سوم حالت -میرایی وجود با -ب
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

1<ξ

 دارای میرایی زیر بحرانی SDOFپاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم 








++= − )()( 0

00 tCosxtSinxxex DD
D

t ωω
ω

ωξωξ 

)0(x

)(tx

t

)(tx

te ωξρ −

)0(x

ρ

te ωξρ −

θ

tDω D
DT ω

π2=

D
DT ω

π2=

)(cos θωρ ωξ −= − tex D
t

maxxt

maxx
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 :          سوم حالت -میرایی وجود با -ب
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

1<ξ)(tx

t

te ωξρ −

)0(x

)0(x Undamped structure 

Damped structure 

0=ξ

%30=ξ

T
DT

TTDD ><↑ ωωξ

 .ی شودم کوچکتر تناوب هر در ارتعاش دامنه میرا ارتعاش در اما .است ثابت ارتعاش دامنه نامیرا ارتعاش در

 امیرامقایسه پاسخ ارتعاش آزاد سیستم میرا شونده و ن
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 دارای             میرایی ضریب و                 سختی ،           جرم به  SDOF سیستم یک :8-مثال

 اشد؛ب               و       ترتیب به اولیه سرعت و اولیه جابجایی که آن فرض با .است آزاد ارتعاش حرکت

 دست هب را فاز اختلاف زاویه و جابجایی حداکثر همچنین .کنید تعیین را SDOF سیستم این حرکت معادله

   .آورید

.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

ton10mkN /250

cm1scm /20

%20=ξ

)(10 tonm =

)/(20
)(1

0

0

scmx
cmx

=
=



)/(250 mkNk =

%20=ξ
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 :8-مثال پاسخ 
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

)/(5
)(1010
)/(10250

3

3

srad
kg
mN

m
k =

×
×== ωω

(sec)282.1
9.4
22 === D

D
D TT π

ω
π

ωωξωω ≈=−=−= )/(9.4)20.0(151 22 sradDD  %20 میرایی ضریب با حتی









++= − )()( 0

00 tCosxtSinxxex DD
D

t ωω
ω

ωξωξ 





 ++= − )9.4(01.0)9.4(

9.4
)5()2.0()01.0(2.0)5()2.0( tCostSinex t

[ ])9.4(01.0)9.4(043.0 tCostSinex t += −

)(10 tonm =

)/(20
)(1

0

0

scmx
cmx

=
=



)/(250 mkNk =

%20=ξ
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 :8-مثال پاسخ 
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

mxxx
D

044.0
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

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ωξρ 
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 :8-مثال پاسخ 
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

)(mx

(sec)t01.0

2.0

te−044.0

282.1=DT

228.0

034.0max =x

ξ=20% دارای ضریب میرایی SDOFپاسخ ارتعاش آزاد سیستم 
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 :8-مثال پاسخ 
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

clc
clf
clear
format short g
m=10*1e3;
k=250*1e3;
x0=0.01;
v0=0.2;
xi=0.2;
omega=sqrt(k/m);
T=4;
t=0:0.01:T;
omegaD=omega*sqrt(1-xi^2);
TD=2*pi/omegaD
ro=sqrt(((x0)^2)+(((v0+xi*omega*x0)/omegaD)^2));
teta=atan((v0+xi*omega*x0)/(x0*omegaD));
for i=1:length(t)

x1(i)=(exp(-xi*omega*t(i)))*((x0*cos(omegaD*t(i)))+((v0+xi*omega*x0)/omegaD)*sin(omegaD*t(i)));
x2(i)=ro*exp(-xi*omega*t(i));
x3(i)=-ro*exp(-xi*omega*t(i));

end

Matlab Code (M09.m) 
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 :8-مثال پاسخ 
.IV ارتعاش آزاد)Free Vibration ( سیستم یکSDOF

t0=(teta/omega)-(1/omega)*atan(xi*omega/omegaD)
xt0=ro*exp(-t0)*cos(omegaD*t0-teta)
plot(t,x1,'b','LineWidth',3)
hold on
plot(t,x2,'--r','LineWidth',3)
hold on
plot(t,x3,'--r','LineWidth',3)
hold on
plot([t0 t0],[0 xt0],'--r','LineWidth',2)
hold on
plot([0 2*t0],[xt0 xt0],'--r','LineWidth',2)
hold on
plot([0.5945 0.5945],[0 -0.04],'--r','LineWidth',2)
hold on
plot([1.8771 1.8771],[0 -0.04],'--r','LineWidth',2)
hold off
grid

Matlab Code (M09.m) 
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.Vروش های تعیین نسبت میرایی
 طور به .اشدمی ب مشکل آن تعیین و است پیچیده بسیار عادی سازه ای سیستم های در واقعی میرایی مشخصات

 یان گرب که .می کنند بیان    معادل ویسکوز میرایی نسبت های  برحسب را واقعی سازه های میرایی متداول

 .است آزاد ارتعاش شرایط نظیر میرایی شدت

ξ

ξ

 :کرد تعیین را میرایی نسبت می توان روش دو به آزمایشگاه در معمولا

 لگاریتمی کاهش روش1)
 دامنه نیم روش2)

   .می باشد بحرانی زیر میرایی با SDOF سیستم آزاد ارتعاش رابطه براساس روش دو هر

)(cos θωρ ωξ −= − tex D
t
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.Vروش های تعیین نسبت میراییξ
 لگاریتمی کاهش روش1)

 n که طوری به را اوج نقطه دو بحرانی زیر میرایی دارای SDOF سیستم آزاد ارتعاش جابجایی پاسخ نمودار در

 .می گیریم نظر در را باشند داشته فاصله هم از تناوب دوره

)16(

(13)

(13)

@ cos ( )

@ cos ( )

i

i n

t
i i D i

t
i n i n D i n

t x e t

t x e t

ξ ω

ξ ω

ρ ω θ

ρ ω θ+

−

−
+ + +

→ = −

→ = −

           

)(mx

(sec)t

ix

i nx +

it
i n i Dt t nT+ = +

 با میرایی زیر بحرانی SDOFدوره تناوب در پاسخ ارتعاش آزاد سیستم  nدو نقطه اوج به فاصله 
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.Vروش های تعیین نسبت میراییξ
 لگاریتمی کاهش روش1)

( ) ( ) 2(16) cos ( ( ) ) cos ( ( ) )i D i Dt nT t T
i n D i D i n D i

D

nx e t nT x e tξ ω ξ ω πρ ω θ ρ ω θ
ω

− + − +
+ + = + −  = + −

( ) ( )cos ( 2 ) cos ( )i D i Dt nT t nT
i n D i i n D ix e t n x e tξ ω ξ ωρ ω θ π ρ ω θ− + − +

+ + = − +  = − )17(

( ) ( )

cos ( )(16) & (17)
cos ( )

i i
D

i D i D

t t
nTi D i i

t nT t nT
i n D i i n

x e t xe e
x e t e x

ξ ω ξ ω
ξ ω

ξ ω ξ ω
ρ ω θ

ρ ω θ
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−
 = =  =

−
)18(

           

)(mx

(sec)t
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i nx +

it
i n i Dt t nT+ = +

 با میرایی زیر بحرانی SDOFدوره تناوب در پاسخ ارتعاش آزاد سیستم  nدو نقطه اوج به فاصله 
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.Vروش های تعیین نسبت میراییξ
 لگاریتمی کاهش روش1)
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2 10.2 1 1 ln 2 ln (20)

2
i i

i n i n

x xfor n
x n x

ξ ξ π ξ ξ
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   
≤  − ≈  =  =   

   

           

)(mx
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nix +
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i n i Dt t nT+ = +

 با میرایی زیر بحرانی SDOFدوره تناوب در پاسخ ارتعاش آزاد سیستم  nدو نقطه اوج به فاصله 
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.Vروش های تعیین نسبت میراییξ
 لگاریتمی کاهش روش1)

ξ

ln i

i n

x
x +

 
 
 

2

2ln
1

i

i n

x n
x

π ξ
ξ+

 
= 

− 

ln 2i

i n

x n
x

π ξ
+

 
= 

 

2.0
 %20تطابق خوب رابطه دقیق و تقریبی برای ضریب میرایی کمتر از 



SDOF: Free Vibration

77

.Vروش های تعیین نسبت میراییξ
 دامنه نیم روش1)

ξ>1.0%   .می باشد مناسب است )           (کم بسیار آن ها )میرایی( استهلاک مقدار که سیستم هایی در روش این

 :نوشت زیر صورت به را (20) رابطه می توان تیلور بسط از استفاده با

++++==
∞

= 62
1

!

32

0

xxx
i
xe

i

i
x

 :یادآوری

2 3(2 ) (2 )(20) 1 2
2 6

i

i n

x n nn
x

π ξ π ξπ ξ
+

 = + + + +

 محدود آن اول جمله دو به را فوق سری بسط می توان خوب تقریب با ،     میرایی ضریب کوچک مقادیر برای

 :نتیجه در .کرد
ξ

11 2 1 (21)
2

i i

i n i n

x xn
x n x

π ξ ξ
π+ +

 
 = +  = − 

 
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.Vروش های تعیین نسبت میراییξ

 :کرد بیان نیز شتاب برحسب می توان را (21) و (20) ،(19) روابط

1 1 (21)
2

i

i n

x
n x

ξ
π +

 
= − 

 

1 1 & (24)
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x t tT
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 
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ξ
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+

  −
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 



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 داده نشان SDOF سیستم آزاد ارتعاش شتاب پاسخ از اوج نقطه دو اندازه گیری به مربوط نتایج :9-مثال

 .نمایید تعیین را نظر مورد سیستم میرایی ضریب و تناوب زمان .است آمده زیر جدول در شده

.Vروش های تعیین نسبت میرایی

http://ucist.cive.wustl.edu/

1 1.110 0.915

11 3.844 0.076 

Peak Time, Peak,  (sec)it )(gui

ξ
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 :9-مثال پاسخ 
.Vروش های تعیین نسبت میرایی

1 1.110 0.915

11 3.844 0.076 

Peak Time, Peak,  (sec)it )(gui

3.844 1.110 0.273 (sec)
(11 1)

i n i
D D

t tT T
n

+ − −= =  =
−

1 1 0.915(23) ln ln 0.0396 3.96%
2 2(10) 0.076

i

i n

x g
n x g

ξ ξ
π π+

   
 = = =  =   

  




ξ
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.VIانرژی در ارتعاش آزاد
0x0x :با است برابر       اولیه سرعت و       اولیه مکان تغییر اعمال ازای به SDOF سیستم یک به ورودی انرژی

)25(
2
1

2
1 2

0
2
0 xmxkEInput +=

 در شده ایجاد شتاب از ناشی ،)    ( جنبشی انرژی شامل سیستم کل انرژی ارتعاش، از t دلخواه لحظه هر در

   :می باشد تغییرشکل یافته، سازه کرنشی انرژی از ناشی ،)      ( پتانسیل انرژی و جرم،
KE

SE

2
)(2

1)( tK xmtE =

2
)(2

1)( tS xktE =

)26(
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.VIانرژی در ارتعاش آزاد
 بدون SDOF سیستم )الف

 میرایی

 هر در سازه کل انرژی همواره میرایی بدون سیستم در

 است برابر سیستم به ورودی انرژی مقدار با لحظه

)(cos)(sin)(sin)(cos0 00)(
0

0)(

)3(
txtxxtxtxxif tt ωωωω

ω
ωξ 

+−=+==

)27()()( cteEtEtE InputSK ==+

 :می آید دست به صورت به میرایی بدون SDOF سیستم سرعت و جابجایی رابطه های جایگذاری با        و      مقادیر آن در که

)28()(sin)(cos
2
1)(,)(cos)(sin

2
1)(

2
0

0

2
0

0
2





 +=



 +−= txtxktEtxtxmtE SK ω

ω
ωω

ω
ωω 

 داریم میرایی بدون SDOF سیستم در

 اصل همان( است ورودی انرژی مساوی همواره و بوده زمان از مستقل کل، انرژی که است ملاحظه قابل
 .)ارتعاش حال در میرایی بدون سیستم در انرژی بقای

KESE
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.VIانرژی در ارتعاش آزاد
 میرایی با SDOF سیستم )الف

 ادهاستف با پتانسیل و جنبشی انرژی میرایی، دارای SDOF سیستم برای جابجایی و سرعت رابطه های به توجه با

 .می شود محاسبه زیر صورت به )26( رابطه از

 داریم میرایی با SDOF سیستم در
)](sin)(cos[)(cos)13( )()( θωωθωωξρθωρ ωξωξ −+−−=−= −− ttextex DDD

t
tD

t
t 

[ ] 222 )(sin)(cos
2
1)( θωωθωωξρ ωξ −+−= − ttemtE DDD

t
K

222 )](cos[
2
1)( θωρ ωξ −= − tektE D

t
S

)29(

 که گرفت نتیجه می توان )29( رابطه از

0)(
0)(

)29(
=∞
=∞

∞→
S

K

E
E

tif
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.VIانرژی در ارتعاش آزاد
 میرایی با SDOF سیستم )الف

   یافت خواهد کاهش زمان از تابعی صورت به کل انرژی میرایی، از ناشی انرژی استهلاک علت به
+= )()()( tEtEtE SK

)30([ ]( )2222 )](cos[)(sin)(cos
2
1)( θωθωωθωωξρ ωξ −+−+−= − tkttmetE DDDD

t

 :با است برابر t تا 0 زمانی فاصله در میرایی علت به انرژی کاهش مقدار
 ====
t

D

txx

DD dtxctEdtxxcdxxcdxtftE
0

2

000
)()()()( 

)31()](sin)(cos[)(
0

222 −+−= −t

DDD
t

D dtttectE θωωθωωξρ ωξ

 انرژی و شده ورودی انرژی مساوی شده مستهلک انرژی ،)31( رابطه در بینهایت سمت به t کردن میل با

 می گردد صفر باقیمانده
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.VIIاثر زلزله بر سازه ها
 .داشت هدخوا )مکان تغییر( جابجایی نیز سازه خود نیز این بر علاوه .می شود جابجا سازه زمین، جابجایی با

  :است سازه بودن ارتجاعی از ناشی جابجایی و زمین جابجایی از ترکیبی سازه کل جابجایی

 آن در که
)(tu: سازه کل جابجایی 

)32()()()( txtutu g +=

)(tug: زلزله اثر در زمین جابجایی 

)(tx: محلی جابجایی )Local Displacement( سازه شکل تغییر از ناشی 

 .ندارد کلش تغییر سازه زیرا بود خواهد زمین جابجایی فقط با برابر کل جابجایی باشد صلب سازه اگر

m
)(tu

k

c

)(tug

)(tx

gu

ux
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.VIIاثر زلزله بر سازه ها
 :می باشد زیر صورت به آزاد جسم دیاگرام برای حرکت معادله

=+++





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g

g

g




)33(0)]()([)]()([)(0 =−+−+= tutuktutuctumF gg

um 

)( guuk − )( guuc  −

)34()()()()( tumtxktxctxm g −=++  هزلزل اثر در سازه حرکت معادله

tum)( نزمی شتاب در جرم با است برابر سازه بر زلزله اثر )34( رابطه به توجه با g
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.VIIIاثر نیروی وزن در معادله ارتعاش
 به W وزن نیروی و       خارجی نیروی روبه رو سیستم در

 جابجایی مجموع از       کل جابجایی .می گردد اعمال m جرم

 به یرز صورت به        دینامیکی جابجایی و     استاتیکی

   :می  آید دست

k

)(tp

)(tx

sx
)(tx

c

m

)(tp

)(tx

)(tx sx

 آن در که
cte

k
Wxs ==

 :داشت خواهیم تعادل معادله نوشتن با

)35()()( sxtxtx +=

)36()()()()( tptxktxctxm =++ 
 اردو وزن نیروی آمده دست به رابطه به توجه با

 .نمی شود ارتعاش معادله


