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qمعادلات حركت در فضاي حالت
 در طبقه هر سرعت و جابجايي كه صورتي در شده داده نشان آزاد درجه n قاب در

 را مسيست جواب خاص نيروهاي و آن ها كمك با مي توان باشد؛ دسترس در لحظه هر

 براي پارامتر 2n حداقل تعداد مجموع در بنابراين .كرد تعيين ديگر لحظه اي هر در

 خارجي بار اثر تحت آزاد درجه n سازه حركت معادله .است لازم قاب حالات تعيين

:مي شود نوشته زير صورت به زمين تحريك و

1m

1k

2m

3m

2k

3k

1 ( )tp

2 ( )tp

1−nm
( )r tp

nm

1−nk

nk

( )tgu��

1c

2c

3c

1−nc

nc

1( )tx

2( )tx

3( )tx

1( )n tx −

( )n tx

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t tgu+ + = − + rmx cx kx mL B p�� � �� (1)

آن در كه

(2)

{ }
{ }

( ) 1( ) 2( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

1 1 1

T
r

t t t r t

T n

n n n
t

n n n n r
t

n n n
t tg

p p p

u

×

× ×

×

= ∈

= ∈

∈ ∈
∈ ∈ ∈
∈ ∈ ∈

r

p

L

m x

c x B

k x

L ،

L ،

، ،

�، ، ،

�� ��، ، ،

: rBيخارج نيروهاي قرارگيري موقعيت: rمسيست )خارجي نيروهاي( ورودي ها تعداد



EOM in state space form

3

qمعادلات حركت در فضاي حالت

:مي شود ساخته زير صورت به )3( معادله ماتريسي فرم
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

:زير صورت به q حالت بردار تعربف با
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

(9)( ) ( ) ( )t t t= +y Cq DU
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

.بنويسيد حالت فضاي در را شده داده نشان سازه حركت معادله -1 مثال

.مي باشد جابجايي سيستم خروجي -الف

.مي باشد سرعت سيستم خروجي -ب

.مي باشد شتاب سيستم خروجي -ج

1m

2m

3m

1( )tp

2( )tp

4 4,k c

( )tgu��

4m

3 3,k c

2 2,k c

1 1,k c

1( )ty

2( )ty



EOM in state space form

7

qمعادلات حركت در فضاي حالت

-1 مثال پاسخ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

-1 مثال پاسخ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

-1 مثال پاسخ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت
-1 مثال پاسخ



EOM in state space form

11

qمعادلات حركت در فضاي حالت

.مي باشد جابجايي سيستم خروجي -الف
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

.مي باشد سرعت سيستم خروجي -ب
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

.مي باشد شتاب سيستم خروجي -ج

-1 مثال پاسخ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

.مي باشد شتاب سيستم خروجي -ج

-1 مثال پاسخ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

.بنويسيد حالت فضاي در را شده داده نشان سازه حركت معادله -2 مثال

.مي باشد جابجايي سيستم خروجي -الف

.مي باشد سرعت سيستم خروجي -ب

.مي باشد شتاب سيستم خروجي -ج
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

-2 مثال پاسخ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

-2 مثال پاسخ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

-2 مثال پاسخ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

-2 مثال پاسخ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

.مي باشد جابجايي سيستم خروجي -الف
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

.مي باشد سرعت سيستم خروجي -ب

-2 مثال پاسخ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

.مي باشد شتاب سيستم خروجي -ج

-2 مثال پاسخ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

.مي باشد شتاب سيستم خروجي -ج

-2 مثال پاسخ

( ) ( ) ( )(9) t t tق = + yق Cq DU
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

(11)( ) ( )t t=q Aq�

:است زير صورت به             فرض با آزاد ارتعاش حالت در )7( معادله ( ) 0t =U

:مي نماييم بررسي اسكالر حالت در را )11( معادله ابتدا

(12)( ) ( )q qt tα=�

:نوشت زير جمله اي چند صورت به مي توان را )12( معادله جواب

(12.1)2 3
( ) 0 1 2 3q j
t jb b t b t b t b t= + + + + + +L L
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qمعادلات حركت در فضاي حالت
آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل
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qمعادلات حركت در فضاي حالت
آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:نوشت زير جمله اي چند صورت به را )12( معادله جواب مي توان )12.1( رابطه در )12.2( روابط جايگذاري با
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

te A
0t

t

  بردار به ار    زمان در حالت بردار ماتريس اين زيرا .مي ناميم حالت فضاي در      تبديل ماتريس را      پارامتر

:نوشت نيز زير صورت به مي توان را )14( رابطه بنابراين .مي كند تبديل   لحظه در حالت
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t
t e
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T
(16)

Transform( تبديل ماتريس محاسبه براي مختلفي روش هاي Matrix(              دارد وجود:  

دادن بسط -1

كردن قطري -2

لاپلاس تبديل -3

( )
t

t e= AT
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

حالت فضاي در حركت معادلات حل

:دادن بسط روش -1

Transform( تبديل ماتريس )15( رابطه كمك به Matrix( مي شود محاسبه زير صورت به  
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0

1
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∞

=

ق Tه= A (17)

.تاس گرفته قرار استفاده مورد كمتر بودن، طولاني و محاسبات بالاي حجم دليل به روش اين
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2

 در حركت معادلات مي توان باشد )پذير معكوس( متمايز ويژه مقادير داراي A سيستم ماتريس كه هنگامي
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det 0

i iλ

λ

=

− =

− =

A λ Ψ

A I Ψ 0

A I

(18)

Eigen( ويژه مقادير values( سيستم ماتريس )طمختل صورت به(

1

1 2 2

2

: n n

n

λ
λ

λ

×

é ù
ê ْ
ê ْ= ∈
ê ْ
ê ْ
ë û

λ ،
O

2 2: n n×∈Ψ Eigen( ويژه بردارهاي، vectors( سيستم ماتريس

 كه را حالت فضاي در حركت معادله مي توان زير رابطه كمك به            تعميم يافته حالت بردار معرفي با

:نمود جدا هم از مي باشند هم بسته

2
( )

n
t ∈z ،

(19)( ) ( )t t=q Ψz

EOM in state space form
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

حالت فضاي در حركت معادلات حل

:داشت خواهيم )7( رابطه در )19( رابطه جايگذاري با

(20)( ) ( ) ( )(19) (7) t t t→ ق = +Ψz AΨz BU�

Ψ−1در )20( رابطه طرفين پيش ضرب با

(21)
1

1 1
( ) ( ) ( )(20) t t t

−×
− ق− = +

Ψ

z Ψ AΨz Ψ BU�

زير پارامترهاي تعريف با

1 1,− −= = =A Ψ AΨ λ B Ψ B (22)

:نوشت زير صورت به مي توان را )21( رابطه

(23)
( ) ( ) ( )(22) (21) t t t→ ق = +z Az BU�

:كردن قطري روش -2
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

(24)
( ) ( ) ( )t t t= +y Cz DU

 دست به زير صورت به                 سيستم خروجي مي توان ،Z حالت بردار تعيين و )23( معادله حل با

  :مي آيد

( )
m

t ∈y ،

[ ] 2

( 1)
( 1)

m n
m n

m r
m r

×
×

× +
× +

= ∈

é ù= ∈ë û

sC c O Ψ

D O

،

،

جابجايي خروجي

[ ] 2

( 1)
( 1)

m n
m n

m r
m r

×
×

× +
× +

= ∈

é ù= ∈ë û

sC O c Ψ

D O

،

،

سرعت خروجي

1 1 2

1 ( 1)

m n

m r

− − ×

− × +

é ù= − − ∈ë û

é ù= − ∈ë û

s s

s s r

C c m k c m c Ψ

D c L c m B

،

،

شتاب خروجي

: m n×∈sc تمسيس )خروجي هاي( حسگرهاي قرارگيري موقعيت ماتريس،

:mسيستم )خروجي هاي( حسگرها تعداد

(26)

آن در كه

(25)=C CΨ

حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

:بنويسيد قطري صورت به را زير حركت معادلات -3 مثال

{ }

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 0

5 4 2

3 1

t t t

t t

−é ù ى ü
= + ي ‎ê ْ−ë û î ‏

=

q q u

y q

�

-3 مثال حل

1

2

1

3

λ
λ
ى=

ي = −î

1

1

0 1 0

0 0 3

λ
λ

é ù é ù
ق = =ê ْ ê ْ−ë ûë û

λ

حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

-3 مثال حل

( )
2

22

3
2 12 12

2 2

2 22 22

1
12 22 12

2

12 22 22

2 1 0 5 1 0
(18)

5 4 0 5 1 0

5 0 0.2

5 0 1

if

λ

ψ

λ ψ ψ
λ

λ ψ ψ

ψ ψ ψ
ψ ψ ψ

=−

=

− − −é ù ى ü ى üى ü é ù ى ü
ق − = ق = ق ي= ‎ ي ‎ ي ‎ ي ‎ê ْ ê ْ− − −î ‏ ë û î ë‏ û î ‏ î ‏

− ى= ى ü ى ü
ق ق = ي= ي ‎ ي ‎− = î î‏ î ‏

A I Ψ 0

Ψ

11

1

21

1

1

ψ
ψ
ى ü ى ü
= ي= ‎ ي ‎

î î‏ ‏
Ψ

حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2

EOM in state space form

34

qمعادلات حركت در فضاي حالت

-3 مثال حل

1.25 0.25 2 1 1 0.2 1 0

1.25 1.25 5 4 1 1 0 3

− −é ù é ù é ù é ù
= ق = =ê ْ ê ْ ê ْ ê ْ− − −ë û ë û ë û ë û

A λ

1.25 0.25 0 0.5

1.25 1.25 2 2.5

− −é ù ى ü ى ü
= ق ي= ‎ ي ‎ê ْ−ë û î ‏ î ‏

B

{ } { }1 0.2
3 1 4 1.6

1 1

é ù
= ق =ê ْ

ë û
C

{ }

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 0 0.5

0 3 2.5

4 1.6

t t t

t t

−é ù ى ü
= + ي ‎ê ْ−ë û î ‏

=

z z u

y z

�

Matlab Code (L01Example03.m)

حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2

:است زير صورت به آزاد ارتعاش حالت در يافته تعميم مختصات در حالات فضاي معادله )23( رابطه

(27)
( ) 0

( ) ( )(23)
t

t t

=

ق =
U

z Az�

:مي دهيم بسط را )27( رابطه

1( ) 1( ) 1( ) 1 1( )1

2( ) 2( ) 2( ) 2 2( )2

3( ) 3( ) 3( ) 3 3( )3

2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 2 ( )2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

t t t t

t t t t

t t t t

n t n t n t n n tn

z z z z

z z z z

z z z z

z z z z

λλ
λλ
λλ

λλ

ى= ü ى üé ù
ï ï ï ïê ْ =ï ï ï ïê ْï ï ï ïê ْ == يق ‎ ي ‎

ê ْï ï ï ï
ê ْï ï ï ï
ê ْ =ï ï ï ïë ûî ‏ î ‏

� �L

� �L

� �L

M M MM M M O M

� �L

(28)
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2

 زير صورت به نيز )28( معادلات پاسخ بود آمده )13( رابطه در آن پاسخ كه )12( رابطه با مشابه

:مي آيد دست به

1

2

3

2

1( ) 1 1( ) 1( ) 1(0)

2( ) 2 2( ) 2( ) 2(0)

3( ) 3 3( ) 3( ) 3(0)

2 ( ) 2 2 ( ) 2 ( ) 2 (0)

(28)

n

t
t t t

t
t t t

t
t t t

t
n t n n t n t n

z z z e z

z z z e z

z z z e z

z z z e z

λ

λ

λ

λ

λ
λ
λ

λ

= =
= =
ق= ق =

= =

�

�

�

M M

�

(29)
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2

 به )29( رابطه ماتريسي فرم

:است مقابل صورت

1

2

3

2

1( ) 1(0)

2( ) 2(0)

3( ) 3(0)

2 ( ) 2 (0)

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 n

t
t

t
t

t
t

t
n t n

z ze

z ze

z ze

z ze

λ

λ

λ

λ

ى ü ى üé ù
ï ï ï ïê ْ
ï ï ï ïê ْ
ï ï ï ïê ي=ْ ‎ ي ‎

ê ْï ï ï ï
ê ْï ï ï ï
ê ْï ï ï ïë ûî ‏ î ‏

L

L

L

M MM M M O M

L

(30)

:نوشت زير صورت به را )30( رابطه مي توان كه

(31)

1

2

3

2

( ) (0)

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 n

t
t

t

t

t t

t

e

e

e

e e

e

λ

λ

λ

λ

=

é ù
ê ْ
ê ْ
ê ْ=
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ë û

A

A

z z

L

L

L

M M M O M

L
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2

:مي گردد تعيين زير صورت به حالت بردار )19( رابطه در )31( رابطه جايگذاري با

:مي آيد دست به زير صورت به يافته تعميم مختصات در اوليه حالت بردار همچنين

( ) (0)(19) (31) t
t e→ ق = Aq Ψ z (32)

(33)1
(0) (0)(19) ق− =z Ψ q

:مي شود محاسبه زير صورت به حالت بردار )32( رابطه در )33( رابطه جايگذاري با

1
( ) (0)(33) (32) t
t e −→ ق = Aq Ψ Ψ q (34)

:نمود بهمحاس زير صورت به توان مي را تبديل ماتريس كه گرفت نتيجه مي توان )16( رابطه با )34( رابطه مقايسه با

1
( )

t t
t e e −= =A AT Ψ Ψ (35)
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2

:داد نشان زير صورت به را سيستم ويژه بردارهاي ماتريس مي توان

(36)[ ]

1,1 1,2 1,3 1,2

2,1 2,2 2,3 2,2

3,1 3,2 3,3 3,2 1 2 3 2

2 ,1 2 ,2 2 ,3 2 ,2

n

n

n n

n n n n n

ψ ψ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

é ù
ê ْ
ê ْ
ê ْ= =
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ë û

ψ ψ ψ ψ ψ

L

L

L L

M M M O M

L

:مشابه طور به

(37)[ ]

1,1 1,2 1,3 1,2

2,1 2,2 2,3 2,2

1
3,1 3,2 3,3 3,2 1 2 3 2

2 ,1 2 ,2 2 ,3 2 ,2

n

n

n n

n n n n n

ψ ψ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

−

é ù
ê ْ
ê ْ
ê ْ= = =
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ë û

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

L

L

L L

M M M O M

L
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2

  صورت به توان مي را )38( رابطه

:نوشت مقابل شده ساده

:داشت خواهيم )34( رابطه در )37( و )36( روابط جايگذاري با

(39)
2

( ) (0)
1

( 1 , 2 , 3 , , 2 )
n

T t T
i t i j j

j

q e q i n
=

= ه= Aψ ψ L

(38)[ ] [ ]

1( ) 1(0)

2( ) 2(0)

3( ) 3(0)1 2 3 2 1 2 3 2

2 ( ) 2 (0)

t

t

t
t n n

n t n

q q

q q

q qe

q q

ى ü ى ü
ï ï ï ï
ï ï ï ïï ï ï ï=ي ‎ ي ‎
ï ï ï ï
ï ï ï ï
ï ï ï ïî ‏ î ‏

Aψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψL L

M M

 )39( يا )34( رابطه در آمده دست به حالت بردار رو اين از است مختلط صورت به سيستم ماتريس ويژه مقادير كه آنجا از

.)است ناچيز بسيار ( است صفر با برابر تقريبا آن موهومي بخش كه كرد توجه بايد نكته اين به اما .است مختلط صورت به
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2

  قطري وشر به را مربوطه سيستم آزاد ارتعاش پاسخ .است آمده زير در سيستم يك حالت فضاي معادله -4 مثال

.نماييد محاسبه كردن

Matlab Code (L01Example04.m)

{ }( ) ( ) ( ) ( ) (0)

0 1 1
, 1 1 ,

0 2 2
t t t t

é ù ى ü
= = = ي ‎ê ْ−ë û î ‏

q q y q q�
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2

-4 مثال پاسخ

1

2

0

2

λ
λ
ى=

ي = −î

1

2

0 0 0

0 0 2

λ
λ

é ù é ù
ق = =ê ْ ê ْ−ë ûë û

λ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

-4 مثال پاسخ:كردن قطري روش -2

11

1

21

1

0

ψ
ψ
ى ü ى ü
= ي= ‎ ي ‎

î î‏ ‏
Ψ

EOM in state space form
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

-4 مثال پاسخ:كردن قطري روش -2

1 0.5 0 1 1 1 0 0

0 0.5 0 2 0 2 0 2

é ù é ù é ù é ù
= ق = =ê ْ ê ْ ê ْ ê ْ− − − −ë û ë û ë û ë û

A λ

2

1 0

0
t

t
e

e −
é ù

ق = ê ْ
ë û

A

2

( )2 2

1 1 1 0 1 0.5 1 0.5 0.5

0 2 0 0 0.5 0

t

tt t

e

e e

−

− −

é ù−é ù é ù é ù
= ق = ê ْê ْ ê ْ ê ْ− −ë û ë û ë û ë û

T

2 2

( )2 2

11 0.5 0.5 2

20 2

t t

tt t

e e

e e

− −

− −

é ù ى ü− ى− ü
= ق ي= ‎ ي ‎ê ْ

î ë‏ û î ‏
q

{ }
2

2
( )2

2
1 1 2

2

t
t

tt

e
e

e

−
−

−

ى ü−ï ï= ق = ي+ ‎
ï ïî ‏

y



0 1 2 3 4 5

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

3

time [sec]

y( )ty
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2

-4 مثال پاسخ

پاسخ ارتعاش آزاد سيستم مورد نظر

EOM in state space form
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2

  .يدآور دست به آن اوليه شرايط به توجه با را زير شكل در شده داده نشان سازه آزاد ارتعاش پاسخ -5 مثال

)/(18001 mkNk =

)(21 tonm =
)/(12002 mkNk =

)(5.12 tonm =

{ }0
0.01

( )
0.015

x m
ى ü
= ي ‎
î ‏

{ }0
0.02

( / )
0.04

x m s
ى ü
= ي ‎
î ‏

�

0.05ξ =
Matlab Code (L01Example05.m)
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2

-5 مثال پاسخ

3 6

3

(0)

2 0 3 1.2
10 ( ) , 10 ( / )

0 1.5 1.2 1.2

7.4294 1.8981
10 ( .sec/ )

1.8981 3.9113

(8)

0 0 1 0

0 0 0 1 1 0 0 0 0
, ,

1500 600 3.7147 0.94903 0 1 0 0 0

800 800 1.2654 2.6075

kg N m

N m

−é ù é ù
= × = ×ê ْ ê ْ−ë û ë û

−é ù
= ×ê ْ−ë û

ق

é ù
ê ْ

é ù ى üê ْ= = = ي ‎ê ْê ْ− − ë û î ‏
ê ْ− −ë û

=

m k

c

A C D

q

0.01

0.015

0.02

0.04

ى ü
ï ï
ï ï
ي ‎
ï ï
ï ïî ‏
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2

-5 مثال پاسخ

=A

é
ê
ê
êë

ù
ْ
ْ

ûْ

=Ψ
é
ê
ê
êë

ù
ْ
ْ

ûْ

=λ
é
ê
ê
êë

ù
ْ
ْ

ûْ

1− =Ψ

é
ê
ê
êë

ù
ْ
ْ

ûْ

(18) ق

(31) ق
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2

-5 مثال پاسخ
( 2.1944 43.834 ) ( 2.1944 43.834 )

1( ) 3

( 2.1944 43.834 ) ( 2.1944 43.834 )
2( )

(0.7286 0.0256 )e (0.7286 0.0256 )e
10

( 0.5175 0.0182 )e ( 0.5175 0.0182 )e

i t i t
t

i t i t
t

x i i

x i i

− − − +
−

− − − +

ى ü ى + + −
= ي× ‎ ي

− − + − +îî ‏

L

L

( 0.96668 19.309 ) ( 0.96668 19.309 )

( 0.96668 19.309 ) ( 0.96668 19.309 )

(4.2714 0.7563 )e (4.2714 0.7563 )e

(8.0175 1.4197 )e (8.0175 1.4197 )e

i t i t

i t i t

i i

i i

− − − +

− − − +

ü+ + + −
‎

+ + + − ‏

L

L

1( ) ( )tx m 2( ) ( )tx m

M M

 دست به پاسخ هاي مي شود مشاهده كه همان طور

 شبخ مقادير اما .مي باشند مختلط صورت به آمده

  صفر با ربراب تقريبا و ناچيز بسيار پاسخ ها موهومي

.است

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

-1

-0.5

0

0.5

1

d
is

[c
m

]

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

-1

-0.5

0

0.5

1

time [sec]

d
is

[c
m

]

2 ( )x cm

1 ( )x cm
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:كردن قطري روش -2

-5 مثال پاسخ

پاسخ ارتعاش آزاد سازه دو طبقه با ميرايي
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:لاپلاس تبديل روش -3

 به را است دهش نوشته حالت فضاي در آن حركت معادلات كه سيستمي جواب مي توان نيز لاپلاس تبديل روش با

:آورد دست

:ي گرددم محاسبه زير صورت به كه است        تابع لاپلاس تبديل                      :تعريف ( ) ( )( )s tF L f=( )tf

(40)( ) ( ) ( )0
( ) st

s t tF L f e f dt
∞ −= = ٍ

:تاس آمده زير جدول در مهم توابع برخي لاپلاس تبديل

(41)
1( ) 2( ) 1( ) 2( )

1
1( ) 2( ) 1( ) 2( )

[ ]

[ ]
t t s s

s s t t

L f bf F bF

L F bF f b f

α α
α α−

+ = +
+ = +

است خطي خاصيت داراي                        لاپلاس تبديل معكوس و لاپلاس تبديل 1
( ) ( )( )t sf L F−=
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:لاپلاس تبديل روش -3

( 0)s
s

α >α

ntα
1

!
( 0) ,

n

n
s n

s

α
+ > = صحيح عدد

( )s
s

β α
α

>
−

teαβ

2 2
( 0)s

s

βα
α

>
+

sin( )tβ α

2 2
( 0)

s
s

s

β
α

>
+

cos( )tβ α

نيزما فضاي در       تابع ( )tf ( )sF s ايفض در لاپلاس تبديل       تابع
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:لاپلاس تبديل روش -3

( ) (0)ssF f−

( )tf
�� 2

( ) (0) (0)ss F sf f− − �

( )

1
sF

s( )0

t

f dτ τٍ

( )sF α−( )
t

te fα

( )
( )

n
sF( )

n
tt f−

نيزما فضاي در       تابع ( )tf ( )sF s ايفض در لاپلاس تبديل       تابع

( )tf
�
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:لاپلاس تبديل روش -3

:مي گردد محاسبه زير صورت به )11( رابطه در آزاد ارتعاش -حالت فضاي معادله لاپلاس تبديل

(42)
( ) ( ) ( ) ( )(11) : ( ) ( )

L

t t t tL L= ق =q Aq q Aq� �

:داشت خواهيم )42( رابطه حل با

(43)( ) (0) ( ) ( ) (0)(42) ( )s s ss sق − = ق − =Q q AQ I A Q q

:كنيم ضرب                در را )43( رابطه طرفين چنانچه 1( )s −−I A

(44)
1( )

1
( ) (0)(43) ( )

s

s s
−× −

ق− = −
I A

Q I A q

:مي آيد دست به       حالت بردار بگيريم لاپلاس تبديل معكوس )44( رابطه طرفين از اگر ( )tq

(45)
1

1 1
( ) (0)(44) ( )

L

t L s
−×

− −é ùق = −ë ûq I A q
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

:لاپلاس تبديل روش -3

:مي گردد تعريف زير صورت به تبديل تابع آن در كه نوشت ديگري صورت به مي توان را )45( رابطه

(46)
( ) ( ) (0)

1 1
( ) ( )

t t

t L s− −

=

é ù= −ë û

q T q

T I A

  اين براي .مودن محاسبه را انتقال ماتريس ابتدا است لازم ،      حالت، فضاي در جواب كردن پيدا براي بنابراين

.شود تهگرف لاپلاس تبديل معكوس آن عناصر تمامي از سپس و كرده تعيين اول را               بايد منظور

( )tq

1( )s −−I A

1 1
( ) ( ) t
t L s e− −é ù= − =ë û

AT I A (47)

:كه داد نشان مي توان )16( رابطه به توجه با
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

: لاپلاس تبديل روش -2

 تبديل وشر به را مربوطه سيستم آزاد ارتعاش پاسخ .است آمده زير در سيستم يك حالت فضاي معادله -6 مثال

.نماييد محاسبه لاپلاس

Matlab Code (L01Example06.m)

{ }( ) ( ) ( ) ( ) (0)

0 1 1
, 1 1 ,

0 2 2
t t t t

é ù ى ü
= = = ي ‎ê ْ−ë û î ‏

q q y q q�
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

: لاپلاس تبديل روش -2

-6 مثال پاسخ

0 0 1 1
( )

0 0 2 0 2

s s
s

s s

−é ù é ù é ù
= − ق − =ê ْ ê ْ ê ْ− +ë û ë û ë û

I A

1

1 1 1 1

2 2
( )

1
0

( 2)

s s s
s

s

−

é ùو ِ−ç ÷ê ْ+è ّê قْ − =
ê ْ
ê ْ+ë û

I A
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

: لاپلاس تبديل روش -2

-6 مثال پاسخ

2

( ) 2

1 0.5(1 )

0

t

t t

e

e

−

−

é ù−
= ê ْ
ë û

T

2 2

( )2 2

11 0.5 0.5 2

20 2

t t

tt t

e e

e e

− −

− −

é ù ى ü− ى− ü
ق ي= ‎ ي ‎ê ْ

î ë‏ û î ‏
q

{ }
2

2
( )2

2
1 1 2

2

t
t

tt

e
e

e

−
−

−

ى ü−ï ï= ق = ي+ ‎
ï ïî ‏

y



0 1 2 3 4 5

2.1
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2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

3

time [sec]

y( )ty
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

آزاد ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

: لاپلاس تبديل روش -2

-6 مثال پاسخ

پاسخ ارتعاش آزاد سيستم مورد نظر
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

( ) ( ) ( )q αq buτ τ τ= +� (48)

αe  :داشت خواهيم         در بالا رابطه طرفين ضرب با τ−

α

α α α
( ) ( ) ( )(48) q αq bu

e

e e e
τ

τ τ τ
τ τ τ

−×
− − ق− − =� (49)

  :بنابراين .است               مشتق تعريف )49( رابطه چپ سمت
α

( )qe τ
τ

−

α α
( ) ( )(49) ( q ) bu

d
e e

d
τ τ
τ ττ

− ق− = (50)

:ودمي ش نوشته زير صورت به    لحظه در اسكالر حالت در )7( معادله τ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

:داشت خواهيم صورت اين در نماييم انتگرال گيري t تا 0 بازه از )50( رابطه طرفين از اگر

ادآز ارتعاش از ناشي پاسخ

0
α α

( ) ( )0 0
(50) ( q ) bu

t

t td
e d e d

d
τ τ
τ ττ τ

τ
− −

ٍ و ِ
ق =ç ÷

è ّ
ٍ ٍ

α α
( ) (0) ( )0

q q bu
t

t
te e dτ

τ τ
− ق− = + ٍ (51)

αte  :تداش خواهيم         در بالا رابطه طرفين ضرب با

α

α α α
( ) (0) ( )0

(51) q q bu
te t

t t
t e e e dτ

τ τ
×

ق− = + ٍ (52)

ورودي تحريك از ناشي پاسخ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

( ) ( ) ( )τ τ τ= +q Aq BU� (53)

e  :داشت خواهيم         در بالا رابطه طرفين ضرب با τ−A

( ) ( ) ( )(53)
e

e e e
τ

τ τ τ
τ τ τ

−×
− − ق− − =

A

A A Aq Aq BU� (54)

)  :بنابراين .است               مشتق تعريف )54( رابطه چپ سمت )e τ
τ

−A q

( ) ( )(54) ( )
d
e e

d
τ τ
τ ττ

− ق− =A Aq BU (55)

:مي شود نوشته زير صورت به    لحظه در برداري حالت در )7( معادله حال τ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

:داشت خواهيم صورت اين در نماييم انتگرال گيري t تا 0 بازه از )55( رابطه طرفين از اگر

0

( ) ( )0 0
(55) ( )

t

t td
e d e d

d
τ τ
τ ττ τ

τ
− −

ٍ و ِ
ق =ç ÷

è ّ
ٍ ٍ

A Aq BU

( ) (0) ( )0

t
t

te e dτ
τ τ

− ق− = + ٍ
A Aq q BU (56)

te  :تداش خواهيم         در بالا رابطه طرفين ضرب با A

( )
( ) (0) ( )0

(56)
te t

t t
t e e dτ

τ τ
×

ق− = + ٍ
A

A Aq q BU (57)
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

:گرفت نتيجه مي توان )35( رابطه از

@ ( )
1 ( ) ( ) 1

( ) ( )(35) :
time t

t t t t
t te e e e

τ
τ τ

τ

= −
− − − −

−= = ق = =A A A AT Ψ Ψ T Ψ Ψ (58)

:داشت خواهيم )57( رابطه در )58( و )35( روابط جايگذاري با

1 ( ) 1
( ) (0) ( )0

(35) & (58) (57)
t

t t
t e e dτ

τ τ
− − −→ ق = + ٍ

A Aq Ψ Ψ q Ψ Ψ BU (59)

:است زير صورت به )35( رابطه در تبديل تابع تعريف براساس )59( رابطه ديگر شكل

( ) ( ) (0) ( ) ( )0
(35) & (58)

t

t t t dτ τ τ−ق = + ٍq T q T BU (60)
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

 در زماني محتواي روش به را مربوطه سيستم پاسخ .است آمده زير در سيستم يك حالت فضاي معادله -7 مثال

-ب              -الف :نماييد محاسبه زير حالت دو

( ) ( ) ( )

0 1 0
u

2 3 1
t t t

é ù ى ü
= + ي ‎ê ْ− −ë û î ‏

q q�

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

{ }( ) ( ) (0)

1
1 1 ,

2
t t

ى ü
= = ي ‎

î ‏
y q q

  :مي شود فرض

( )u 1t =( )u 20 sin( 10 )t
t e t−= −
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

الف -7 مثال پاسخ

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

1

2

1

2

λ
λ
= ى−

ق ي = −î

1

1

0 1 0

0 0 2

λ
λ

−é ù é ù
ق = =ê ْ ê ْ−ë ûë û

λ

11

1

21

1

1

ψ
ψ

ى− ü ى ü
= ي= ‎ ي ‎

î î‏ ‏
Ψ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

الف -7 مثال پاسخ

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

1 0

0 2

−é ù
= =ê ْ−ë û

A λ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

الف -7 مثال پاسخ

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

2 2

( )2 2 2

1 0.5 2 10 2

1 1 2 20 2 2 2

t t t t t

tt t t t t

e e e e e

e e e e e

− − − − −

− − − − −

− − − −é ù é ù− −é ù é ù
= ق =ê ْ ê ْê ْ ê ْ − −ë û ë ûë û ë û

T

2

0

0

t
t

t

e
e

e

−

−

é ù
ق = ê ْ

ë û

A

( )
( )

2( )

0

0

t
t

t

e
e

e

τ
τ

τ

− −
−

− −

é ù
= ê ْ
ë û

A

( )

2( )

1 0.5 2 10

1 1 2 20

t

t

e

e

τ

τ

− −

− −

− − − −é ùé ù é ù
= ê ْê ْ ê ْ
ë û ë ûë û

( ) 2( ) ( ) 2( )

( ) 2( ) ( ) 2( ) ( )

2

2 2 2

t t t t

t t t t t

e e e e

e e e e

τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

− − − − − − − −

− − − − − − − − −

é ù− −
ق = ê ْ− −ë û

T
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

الف -7 مثال پاسخ

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

2 2 ( ) 2( ) ( ) 2( )

( ) 2 2 2( ) ( ) 2( ) ( )0

1 02 2
(1)

2 12 2 2 2 2 2

t t t t t t t t
t

t t t t t t t t t

e e e e e e e e
d

e e e e e e e e

τ τ τ τ

τ τ τ τ
τ

− − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − −

é ù é ùى ü ى ü− − − −
= ي+ ‎ ي ‎ê ْ ê ْ− − − −î ‏ î ë‏ û ë û

ٍq

2

( )
2

1 5
3

2 2

5 3

t t

t
t t

e e

e e

− −

− −

ى ü+ −ï ï= ي ‎
ï ï−î ‏

q

{ }
2

2
( )

2

1 5
3 5 1

1 1 2 2
2 2

5 3

t t
t

t
t t

e e
e

e e

− −
−

− −

ى ü+ −ï ï= ق = ي+ ‎
ï ï−î ‏

y

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

1

1.5

2

2.5

3

time [sec]

y
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

الف -7 مثال پاسخ

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

( )ty

Matlab Code (L01Example07a.m)

پاسخ ارتعاش اجباري سيستم مورد نظر تحت اثر
( )u 1t =
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

ب -7 مثال پاسخ

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

( ) ( ) (0) ( ) ( )0
(60)

t

t t t dτ τ τ−ق = + qٍق T q T BU

2 2

( ) 2 2

( ) 2( ) ( ) 2( )

2( ) ( ) 2( ) ( )0

12

22 2 2

02
(20 sin( 10 ))

12 2 2

t t t t

t t t t t

t t t t
t

t

t t t t

e e e e

e e e e

e e e e
e t d

e e e e

τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

− − − −

− − − −

− − − − − − − −
−

− − − − − − − −

é ù ى ü− −
= ي ‎ê ْ− − î ë‏ û

é ù ى ü− −
+ ي− ‎ê ْ− − î ë‏ û
ٍ

q

2

( )
2

103 2 20
2 cos(10 ) sin(10 )

101 101 101

206 198 40
2 cos(10 ) sin(10 )

101 101 101

t t t t

t
t t t t

e e e t e t

e e e t e t

− − − −

− − − −

ى ü− + +ï ïï ï
ق = ي ‎

ï ï− + −
ï ïî ‏

q
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

ب -7 مثال پاسخ

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

{ }
2

( ) ( )
2

103 2 20
2 cos(10 ) sin(10 )

101 101 101
(9) 1 1

206 198 40
2 cos(10 ) sin(10 )

101 101 101

t t t t

t t
t t t t

e e e t e t

e e e t e t

− − − −

− − − −

ى ü− + +ï ïï ï
ق = = ي ‎

ï ï− + −
ï ïî ‏

y Cq

2
( )

103 200 20
cos(10 ) sin(10 )

101 101 101
t t t

t e e t e t− − ق− = + −y
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time [sec]
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

ب -7 مثال پاسخ

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

( )ty

Matlab Code (L01Example07b.m)

پاسخ ارتعاش اجباري سيستم مورد نظر تحت اثر
( )u 20 sin( 10 )t
t e t−= −
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

  .آوريد دست به را                                  پايه تحريك اثر تحت شده داده نشان سازه پاسخ -8 مثال

)/(18001 mkNk =

)(21 tonm =
)/(12002 mkNk =

)(5.12 tonm =

{ }0
0.01

( )
0.015

x m
ى ü
= ي ‎
î ‏

{ }0
0.02

( / )
0.04

x m s
ى ü
= ي ‎
î ‏

�

0.05ξ =
Matlab Code (L01Example08.m)

( )u 20 sin( 10 )t
t e t−= −
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

-8 مثال پاسخ
3 6

3

2 0 3 1.2
10 ( ) , 10 ( / )

0 1.5 1.2 1.2

7.4294 1.8981
10 ( .sec/ )

1.8981 3.9113

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 1 0 0 0
, ,

1500 600 3.7147 0.94903 1 0 1 0 0

800 800 1.2654 2.6075 1

kg N m

N m

−é ù é ù
= × = ×ê ْ ê ْ−ë û ë û

−é ù
= ×ê ْ−ë û

é ù ى ü
ê ْ ï ï

éï ïê ْ= = ي= ‎ êê ْ− − − ëï ï
ê ْ ï ï− − −ë û î ‏

m k

c

A B C

(0)

0
,

0

0.01

0.015

0.02

0.04

ù ى ü
= ي ‎ْ

û î ‏

ى ü
ï ï
ï ï= ي ‎
ï ï
ï ïî ‏

D

q

=A

é
ê
ê
êë

ù
ْ
ْ

ûْ

=Ψ
é
ê
ê
êë

ù
ْ
ْ

ûْ

=λ
é
ê
ê
êë

ù
ْ
ْ

ûْ

1− =Ψ

é
ê
ê
êë

ù
ْ
ْ

ûْ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

-8 مثال پاسخ
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Time( زماني محتواي روش -الف Domain Method(

-8 مثال پاسخ

0 1 2 3 4 5

-5

0

5
y 

[c
m

]

0 1 2 3 4 5

-5

0

5

time [sec]

y 
[c

m
]

2 ( )x cm

1 ( )x cm

ك پايهپاسخ ارتعاش آزاد سازه دو طبقه با ميرايي تحت اثر تحري
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Frequency( فركانسي محتواي روش -ب Domain Method(

( ) ( ) ( )q αq but t t= +� (61)

  :داشت خواهيم )61( رابطه طرفين بر لاپلاس تبديل اعمال با

:است آمده زير در    لحظه در اسكالر حالت در )7( معادله t

(0) ( )

( ) (0) ( ) ( ) ( )

q bU
(62) Q q αQ bU Q

α α

s

s s s ss
s s

ق − = + ق = +
− −

(63)

:داشت خواهيم )62( رابطه حل با

( ) ( ) ( )(61) (q ) (αq ) (bu )
L

t t tL L Lق = +� (62)

)  :دمي آي دست به زير صورت به        مقدار شود، گرفته لاپلاس معكوس )63( رابطه از اگر )q t

1

(0) ( )1 1
( )

q bU
(63) q

α α

L
s

t L L
s s

−

− و− ِ و ِ
ق = +ç ÷ ç ÷− −è ّ è ّ

(64)
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Frequency( فركانسي محتواي روش -ب Domain Method(

  :داشت خواهيم )7( رابطه طرفين بر لاپلاس تبديل اعمال با

( ) (0) ( ) ( ) ( ) (0) ( )(65) ( )s s s s ss sق − = + ق − = +Q q AQ BU I A Q q BU (66)

:داشت خواهيم )65( رابطه حل با

1( )
1 1

( ) (0) ( )(66) ( ) ( )
s

s ss s
−−

− ق− = − + −
I A

Q I A q I A BU (67)

(65)
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(7) : ( ) ( ) ( )

L

t t t t t tL L L= + ق = +q Aq BU q Aq BU� �

:مي كنيم ضرب                در را )66( رابطه طرفين 1( )s −−I A
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Frequency( فركانسي محتواي روش -ب Domain Method(

  :داشت خواهيم )67( رابطه طرفين بر لاپلاس تبديل معكوس اعمال با

( ) ( )
1

1 1 1 1
( ) (0) ( )(67) ( ) ( )

L

t sL s L s
−

− − − ق− = − + −q I A q I A BU (68)

  :مي شود نتيجه )68( رابطه در )46( رابطه جايگذاري با

( )1 1
( ) ( ) (0) ( )(46) (68) ( )t t sL s− −→ ق = + −q T q I A BU (69)
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

 فركانسي محتواي روش به را مربوطه سيستم پاسخ .است آمده زير در سيستم يك حالت فضاي معادله -9 مثال

-ب              -الف :نماييد محاسبه زير حالت دو در

( ) ( ) ( )

0 1 0
u

2 3 1
t t t

é ù ى ü
= + ي ‎ê ْ− −ë û î ‏

q q�

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

{ }( ) ( ) (0)

1
1 1 ,

2
t t

ى ü
= = ي ‎

î ‏
y q q

  :مي شود فرض

( )u 1t =( )u 20 sin( 10 )t
t e t−= −

Frequency( فركانسي محتواي روش -ب Domain Method(

Matlab Code (L01Example09.m)
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

الف-9 مثال حل

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Frequency( فركانسي محتواي روش -ب Domain Method(

{ }0 1 0
, 1 1 , , 0

2 3 1

é ù ى ü
= = = ي= ‎ê ْ− −ë û î ‏

A C B D

0 0 1 1
( )

0 2 3 2 3

s s
s

s s

−é ù é ù é ù
= − ق − =ê ْ ê ْ ê ْ− − +ë û ë û ë û

I A

2

2 2
1

2 2

3 11

23 2

3 1

3 2 3 2
( )

2

3 2 3 2

s

ss s

s

s s s s
s

s

s s s s

−

+é ù
= ê ْ−+ + ë û

+é ù
ê ْ+ + + +

ق − = ê ْ
−ê ْ

ê ْ+ + + +ë û

I A
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

الف-9 مثال حل

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Frequency( فركانسي محتواي روش -ب Domain Method(

  لاپلاس معكوس راحتي به بتوان آنكه براي

 آن درايه هاي نمود محاسبه را              ماتريس

  ظورمن اين براي .مي نويسيم           صورت به را

:داشت خواهيم
s

β
α−

1( )s −−I A
2 2

1

2 2

3 1

3 2 3 2
( )

2

3 2 3 2

s

s s s s
s

s

s s s s

−

+é ù
ê ْ+ + + +− = ê ْ

−ê ْ
ê ْ+ + + +ë û

I A

1

2−
s

α

0

0

1

b

1

2−
0

c b α= −

1

2−
1−

2d bα= −

1−
2

2

1

2 1 1 1

1 2 1 2
( )

2 2 1 2

1 2 1 2

s s s s
s

s s s s

−

é ù− −ê ْ+ + + +
ق − = ê ْ

ê ْ− + − +
ê ْ+ + + +ë û

I A
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

الف-9 مثال حل

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Frequency( فركانسي محتواي روش -ب Domain Method(

1

2 1 1 1

1 2 1 2

2 2 1 2

1 2 1 2

s s s s
L

s s s s

−

و ِé ù− −ç ÷ê ْ+ + + +ç ÷ê ْ
ç ÷ê ْ− + − +ç ÷ê ْ+ + + +ë ûè ّ

2 2

( ) 2 2

2

2 2 2

t t t t

t t t t t

e e e e

e e e e

− − − −

− − − −

é ù− −
ق = ê ْ− + − +ë û

T

1 12 1 1 1
0 ( 1) ( 2)11 2 1 2

2 2 1 2 1 1 2

1 2 1 2 ( 1) ( 2)

s s s ss s s s

s

s s s s s s s s

ى üé ù −− − ï ïê ْ + ى+ ü ï ïو ِ+ + + += =ê ْ ي ‎ ي ‎ç ÷
è ّî ê‏ ْ ï ï− + − + − +

ê ْ ï ï+ + + + + +ë û î ‏
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

الف-9 مثال حل

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Frequency( فركانسي محتواي روش -ب Domain Method(

1
( )

1 1 1

2 ( 1) 2( 2)
( )

1 1

1 2

s

s s s
s

s s

−

ى ü− +ï ï+ +ï ï
ق − = ي ‎

ï ï−
ï ï+ +î ‏

I A BU

( )
2

1 1 1
( )

2

1 1 1
1 1

2 ( 1) 2( 2)
( ) 2 2

1 1

1 2

t t

s
t t

e es s s
L L s

e e
s s

− −
− − −

− −

و ىِ ü− + ى üç ÷ï ï − ++ +ï ï ï ïç ÷= ق − ي= ‎ ي ‎
ç ÷ï ï ï ï−− î ç‏ ÷ï ï+ +î è‏ ّ

I A BU
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

الف-9 مثال حل

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Frequency( فركانسي محتواي روش -ب Domain Method(

2

( )
2

5 1
3

2 2

3 5

t t

t
t t

e e

e e

− −

− −

ى ü− +ï ï= ي ‎
ï ï− +î ‏

q

2
( )

5 1

2 2
t

t e −= +y



0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

1

1.5

2

2.5

3

time [sec]

y
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

الف-9 مثال حل

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Frequency( فركانسي محتواي روش -ب Domain Method(

Matlab Code (L01Example09a.m)

پاسخ ارتعاش اجباري سيستم مورد نظر تحت اثر
( )u 1t =
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

ب-9 مثال حل

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Frequency( فركانسي محتواي روش -ب Domain Method(

( )

( )

1
( ) 2

2 2

1
( )

2 2

2 1 1 1
0 2001 2 1 2

( )
2 2 1 2 1 ( 1) 100

1 2 1 2

200

( 1) 100 ( 3 2)
( )

200

( 1) 100 ( 3 2)

s

s

s s s s
s

s

s s s s

s s s
s

s

s s s

−

−

é ù− −ê ْ ى üو ِ+ + + +− = −ê ْ ي ‎ç ÷+ +î è‏ ّê ْ− + − +
ê ْ+ + + +ë û

ى ü−ï ï+ + + +ï ï
ق − = ي ‎

ï ï−
ï ï+ + + +î ‏

I A BU

I A BU
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

ب-9 مثال حل

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Frequency( فركانسي محتواي روش -ب Domain Method(

( ) ( )

( )

( )
( )

2 2

1 1 1
( )

2 2

2

1 1
( )

2

200

( 1) 100 ( 3 2)
( )

200

( 1) 100 ( 3 2)

200 2
2 cos(10 ) 10sin(10 )

101 101
( )

400 198 20
2 cos(10 ) sin(10

101 101 99

s

t t t

s
t t t

s s s
L s L

s

s s s

e e e t t

L s

e e e t

− − −

− − −

− −

− − −

و ىِ ü−ç ÷ï ï+ + + +ç ÷ï ï− = ي ‎ç ÷
ï ïç ÷−
ï ïç ÷+ + + +î è‏ ّ

− + +
ق − =

− + + −

I A BU

I A BU

)t

ى ü
ï ïï ï
ي ‎

و ِï ïç ÷ï ïè ّî ‏
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

ب-9 مثال حل

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Frequency( فركانسي محتواي روش -ب Domain Method(

( )
( )

1 1
( ) ( ) (0) ( )

2

2 2

2 2
2

(69) ( )

200 2
2 cos(10 ) 10sin(10 )

12 101 101

400 198 2022 2 2
2 cos(10 ) sin(10 )

101 101 99

t t s

t t t

t t t t

t t t t
t t t

L s

e e e t t
e e e e

e e e e
e e e t t

− −

− − −
− − − −

− − − −
− − −

ق = + − =

ى ü− + +ï ïé ù− − ى ü ï ï+ي ‎ ي ‎ê ْ
و ِ− + − + î ë‏ û ï ï− + + −ç ÷ï ïè ّî ‏

ق

q T q I A BU

q

( )2

( )
2

103 2
2 cos(10 ) 10sin(10 )

101 101

206 198 20
2 cos(10 ) sin(10 )

101 101 99

t t t

t
t t t

e e e t t

e e e t t

− − −

− − −

ى ü− + + +ï ïï ï= ي ‎
و ِï ï− + −ç ÷ï ïè ّî ‏
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

ب-9 مثال حل

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Frequency( فركانسي محتواي روش -ب Domain Method(

{ }
( )2

( ) ( )
2

103 2
2 cos(10 ) 10sin(10 )

101 101
(9) 1 1

206 198 20
2 cos(10 ) sin(10 )

101 101 99

t t t

t t
t t t

e e e t t

e e e t t

− − −

− − −

ى ü− + + +ï ï
ï ï

ق = = ي ‎
و ِï ï− + −ç ÷ï ïè ّî ‏

y Cq

2
( )

103 200 20
cos(10 ) sin(10 )

101 101 101
t t t

t e e t e t− − ق− = + −y
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

ب-9 مثال حل

اجباري ارتعاش -حالت فضاي در حركت معادلات حل

Frequency( فركانسي محتواي روش -ب Domain Method(

Matlab Code (L01Example09b.m)

0 1 2 3 4 5

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

time [sec]

y

پاسخ ارتعاش اجباري سيستم مورد نظر تحت اثر
( )u 20 sin( 10 )t
t e t−= −
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qمعادلات حركت در فضاي حالت

MATLAB در -حالت فضاي در حركت معادلات حل

( ) ( ) ( )t t t= +q Aq BU�

( ) ( ) ( )t t t= +y Cq DU

( ) ( ) (0)

sys ss( , , , )

lsim(sys, , , )t t t

=
=

A B C D

y U q

 شبيه اهدلخو ورودي اثر تحت را خطي سيستم يك ديناميكي پاسخ زماني تاريخچه MATLAB در lsim دستور
  .است سيستم خروجي بردار يا y همان دستور اين خروجي .مي كند سازه



1 
 

  حل معادله حركت در فضاي حالت
 MATLABافزار به كمك نرم 

  
  كاوه كرمي

  گروه عمران ،دانشكده مهندسي ،سازه دانشگاه كردستان انشيارد
https://prof.uok.ac.ir/Ka.Karami  

  
  حوضه پيوسته زماني -الف

  
  آيد:دست مياز رابطه زير به درجه آزاد  nيك سيستم  معادله ديناميك حركت

  
)1(  

gxmkxxcxm  −=++  
  

هاي ديناميكي سازه شامل باشند. پاسخمي ×nnهاي جرم، ميرايي و سختي با ابعاد به ترتيب ماتريس kو  m ،cكه در آن 
سازه تحت اثر شتاب پايه  نشان داده شده است. n×1با ابعاد  xو  x ،xجابجايي، سرعت و شتاب به ترتيب با بردارهاي

gx  بردار  گيرد.قرار مي ×11با ابعاد  1با ابعاد×n توان به ) را مي1رابطه (هاي سازه است. بردار تاثير شتاب زمين در جرم
  صورت زير نوشت:

  

)2(  
gxxcmkxmx

xx





−−−=

=
−− 11  

  
  آيد:مي ) به صورت زير در2فرم ماتريسي رابطه (

  

)3(  
11

12

1

1222
11

12
×

×

×

××
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××

× 





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

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


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
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x

cmkm

IO

x

x 




n

n

nnn

nnnn

n

  

  
  با تعريف پارامترهاي زير باشند. هاي صفر و واحد ميبه ترتيب ماتريس Iو  Oهاي در رابطه بالا ماتريس

  

)4(  
1212

1

22
11

××

×

×
−−

××








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
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  :به صورت زير نوشتمي توان معادلات حركت را 



2 
 

  

)5(  
g

gcc

xDCqy

xBqAq




+=

+=  

  
هاي مهم فضاي يكي از ويژگي نماند.مي 2و در حوضه زماني پيوسته 1) را معادله حركت سيستم در فضاي حالت5معادله (

معادله ديفرانسيل خطي ) را به يك 1رابطه ( همگن با ضرايب ثابتنامعادله ديفرانسيل خطي مرتبه دوم حالت آن است كه 
nnبا ابعاد  cAماتريس كند. مي تبديل )5(رابطه  ضرايب ثابت همگن بانا اولمرتبه  22 ماتريس سيستم نام دارد؛ زيرا  ×

12به ترتيب با ابعاد  Dو  cB ،Cهاي همچنين ماتريس هاي سيستم از جمله سختي و ميرايي است.شامل ويژگي ×n ،
nm با دهد. خروجي سيستم را نشان مي m×1با ابعاد  yهاي تشكيل دهنده فضاي حالت است. بردار ماتريس m×1و  ×2

  گردد: به صورت زير تشكيل مي Dو  Cهاي توجه به نوع خروجي سيستم ماتريس
  

)6(  
  خروجي شتاب  خروجي سرعت  خروجي جابجايي

[ ]
1×

×

=
=

m

nm

OD

OCC S  [ ]
1×

×

=
=

m

nm

OD

COC S  [ ]
S

SS

CD

cmCkmCC

−=
−−= −− 11

  

  
توان با استفاده از ) را مي5معادله حركت به فرم معادله (كند. محل نصب حسگرها را مشخص مي ×nmبا ابعاد  SCماتريس 

  شود.براي اين منظور مثال زير در نظر گرفته ميحل كرد.  MATLABدر محيط  ’DynamicResponseAg.m‘برنامه 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

) آمده است. در اين ساختمان 1اي آن در جدول (دهد؛ كه مشخصات سازهپنج طبقه را نشان مييك ساختمان ) 1شكل (مثال: 
    هاي مربوط به جابجايي طبقات اول، سوم و پنجم استفاده شده است.گيري خروجياز سه عدد حسگر براي اندازه

                                                            
1 State Space 
2 Continues Time Domain 
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  1جدول 
 طبقه پنجاي ساختمان پارامترهاي سازه

Stiffness 
(kN/m) 

Mass 
(ton) 

St. 
No 

22000 12 1 
20000 12 2 
17800 12 3 
16000 11 4 
14300 10 5 

%5=ξ  

  
  طبقه پنجساختمان  .1شكل 

  
  شامل موارد زير است: كه كاربر بايد آن را وارد نمايد اين برنامه هايورودي

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
Xg=xlsread('ElCentro.xls', 'Accelerograph', 'B3:B1562'); 
out='acc'; 
m=diag([12 12 12 11 10])*1e3; 
k0=[22e3 20e3 17.8e3 16e3 14.3e3]*1e3; 
xi=0.05; 
st0=0.02; 
st=0.01; 
mv=[1 3 5]; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 

 xlsreadتوسط دستور مقياس شده است و  =2m/s 9.807gباشد كه معمولا بر حسب مي Centro-Elشتاب زلزله  Xgكه در آن 
، ’dis‘ از تواندهد كه مينوع خروجي سيستم را نشان مي Outشود. خوانده مي ’ElCentro.xls‘تحت عنوان  Excelاز فايل 

‘vel’  و‘acc’ د.كرهاي جابجايي، سرعت و شتاب سيستم استفاده به ترتيب براي نمايش خروجي m  ماتريس جرم طبقات
ضريب ميرايي سيستم  xi بردار سختي طبقات است. k0گردد. به صورت قطري تشكيل مي diagاستفاده از دستور  ااست كه ب

ده است. اگر بخواهيم از گام زماني كوچكتر يا بزرگتري گام زماني شتاب نگاشت مورد استفابرابر با  st0كند. را مشخص مي
ها ( محل نصب حسگرها) در درجات آزادي مربوطه را نشان مكان خروجي بردار mvگردد. تعيين مي stاستفاده كنيم توسط 

 دهد.مي

  شود: نيز با استفاده از دستور زير محاسبه مي nو تعداد طبقات  tبردار زمان ،  Tمدت زمان زلزله 
  

T=(length(Xg)-1)*st0; 
t=0:st:T; 
n=length (m); 
 

گردد؛ و نهايتا در شتاب تعيين مي stيابي انجام گرفته و شتاب زلزله در هر گام زماني درون XGدر دستور زير به كمك تابع 
2m/s 9.807g=  .نيز ضرب شده است  

1m

1k

2m

3m

2k

3k

4m

5m

4k

5k

)(txg

1c

2c

3c

4c

5c

Sensor

)()( 11 txty =

)()( 32 txty =

)()( 53 txty =
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xg(1:((T/st)+1))=0; 
for i=1:length(xg) 
    xg(i)=XG(Xg,st0,(i-1)*st)*9.807; 
end 

  
  شود. هاي سختي و ميرايي تشكيل ميبه ترتيب ماتريس DampingMatrixو  StiffnessMatrixهاي با استفاده از تابع

  
k=StiffnessMatrix(k0); 
c=DampingMatrix(m ,k,xi); 

  
  دهد:ماتريس سختي را بر اساس رابطه زير تشكيل مي StiffnessMatrixتابع 

  

(7) 










>−=
=−−=

==
≠+= +

10K

1K

K

K

),(

),(),(

),(

1),(

ji

jik

nik

nikk

ji

jiMaxji

miii

miiii

 

 
K),(كه در آن  ji  نشان دهنده),( jiباشد. همچنين امُين درايه ماتريس سختي ميik  سختي طبقهi اُم است. تابع

DampingMatrix دهد:نيز ماتريس ميرايي را براساس رابطه زير تشكيل مي  
  

(8) 
( ) 11

22 −−
==

=

ωMΦΦcωMcΦΦ

mΦΦM

TT

T

ξξ
 

  
ضريب ميرايي  ξباشند. پارامتر به ترتيب ماتريس اشكال مودي و ماتريس فركانس سيستم مي ωو  Φكه در رابطه بالا، 

  سيستم است.
  دهد. تشكيل مي outرا با توجه به نوع خروجي  Dو  cA ،cB ،Cهاي ماتريس StateSpaceAgتابع 

   
[Ac,Bc,C,D]=StateSpaceAg(m,k,c,mv,out); 
 

  دهد را در فضاي حالت و در فضاي پيوسته زماني تشكيل مي syscسيستم  SSدستور 
  

 sysc=ss(Ac,Bc,C,D); 
  به طوري كه

  
Ac=sysc.a 
Bc=sysc.b 
C=sysc.c 
D=sysc.d 

  كند:دستور زير شرايط اوليه (بردار حالت اوليه كه شامل جابجايي اوليه و سرعت اوليه است) مسئله را تعيين مي
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q0(1:2*n,1)=0; 
 

  گردد:مي محاسبهمعادلات حركت سيستم در فضاي حالت  از دستور زير با استفاده
  

 [y]=lsim(sysc,xg,t,q0); 
 

كند. خروجي اين ديناميكي يك سيستم خطي را تحت اثر يك ورودي دلخواه شبيه سازه ميتاريخچه زماني پاسخ  lsimدستور 
   يا بردار خروجي سيستم است. yدستور همان 

 
  گردد:جابجايي باشد با استفاده از دستور زير رسم مي كه خروجيپاسخ سازه در حالتي 

  
if strcmp(out,'dis')==1 
    LB=min(min(y*100)); 
    UB=max(max(y*100)); 
    for i=1:length(mv) 
        subplot(length(mv),1,i),plot(t,y(:,length(mv)-i+1)*100,'k','linewidth',1.5) 
        if i==length(mv) 
            xlabel('time [sec]','FontSize',8) 
        end 
        ylabel('dis[cm]','FontSize',8) 
        axis([0 T LB UB]) 
    end 
end 

  گردد:سرعت باشد با استفاده از دستور زير رسم مي پاسخ سازه در حالتي كه خروجي
if strcmp(out,'vel')==1 
    LB=min(min(y*100)); 
    UB=max(max(y*100)); 
    for i=1:length(mv) 
        subplot(length(mv),1,i),plot(t,y(:,length(mv)-i+1)*100,'k','linewidth',1.5) 
        if i==length(mv) 
            xlabel('time [sec]','FontSize',8) 
        end 
        ylabel('vel[cm/s]','FontSize',8) 
        axis([0 T LB UB]) 
    end 
end 
 

  گردد:شتاب باشد با استفاده از دستور زير رسم مي پاسخ سازه در حالتي كه خروجي
if strcmp(out,'acc')==1 
    LB=min(min(y/9.807)); 
    UB=max(max(y/9.807)); 
    for i=1:length(mv) 
        subplot(length(mv),1,i),plot(t,y(:,length(mv)-i+1)/9.807,'k','linewidth',1.5) 
        if i==length(mv) 
            xlabel('time [sec]','FontSize',8) 
        end 
        ylabel('acc[g]','FontSize',8) 
        axis([0 T LB UB]) 
    end 
end 

  
  ازه به صورت زير مي باشد:هاي سپاسخ
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  .El-Centroتاريخچه زماني پاسخ جابجايي در طبقات اول، سوم و پنجم در ازه پنج طبقه تحت اثر زلزله  .2شكل

  
  .El-Centroدر طبقات اول، سوم و پنجم در ازه پنج طبقه تحت اثر زلزله  سرعتتاريخچه زماني پاسخ  .3شكل

  
  .El-Centroدر طبقات اول، سوم و پنجم در ازه پنج طبقه تحت اثر زلزله  شتابتاريخچه زماني پاسخ  .4شكل

  كنيم:با كيفيت بالا از روش زير عمل مي Matlabهاي خروجي براي ذخيره نمودن شكل
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  انتخاب شود. Export Setupگزينه  Fileاز منوي 
  

  
  

را كليك كرده و  Apply to Figureكنيم. سپس ميتنظيم  600را بر روي  Resolution (dpi)انتخاب شده و  Renderingسپس 
  شويم.از پنجره خارج مي OKبا زدن دكمه 

  

  
 

  انتخاب شود. Saveگزينه  Fileاز منوي 
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  را كليك نماييد.  Saveانتخاب گردد و دكمه  Enhanced metafile (*.emf)فرمت  Save as typeدر قسمت 
  

  
  

  زماني گسستهحوضه  -ب
  

  در فضاي گسسته زماني به صورت زير است) 5معادله (
  

)9(  
)()()(

)()()1(

iii

iii

g

g

xDCqy

xBAqq


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+=

+=+  
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به ترتيب ماتريس سيستم و ماتريس مكان ورودي در  Bو  Aهاي ماتريس دهد.شماره گام زماني را نشان مي iانديس 
  آيند:دست ميباشند و از رابطه زير به حوضه گسسته زماني مي

  

)10(  


∞
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⋅ ⋅
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Δt
(e c
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ii
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A A
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(de c B
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⋅==
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ii
τ

ii
τ  

  
  باشد. گام زماني است و برابر با گام زماني شتاب نگاشت زلزله مي Δt بالا در رابطه

حل كرد.  MATLABدر محيط  ’DynamicResponseAgd.m‘توان با استفاده از برنامه ) را مي9معادله حركت به فرم معادله (
زماني  پيوستهمراحل كار تا تعريف سيستم در فضاي حالت در حوضه  شود.در نظر گرفته مي قبلي مثالهمان براي اين منظور 

تبديل  syscسيستم از حوضه پيوسته زماني  c2dاست. در ادامه با استفاده از دستور  ’DynamicResponseAg.m‘مشابه برنامه 
  ). 10شود (رابطه مي sysdبه سيستم در حوضه گسسته زماني 

   
sysd=c2d(sysc,st); 
 

  به طوري كه 
 

A=sysd.a; 
B=sysd.b; 
 

 شودبه صورت زير تعريف مي ابعاد بردار حالت و خروجي

  
q(1:2*n,1:length(xg))=0; 
y(1:length(mv),1:length(xg))=0; 
 

محاسبه  ) براي هر گام زماني12با استفاده از دستور زير معادلات حركت در فضاي حالت و در حوضه زماني پيوسته (رابطه 
   گردد.هاي سيستم محاسبه ميشده و پاسخ

 
for i=1:length(xg) 
    if i<length(xg) 
        q(:,i+1)=A*q(:,i)+B*xg(i); 
    end 
    y(:,i)=C*q(:,i)+D*xg(i); 
end 
  
y=y'; 
 

 
 

  رسم نمود.  نيز هاي سيستم رابه طور مشابه با توجه به نوع خروجي مي توان پاسخ
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  حل معادله حركت در فضاي حالت
 MATLABافزار به كمك نرم 

  
 كاوه كرمي

  دانشيار سازه دانشگاه كردستان، دانشكده مهندسي، گروه عمران
https://prof.uok.ac.ir/Ka.Karami  

  
  

  حوضه پيوسته زماني -الف
  

  آيد:دست مياز رابطه زير به درجه آزاد  nيك سيستم  معادله ديناميك حركت
  

)1(  
cug uΓBxmkxxcxm +−=++   

  
هاي ديناميكي سازه شامل باشند. پاسخمي ×nnهاي جرم، ميرايي و سختي با ابعاد به ترتيب ماتريس kو  m ،cكه در آن 

سازه تحت اثر شتاب پايه  نشان داده شده است. n×1با ابعاد  xو  x ،xجابجايي، سرعت و شتاب به ترتيب با بردارهاي
gx  بردار  گيرد.قرار مي ×11با ابعاد  1با ابعاد×n هاي سازه است. همچنين نيروي كنترل بردار تاثير شتاب زمين در جرم
cu  1با ابعاد×r شود. ماتريس نيز به سازه اعمال ميuB  با ابعادrn× ها وارد محل درجات آزادي كه نيروهاي كنترل در آن

توان به ) را مي1رابطه ( اندركنش نيروهاي كنترل در طبقات است. ×nnبا ابعاد  Γماتريس  دهد.گردد را نشان ميمي
  صورت زير نوشت:
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  آيد:) به صورت زير در مي2فرم ماتريسي رابطه (
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  با تعريف پارامترهاي زير باشند. هاي صفر و واحد ميبه ترتيب ماتريس Iو  Oهاي در رابطه بالا ماتريس
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  :به صورت زير نوشتمي توان معادلات حركت را 

  

)5(  
DuCqy

uBqAq cc

+=
+=  

  
هاي مهم فضاي يكي از ويژگي نماند.مي 2و در حوضه زماني پيوسته 1) را معادله حركت سيستم در فضاي حالت5معادله (

معادله ديفرانسيل خطي ) را به يك 1رابطه ( همگن با ضرايب ثابتنامعادله ديفرانسيل خطي مرتبه دوم حالت آن است كه 
nnبا ابعاد  cAماتريس كند. مي تبديل )5(رابطه  همگن با ضرايب ثابتنا اولمرتبه  22 ماتريس سيستم نام دارد؛ زيرا  ×

2)1(به ترتيب با ابعاد  Dو  cB ،Cهاي همچنين ماتريس هاي سيستم از جمله سختي و ميرايي است.شامل ويژگي +× rn ،
nm )1(و  ×2 +× rm هاي تشكيل دهنده فضاي حالت است. بردار ماتريسy  1با ابعاد×m  خروجي سيستم را نشان
  گردد: به صورت زير تشكيل مي Dو  Cهاي با توجه به نوع خروجي سيستم ماتريسدهد. مي
  

)6(  
  خروجي شتاب  خروجي سرعت  جابجاييخروجي 
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توان با استفاده از ) را مي5معادله حركت به فرم معادله (كند. محل نصب حسگرها را مشخص مي ×nmبا ابعاد  SCماتريس 

  شود.براي اين منظور مثال زير در نظر گرفته ميحل كرد.  MATLABدر محيط  ’DynamicResponseAgUc.m‘برنامه 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                                                            
1 State Space 
2 Continues Time Domain 
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) آمده است. در اين ساختمان 1اي آن در جدول (دهد؛ كه مشخصات سازهپنج طبقه را نشان مييك ساختمان ) 1شكل (مثال: 

هاي مربوط به جابجايي طبقات اول، سوم و پنجم استفاده شده است. همچنين در گيري خروجيحسگر براي اندازهاز سه عدد 
نيروي كنترل در طبقات برابر با شتاب زلزله ضرب در جرم آن  گردد.طبقات دوم و پنجم نيروهاي كنترلي به سازه اعمال مي

   طبقه است. 
  

  1جدول 
 طبقه پنجاي ساختمان پارامترهاي سازه

Stiffness 
(kN/m) 

Mass 
(ton) 

St. 
No 

22000 12 1 
20000 12 2 
17800 12 3 
16000 11 4 
14300 10 5 

%5=ξ  

  
  طبقه پنجساختمان  .1شكل 

  
  شامل موارد زير است: كه كاربر بايد آن را وارد نمايد اين برنامه هايورودي

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
Xg=xlsread('ElCentro.xls', 'Accelerograph', 'B3:B1562'); 
out='acc'; 
m=diag([12 12 12 11 10])*1e3; 
k0=[22e3 20e3 17.8e3 16e3 14.3e3]*1e3; 
xi=0.05; 
st0=0.02; 
st=0.01; 
mv=[1 3 5]; 
rv=[2 5]; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 

 xlsreadتوسط دستور مقياس شده است و  =2m/s 9.807gباشد كه معمولا بر حسب مي Centro-Elشتاب زلزله  Xgكه در آن 
، ’dis‘ از تواندهد كه مينوع خروجي سيستم را نشان مي Outشود. خوانده مي ’ElCentro.xls‘تحت عنوان  Excelاز فايل 

‘vel’  و‘acc’ د.كرهاي جابجايي، سرعت و شتاب سيستم استفاده به ترتيب براي نمايش خروجي m  ماتريس جرم طبقات
ضريب ميرايي سيستم  xi بردار سختي طبقات است. k0گردد. به صورت قطري تشكيل مي diagاستفاده از دستور  ااست كه ب

گام زماني شتاب نگاشت مورد استفاده است. اگر بخواهيم از گام زماني كوچكتر يا بزرگتري برابر با  st0كند. را مشخص مي
ها ها ( محل نصب حسگرها) و مكان وروديبه ترتيب بردار مكان خروجي rvو  mvگردد. تعيين مي stاستفاده كنيم توسط 
  دهد.هاي كنترل) در درجات آزادي مربوطه را نشان مي(محل اعمال نيروي
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  شود: نيز با استفاده از دستور زير محاسبه مي nو تعداد طبقات  tبردار زمان ،  Tمدت زمان زلزله 

  
T=(length(Xg)-1)*st0; 
t=0:st:T; 
n=length (m); 
 

گردد؛ و نهايتا در شتاب تعيين مي stيابي انجام گرفته و شتاب زلزله در هر گام زماني درون XGدر دستور زير به كمك تابع 
2m/s 9.807g=  .نيز ضرب شده است  

 
xg(1:((T/st)+1))=0; 
for i=1:length(xg) 
    xg(i)=XG(Xg,st0,(i-1)*st)*9.807; 
end 

  
  شود. هاي سختي و ميرايي تشكيل ميبه ترتيب ماتريس DampingMatrixو  StiffnessMatrixهاي با استفاده از تابع

  
k=StiffnessMatrix(k0); 
c=DampingMatrix(m ,k,xi); 

  
  دهد:ماتريس سختي را بر اساس رابطه زير تشكيل مي StiffnessMatrixتابع 

  

(7) 










>−=
=−−=

==
≠+= +

10K

1K

K

K

),(

),(),(

),(

1),(

ji

jik

nik

nikk

ji

jiMaxji

miii

miiii

 

 
K),(كه در آن  ji  نشان دهنده),( jiباشد. همچنين امُين درايه ماتريس سختي ميik  سختي طبقهi اُم است. تابع

DampingMatrix دهد:نيز ماتريس ميرايي را براساس رابطه زير تشكيل مي  
  

(8) 
( ) 11

22 −−
==

=

ωMΦΦcωMcΦΦ

mΦΦM

TT

T

ξξ
 

  
ضريب ميرايي  ξباشند. پارامتر به ترتيب ماتريس اشكال مودي و ماتريس فركانس سيستم مي ωو  Φكه در رابطه بالا، 

   شود. هاي كنترل نيز به صورت زير تعريف ميونير سيستم است.

  
  

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
uc(1:length(rv),1:length(xg))=0; 
for i=1:length(rv) 
    uc(i,:)=m(rv(i),rv(i))*xg; 
end 
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
  دهد. تشكيل مي outرا با توجه به نوع خروجي  Dو  cA ،cB ،Cهاي ماتريس StateSpaceAgUcتابع 

   
[Ac,Bc,C,D]=StateSpaceAgUc(m,k,c,rv,mv,out); 
 

  دهد را در فضاي حالت و در فضاي پيوسته زماني تشكيل مي syscسيستم  SSدستور 
  

 sysc=ss(Ac,Bc,C,D); 
  

  به طوري كه
  

Ac=sysc.a 
Bc=sysc.b 
C=sysc.c 
D=sysc.d 

  
  كند:شامل جابجايي اوليه و سرعت اوليه است) مسئله را تعيين ميدستور زير شرايط اوليه (بردار حالت اوليه كه 

  
q0(1:2*n,1)=0; 
 

  گردد:مي محاسبهمعادلات حركت سيستم در فضاي حالت  تشكيل و  uماتريس  با استفاده از دستور زير
  

u(1,:)=xg; 
u(2:length(rv)+1,:)=uc; 
[y]=lsim(sysc,u,t,q0); 
 

كند. خروجي اين ديناميكي يك سيستم خطي را تحت اثر يك ورودي دلخواه شبيه سازه ميتاريخچه زماني پاسخ  lsimدستور 
بايد پاسخ سازه را در حالتي  نشده براي مقايسه سازه كنترل شده با سازه كنترل يا بردار خروجي سيستم است. yدستور همان 

  نيز تعيين كرد. y0كه نيروي كنترل صفر است (حالت بدون كنترل) 
  

u(2:length(rv)+1,:)=0; 
[y0]=lsim(sysc,u,t,q0); 
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  گردد:جابجايي باشد با استفاده از دستور زير رسم مي پاسخ سازه در حالتي كه خروجي
  

if strcmp(out,'dis')==1 
    LB=min(min(y0*100)); 
    UB=max(max(y0*100)); 
    for i=1:length(mv) 
        subplot(length(mv),1,i),plot(t,y0(:,length(mv)-i+1)*100,':k') 
        hold on 
        plot(t,y(:,length(mv)-i+1)*100,'k','linewidth',1.5) 
        if i==length(mv) 
            xlabel('time [sec]','FontSize',8) 
            legend('Uncontrolled','Controlled','orientation','horizontal') 
        end 
        ylabel('dis[cm]','FontSize',8) 
        axis([0 T LB UB]) 
    end 
end 

  
  گردد:سرعت باشد با استفاده از دستور زير رسم مي پاسخ سازه در حالتي كه خروجي

  
if strcmp(out,'vel')==1 
    LB=min(min(y0*100)); 
    UB=max(max(y0*100)); 
    for i=1:length(mv) 
        subplot(length(mv),1,i),plot(t,y0(:,length(mv)-i+1)*100,':k') 
        hold on 
        plot(t,y(:,length(mv)-i+1)*100,'k','linewidth',1.5) 
        if i==length(mv) 
            xlabel('time [sec]','FontSize',8) 
            legend('Uncontrolled','Controlled','orientation','horizontal') 
        end 
        ylabel('vel[cm/s]','FontSize',8) 
        axis([0 T LB UB]) 
    end 
end 

  

  گردد:شتاب باشد با استفاده از دستور زير رسم مي پاسخ سازه در حالتي كه خروجي
  

if strcmp(out,'acc')==1 
    LB=min(min(y0/9.807)); 
    UB=max(max(y0/9.807)); 
    for i=1:length(mv) 
        subplot(length(mv),1,i),plot(t,y0(:,length(mv)-i+1)/9.807,':k') 
        hold on 
        plot(t,y(:,length(mv)-i+1)/9.807,'k','linewidth',1.5) 
        if i==length(mv) 
            xlabel('time [sec]','FontSize',8) 
            legend('Uncontrolled','Controlled','orientation','horizontal') 
        end 
        ylabel('acc[g]','FontSize',8) 
        axis([0 T LB UB]) 
    end 
end 



7 
 

  مي باشد: هاي سازه به صورت زيرپاسخ

  
  .El-Centroتاريخچه زماني پاسخ جابجايي در طبقات اول، سوم و پنجم در ازه پنج طبقه تحت اثر زلزله  .2شكل

  
  .El-Centroدر طبقات اول، سوم و پنجم در ازه پنج طبقه تحت اثر زلزله  سرعتتاريخچه زماني پاسخ  .3شكل

  
  .El-Centroدر طبقات اول، سوم و پنجم در ازه پنج طبقه تحت اثر زلزله  شتابتاريخچه زماني پاسخ  .4شكل

0 5 10 15 20 25 30

-5
0
5

di
s5

[c
m

]

0 5 10 15 20 25 30

-5
0
5

di
s3

[c
m

]

0 5 10 15 20 25 30

-5
0
5

time [sec]

di
s1

[c
m

]

 

 
Uncontrolled Controlled

0 5 10 15 20 25 30
-100
-50

0
50

ve
l5

[c
m

/s
]

0 5 10 15 20 25 30
-100
-50

0
50

ve
l3

[c
m

/s
]

0 5 10 15 20 25 30
-100
-50

0
50

time [sec]

ve
l1

[c
m

/s
]

 

 
Uncontrolled Controlled

0 5 10 15 20 25 30
-1

0

1

ac
c5

[g
]

0 5 10 15 20 25 30
-1

0

1

ac
c3

[g
]

0 5 10 15 20 25 30
-1

0

1

time [sec]

ac
c1

[g
]

 

 
Uncontrolled Controlled



8 
 

  كنيم:با كيفيت بالا از روش زير عمل مي Matlabهاي خروجي براي ذخيره نمودن شكل
  انتخاب شود. Export Setupگزينه  Fileاز منوي 

  

  
  

را كليك كرده و  Apply to Figureكنيم. سپس ميتنظيم  600را بر روي  Resolution (dpi)انتخاب شده و  Renderingسپس 
  شويم.از پنجره خارج مي OKبا زدن دكمه 

  

  
 

  انتخاب شود. Saveگزينه  Fileاز منوي 
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  را كليك نماييد.  Saveانتخاب گردد و دكمه  Enhanced metafile (*.emf)فرمت  Save as typeدر قسمت 
  

  
  

  زماني گسستهحوضه  -ب
  

  در فضاي گسسته زماني به صورت زير است) 5معادله (
  

)9(  
)()()(

)()()1(

iii

iii

DuCqy

BuAqq

+=
+=+  
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به ترتيب ماتريس سيستم و ماتريس مكان ورودي در  Bو  Aهاي ماتريس دهد.شماره گام زماني را نشان مي iانديس 
  آيند:دست ميباشند و از رابطه زير به حوضه گسسته زماني مي

  

)10(  

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A A
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τ  

  
  باشد. گام زماني است و برابر با گام زماني شتاب نگاشت زلزله مي Δt بالا در رابطه

حل  MATLABدر محيط  ’DynamicResponseAgUcd.m‘توان با استفاده از برنامه ) را مي9معادله حركت به فرم معادله (
 پيوستهمراحل كار تا تعريف سيستم در فضاي حالت در حوضه  شود.در نظر گرفته مي قبلي مثالهمان كرد. براي اين منظور 

سيستم از حوضه پيوسته زماني  c2dاست. در ادامه با استفاده از دستور  ’DynamicResponseAgUc.m‘زماني مشابه برنامه 
sysc  تبديل به سيستم در حوضه گسسته زمانيsysd 10شود (رابطه مي .(  

   
sysd=c2d(sysc,st); 
 

  به طوري كه 
 

A=sysd.a; 
B=sysd.b; 
 

 شودبه صورت زير تعريف مي ابعاد بردار حالت و خروجي

  
q(1:2*n,1:length(xg))=0; 
y(1:length(mv),1:length(xg))=0; 
 

محاسبه  ) براي هر گام زماني12با استفاده از دستور زير معادلات حركت در فضاي حالت و در حوضه زماني پيوسته (رابطه 
   گردد.هاي سيستم محاسبه ميشده و پاسخ

 
for i=1:length(xg) 
    if i<length(xg) 
        q(:,i+1)=A*q(:,i)+B*u(:,i); 
    end 
    y(:,i)=C*q(:,i)+D*u(:,i); 
end 
  
y=y'; 
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در اينجا نيز مشابه با حالت قبل، براي مقايسه سازه كنترل شده با سازه كنترل نشده بايد پاسخ سازه را در حالتي كه نيروي 
  نيز تعيين كرد. y0كنترل صفر است (حالت بدون كنترل) 

u(2:length(rv)+1,:)=0; 
q0(1:2*n,1:length(xg))=0; 
y0(1:length(mv),1:length(xg))=0; 
for i=1:length(xg) 
    if i<length(xg) 
        q0(:,i+1)=A*q0(:,i)+B*u(:,i); 
    end 
    y0(:,i)=C*q0(:,i)+D*u(:,i); 
end 
  
y0=y0'; 
 

  رسم نمود.  نيز هاي سيستم رابه طور مشابه با توجه به نوع خروجي مي توان پاسخ
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  حل معادله حركت در فضاي حالت
 MATLABافزار به كمك نرم 

  
 كاوه كرمي

  دانشيار سازه دانشگاه كردستان، دانشكده مهندسي، گروه عمران
https://prof.uok.ac.ir/Ka.Karami  

 

  
  

  حوضه پيوسته زماني -الف
  

  آيد:دست مياز رابطه زير به درجه آزاد  nيك سيستم  معادله ديناميك حركت
  

)1(  
cug uΓBxmkxxcxm +−=++   

  
هاي ديناميكي سازه شامل باشند. پاسخمي ×nnهاي جرم، ميرايي و سختي با ابعاد به ترتيب ماتريس kو  m ،cكه در آن 

سازه تحت اثر شتاب پايه  نشان داده شده است. n×1با ابعاد  xو  x ،xجابجايي، سرعت و شتاب به ترتيب با بردارهاي
gx  بردار  گيرد.قرار مي ×11با ابعاد  1با ابعاد×n هاي سازه است. همچنين نيروي كنترل بردار تاثير شتاب زمين در جرم
cu  1با ابعاد×r شود. ماتريس نيز به سازه اعمال ميuB  با ابعادrn× ها وارد محل درجات آزادي كه نيروهاي كنترل در آن

توان به ) را مي1رابطه ( اندركنش نيروهاي كنترل در طبقات است. ×nnبا ابعاد  Γماتريس  دهد.گردد را نشان ميمي
  صورت زير نوشت:
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  آيد:) به صورت زير در مي2فرم ماتريسي رابطه (
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  با تعريف پارامترهاي زير باشند. هاي صفر و واحد ميبه ترتيب ماتريس Iو  Oهاي در رابطه بالا ماتريس

  

)4(  
1)1(12)1(2

1
1

22
11

×+×+×
−

××

×
−−

××









=








=







−

=







−−

=
rnrn

rnn

nn

nnnn

c

g

u
cc u

x
u

x

x
q

ΓBm

OO
B

cmkm

IO
A




 

  
  :به صورت زير نوشتمي توان معادلات حركت را 

  

)5(  
DuCqy

uBqAq cc

+=
+=  

  
هاي مهم فضاي يكي از ويژگي نماند.مي 2و در حوضه زماني پيوسته 1) را معادله حركت سيستم در فضاي حالت5معادله (

معادله ديفرانسيل خطي ) را به يك 1رابطه ( همگن با ضرايب ثابتنامعادله ديفرانسيل خطي مرتبه دوم حالت آن است كه 
nnبا ابعاد  cAماتريس كند. مي تبديل )5(رابطه  همگن با ضرايب ثابتنا اولمرتبه  22 ماتريس سيستم نام دارد؛ زيرا  ×

2)1(به ترتيب با ابعاد  Dو  cB ،Cهاي همچنين ماتريس هاي سيستم از جمله سختي و ميرايي است.شامل ويژگي +× rn ،
nm )1(و  ×2 +× rm هاي تشكيل دهنده فضاي حالت است. بردار ماتريسy  1با ابعاد×m  خروجي سيستم را نشان
  گردد: به صورت زير تشكيل مي Dو  Cهاي با توجه به نوع خروجي سيستم ماتريسدهد. مي
  

)6(  
  خروجي شتاب  خروجي سرعت  جابجاييخروجي 
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توان با استفاده از ) را مي5معادله حركت به فرم معادله (كند. محل نصب حسگرها را مشخص مي ×nmبا ابعاد  SCماتريس 

  شود.براي اين منظور مثال زير در نظر گرفته ميحل كرد.  MATLABدر محيط  ’DynamicResponseAgUc.m‘برنامه 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                                                            
1 State Space 
2 Continues Time Domain 
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) آمده است. در اين ساختمان 1اي آن در جدول (دهد؛ كه مشخصات سازهپنج طبقه را نشان مييك ساختمان ) 1شكل (مثال: 
هاي مربوط به جابجايي طبقات اول، سوم و پنجم استفاده شده است. همچنين در گيري خروجيحسگر براي اندازهاز سه عدد 

نيروي كنترل در طبقات برابر با شتاب زلزله ضرب در جرم آن  گردد.طبقات دوم و پنجم نيروهاي كنترلي به سازه اعمال مي
   طبقه است. 

  

  1جدول 
 طبقه پنجاي ساختمان پارامترهاي سازه

Stiffness 
(kN/m) 

Mass 
(ton) 

St. 
No 

22000 12 1 
20000 12 2 
17800 12 3 
16000 11 4 
14300 10 5 

%5=ξ  

  
  طبقه پنجساختمان  .1شكل 

  
  شامل موارد زير است: كه كاربر بايد آن را وارد نمايد اين برنامه هايورودي

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
Xg=xlsread('ElCentro.xls', 'Accelerograph', 'B3:B1562'); 
out='acc'; 
m=diag([12 12 12 11 10])*1e3; 
k0=[22e3 20e3 17.8e3 16e3 14.3e3]*1e3; 
xi=0.05; 
st0=0.02; 
st=0.01; 
mv=[1 3 5]; 
rv=[2 5]; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 

 xlsreadتوسط دستور مقياس شده است و  =2m/s 9.807gباشد كه معمولا بر حسب مي Centro-Elشتاب زلزله  Xgكه در آن 
، ’dis‘ از تواندهد كه مينوع خروجي سيستم را نشان مي Outشود. خوانده مي ’ElCentro.xls‘تحت عنوان  Excelاز فايل 

‘vel’  و‘acc’ د.كرهاي جابجايي، سرعت و شتاب سيستم استفاده به ترتيب براي نمايش خروجي m  ماتريس جرم طبقات
ضريب ميرايي سيستم  xi بردار سختي طبقات است. k0گردد. به صورت قطري تشكيل مي diagاستفاده از دستور  ااست كه ب

گام زماني شتاب نگاشت مورد استفاده است. اگر بخواهيم از گام زماني كوچكتر يا بزرگتري برابر با  st0كند. را مشخص مي
ها ها ( محل نصب حسگرها) و مكان وروديبه ترتيب بردار مكان خروجي rvو  mvگردد. تعيين مي stاستفاده كنيم توسط 
  دهد.هاي كنترل) در درجات آزادي مربوطه را نشان مي(محل اعمال نيروي

1m

1k

2m

3m

2k

3k
)(

2
tuc

4m

5m)(
5
tuc

4k

5k

)(txg

1c

2c

3c

4c

5c

Sensor

)()( 11 txty =

)()( 32 txty =

)()( 53 txty =
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  شود: نيز با استفاده از دستور زير محاسبه مي nو تعداد طبقات  tبردار زمان ،  Tمدت زمان زلزله 
  

T=(length(Xg)-1)*st0; 
t=0:st:T; 
n=length (m); 
 

گردد؛ و نهايتا در شتاب تعيين مي stيابي انجام گرفته و شتاب زلزله در هر گام زماني درون XGدر دستور زير به كمك تابع 
2m/s 9.807g=  .نيز ضرب شده است  

 
xg(1:((T/st)+1))=0; 
for i=1:length(xg) 
    xg(i)=XG(Xg,st0,(i-1)*st)*9.807; 
end 

  
  شود. هاي سختي و ميرايي تشكيل ميبه ترتيب ماتريس DampingMatrixو  StiffnessMatrixهاي با استفاده از تابع

  
k=StiffnessMatrix(k0); 
c=DampingMatrix(m ,k,xi); 

  
  دهد:ماتريس سختي را بر اساس رابطه زير تشكيل مي StiffnessMatrixتابع 

  

(7) 










>−=
=−−=

==
≠+= +

10K

1K

K

K

),(

),(),(

),(

1),(

ji

jik

nik

nikk

ji

jiMaxji

miii

miiii

 

 
K),(كه در آن  ji  نشان دهنده),( jiباشد. همچنين امُين درايه ماتريس سختي ميik  سختي طبقهi اُم است. تابع

DampingMatrix دهد:نيز ماتريس ميرايي را براساس رابطه زير تشكيل مي  
  

(8) 
( ) 11

22 −−
==

=

ωMΦΦcωMcΦΦ

mΦΦM

TT

T

ξξ
 

  
ضريب ميرايي  ξباشند. پارامتر به ترتيب ماتريس اشكال مودي و ماتريس فركانس سيستم مي ωو  Φكه در رابطه بالا، 

   شود. هاي كنترل نيز به صورت زير تعريف ميونير سيستم است.

  
  

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
uc(1:length(rv),1:length(xg))=0; 
for i=1:length(rv) 
    uc(i,:)=m(rv(i),rv(i))*xg; 



5 
 

end 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  دهد. تشكيل مي outرا با توجه به نوع خروجي  Dو  cA ،cB ،Cهاي ماتريس StateSpaceAgUcتابع 
   

[Ac,Bc,C,D]=StateSpaceAgUc(m,k,c,rv,mv,out); 
 

  دهد را در فضاي حالت و در فضاي پيوسته زماني تشكيل مي syscسيستم  SSدستور 
  

 sysc=ss(Ac,Bc,C,D); 
  

  به طوري كه
  

Ac=sysc.a 
Bc=sysc.b 
C=sysc.c 
D=sysc.d 

  
  كند:شامل جابجايي اوليه و سرعت اوليه است) مسئله را تعيين ميدستور زير شرايط اوليه (بردار حالت اوليه كه 

  
q0(1:2*n,1)=0; 
 

  گردد:مي محاسبهمعادلات حركت سيستم در فضاي حالت  تشكيل و  uماتريس  با استفاده از دستور زير
  

u(1,:)=xg; 
u(2:length(rv)+1,:)=uc; 
[y]=lsim(sysc,u,t,q0); 
 

كند. خروجي اين ديناميكي يك سيستم خطي را تحت اثر يك ورودي دلخواه شبيه سازه ميتاريخچه زماني پاسخ  lsimدستور 
بايد پاسخ سازه را در حالتي  نشده براي مقايسه سازه كنترل شده با سازه كنترل يا بردار خروجي سيستم است. yدستور همان 

  نيز تعيين كرد. y0كه نيروي كنترل صفر است (حالت بدون كنترل) 
  

u(2:length(rv)+1,:)=0; 
[y0]=lsim(sysc,u,t,q0); 
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  گردد:جابجايي باشد با استفاده از دستور زير رسم مي پاسخ سازه در حالتي كه خروجي

  
if strcmp(out,'dis')==1 
    LB=min(min(y0*100)); 
    UB=max(max(y0*100)); 
    for i=1:length(mv) 
        subplot(length(mv),1,i),plot(t,y0(:,length(mv)-i+1)*100,':k') 
        hold on 
        plot(t,y(:,length(mv)-i+1)*100,'k','linewidth',1.5) 
        if i==length(mv) 
            xlabel('time [sec]','FontSize',8) 
            legend('Uncontrolled','Controlled','orientation','horizontal') 
        end 
        ylabel('dis[cm]','FontSize',8) 
        axis([0 T LB UB]) 
    end 
end 

  
  گردد:سرعت باشد با استفاده از دستور زير رسم مي پاسخ سازه در حالتي كه خروجي

  
if strcmp(out,'vel')==1 
    LB=min(min(y0*100)); 
    UB=max(max(y0*100)); 
    for i=1:length(mv) 
        subplot(length(mv),1,i),plot(t,y0(:,length(mv)-i+1)*100,':k') 
        hold on 
        plot(t,y(:,length(mv)-i+1)*100,'k','linewidth',1.5) 
        if i==length(mv) 
            xlabel('time [sec]','FontSize',8) 
            legend('Uncontrolled','Controlled','orientation','horizontal') 
        end 
        ylabel('vel[cm/s]','FontSize',8) 
        axis([0 T LB UB]) 
    end 
end 

  

  گردد:شتاب باشد با استفاده از دستور زير رسم مي پاسخ سازه در حالتي كه خروجي
  

if strcmp(out,'acc')==1 
    LB=min(min(y0/9.807)); 
    UB=max(max(y0/9.807)); 
    for i=1:length(mv) 
        subplot(length(mv),1,i),plot(t,y0(:,length(mv)-i+1)/9.807,':k') 
        hold on 
        plot(t,y(:,length(mv)-i+1)/9.807,'k','linewidth',1.5) 
        if i==length(mv) 
            xlabel('time [sec]','FontSize',8) 
            legend('Uncontrolled','Controlled','orientation','horizontal') 
        end 
        ylabel('acc[g]','FontSize',8) 
        axis([0 T LB UB]) 
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    end 
end 

  مي باشد: هاي سازه به صورت زيرپاسخ

  
  .El-Centroتاريخچه زماني پاسخ جابجايي در طبقات اول، سوم و پنجم در ازه پنج طبقه تحت اثر زلزله  .2شكل

  
  .El-Centroدر طبقات اول، سوم و پنجم در ازه پنج طبقه تحت اثر زلزله  سرعتتاريخچه زماني پاسخ  .3شكل
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  .El-Centroدر طبقات اول، سوم و پنجم در ازه پنج طبقه تحت اثر زلزله  شتابتاريخچه زماني پاسخ  .4شكل

  كنيم:با كيفيت بالا از روش زير عمل مي Matlabهاي خروجي براي ذخيره نمودن شكل
  انتخاب شود. Export Setupگزينه  Fileاز منوي 

  

  
  

را كليك كرده و  Apply to Figureكنيم. سپس ميتنظيم  600را بر روي  Resolution (dpi)انتخاب شده و  Renderingسپس 
  شويم.از پنجره خارج مي OKبا زدن دكمه 

  

  
 

  انتخاب شود. Saveگزينه  Fileاز منوي 
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  را كليك نماييد.  Saveانتخاب گردد و دكمه  Enhanced metafile (*.emf)فرمت  Save as typeدر قسمت 
  

  
  

  زماني گسستهحوضه  -ب
  

  در فضاي گسسته زماني به صورت زير است) 5معادله (
  

)9(  
)()()(

)()()1(

iii

iii

DuCqy

BuAqq

+=
+=+  

  



10 
 

به ترتيب ماتريس سيستم و ماتريس مكان ورودي در  Bو  Aهاي ماتريس دهد.شماره گام زماني را نشان مي iانديس 
  آيند:دست ميباشند و از رابطه زير به حوضه گسسته زماني مي

  

)10(  


∞

=

⋅ ⋅
==

0

cΔt )
!

Δt
(e c

i

ii

i

A
A A

  

( ) c
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c
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Δ )
!1

Δt
(de c B
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BB A 
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+
⋅

+
⋅==

i

ii
τ

ii
τ  

  
  باشد. گام زماني است و برابر با گام زماني شتاب نگاشت زلزله مي Δt بالا در رابطه

حل  MATLABدر محيط  ’DynamicResponseAgUcd.m‘توان با استفاده از برنامه ) را مي9معادله حركت به فرم معادله (
 پيوستهمراحل كار تا تعريف سيستم در فضاي حالت در حوضه  شود.در نظر گرفته مي قبلي مثالهمان كرد. براي اين منظور 

سيستم از حوضه پيوسته زماني  c2dاست. در ادامه با استفاده از دستور  ’DynamicResponseAgUc.m‘زماني مشابه برنامه 
sysc  تبديل به سيستم در حوضه گسسته زمانيsysd 10شود (رابطه مي .(  

   
sysd=c2d(sysc,st); 
 

  به طوري كه 
 

A=sysd.a; 
B=sysd.b; 
 

 شودبه صورت زير تعريف مي ابعاد بردار حالت و خروجي

  
q(1:2*n,1:length(xg))=0; 
y(1:length(mv),1:length(xg))=0; 
 

محاسبه  ) براي هر گام زماني12با استفاده از دستور زير معادلات حركت در فضاي حالت و در حوضه زماني پيوسته (رابطه 
   گردد.هاي سيستم محاسبه ميشده و پاسخ

 
for i=1:length(xg) 
    if i<length(xg) 
        q(:,i+1)=A*q(:,i)+B*u(:,i); 
    end 
    y(:,i)=C*q(:,i)+D*u(:,i); 
end 
  
y=y'; 
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در اينجا نيز مشابه با حالت قبل، براي مقايسه سازه كنترل شده با سازه كنترل نشده بايد پاسخ سازه را در حالتي كه نيروي 
  نيز تعيين كرد. y0كنترل صفر است (حالت بدون كنترل) 

u(2:length(rv)+1,:)=0; 
q0(1:2*n,1:length(xg))=0; 
y0(1:length(mv),1:length(xg))=0; 
for i=1:length(xg) 
    if i<length(xg) 
        q0(:,i+1)=A*q0(:,i)+B*u(:,i); 
    end 
    y0(:,i)=C*q0(:,i)+D*u(:,i); 
end 
  
y0=y0'; 
 

  رسم نمود.  نيز هاي سيستم رابه طور مشابه با توجه به نوع خروجي مي توان پاسخ
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  حل معادله حركت در فضاي حالت
 MATLABافزار به كمك نرم 

  
 كاوه كرمي

  دانشيار سازه دانشگاه كردستان، دانشكده مهندسي، گروه عمران
https://prof.uok.ac.ir/Ka.Karami  

  
  

  حوضه پيوسته زماني -الف
  

  آيد:دست مياز رابطه زير به درجه آزاد  nيك سيستم  معادله ديناميك حركت
  

)1(  
cug uΓBxmkxxcxm +−=++   

  
هاي ديناميكي سازه شامل باشند. پاسخمي ×nnهاي جرم، ميرايي و سختي با ابعاد به ترتيب ماتريس kو  m ،cكه در آن 

سازه تحت اثر شتاب پايه  نشان داده شده است. n×1با ابعاد  xو  x ،xجابجايي، سرعت و شتاب به ترتيب با بردارهاي
gx  بردار  گيرد.قرار مي ×11با ابعاد  1با ابعاد×n هاي سازه است. همچنين نيروي كنترل بردار تاثير شتاب زمين در جرم
cu  1با ابعاد×r شود. ماتريس نيز به سازه اعمال ميuB  با ابعادrn× ها وارد محل درجات آزادي كه نيروهاي كنترل در آن

توان به ) را مي1اندركنش نيروهاي كنترل در طبقات است. رابطه ( ×nnبا ابعاد  Γماتريس دهد. گردد را نشان ميمي
  صورت زير نوشت:

  

)2(  























−

−
−

−

=
+−−−=

=
−−−

1000

0100

0110

0011

111











Γ

uΓBmxxcmkxmx

xx

cug
  

  
  آيد:) به صورت زير در مي2فرم ماتريسي رابطه (
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به  cuشود كه بردار نيروي كنترل فرض ميباشند. هاي صفر و واحد ميبه ترتيب ماتريس Iو  Oهاي در رابطه بالا ماتريس
  گردد:صورت زير تعريف مي
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nrبا ابعاد  Gكه در آن ماتريس  هاي از جنس ماتريس ×nrبا ابعاد  cGو  kGهاي نام دارد. ماتريس 1ماتريس بهره ×2
  ) خواهيم داشت:3) در رابطه (4با جايگذاري رابطه ( باشند.سختي و ميرايي مي
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  صورت زير ساده نوشت:) به 5توان رابطه (در نتيجه مي

  

)6(  g
cuku

x
O

x

x

GΓBcmGΓBkm

IO

x

x 




12

1

1222
11

12
)()( ×

×

××
−−

××

× 







−
+

















−−−−

=








n

n

nnn

nnnn

n

  

  
  با تعريف پارامترهاي زير
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  :به صورت زير نوشتمي توان معادلات حركت را 
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هاي مهم فضاي يكي از ويژگي نماند.مي 3و در حوضه زماني پيوسته 2) را معادله حركت سيستم در فضاي حالت8معادله (

معادله ديفرانسيل خطي ) را به يك 1رابطه ( همگن با ضرايب ثابتنامعادله ديفرانسيل خطي مرتبه دوم حالت آن است كه 
nnبا ابعاد  cAماتريس كند. مي تبديل )8(رابطه  همگن با ضرايب ثابتنا اولمرتبه  22 ماتريس سيستم نام دارد؛ زيرا  ×

12به ترتيب با ابعاد  Dو  cB ،Cهاي همچنين ماتريس هاي سيستم از جمله سختي و ميرايي است.شامل ويژگي ×n ،
nm با دهد. خروجي سيستم را نشان مي m×1با ابعاد  yهاي تشكيل دهنده فضاي حالت است. بردار ماتريس m×1و  ×2

 گردد: به صورت زير تشكيل مي Dو  Cهاي توجه به نوع خروجي سيستم ماتريس

  
  

                                                            
1 Gain Matrix 
2 State Space 
3 Continues Time Domain 
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  خروجي شتاب  خروجي سرعت  جابجاييخروجي 
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توان با استفاده از ) را مي8معادله حركت به فرم معادله (كند. محل نصب حسگرها را مشخص مي ×nmبا ابعاد  SCماتريس 

  شود.براي اين منظور مثال زير در نظر گرفته ميحل كرد.  MATLABدر محيط  ’DynamicResponseAgUcG.m‘برنامه 
ساختمان ) آمده است. در اين 1اي آن در جدول (دهد؛ كه مشخصات سازهپنج طبقه را نشان مييك ساختمان ) 1شكل (مثال: 

هاي مربوط به جابجايي طبقات اول، سوم و پنجم استفاده شده است. همچنين در گيري خروجياز سه عدد حسگر براي اندازه
به و سوم  مبه نيروهاي كنترل در طبقات دو ربوطم ضريب بهره گردد.طبقات دوم و پنجم نيروهاي كنترلي به سازه اعمال مي

     .صورت زير است
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  1جدول 
 طبقه پنجاي ساختمان پارامترهاي سازه

Stiffness 
(kN/m) 

Mass 
(ton) 

St. 
No 

22000 12 1 
20000 12 2 
17800 12 3 
16000 11 4 
14300 10 5 

%5=ξ  

  
  طبقه پنجساختمان  .1شكل 

  
  شامل موارد زير است: كه كاربر بايد آن را وارد نمايد اين برنامه هايورودي

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
Xg=xlsread('ElCentro.xls', 'Accelerograph', 'B3:B1562'); 
out='acc'; 
m=diag([12 12 12 11 10])*1e3; 
k0=[22e3 20e3 17.8e3 16e3 14.3e3]*1e3; 
xi=0.05; 
st0=0.02; 
st=0.01; 
mv=[1 3 5]; 
rv=[2 5]; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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 xlsreadتوسط دستور مقياس شده است و  =2m/s 9.807gباشد كه معمولا بر حسب مي Centro-Elشتاب زلزله  Xgكه در آن 
، ’dis‘ از تواندهد كه ميسيستم را نشان مينوع خروجي  Outشود. خوانده مي ’ElCentro.xls‘تحت عنوان  Excelاز فايل 

‘vel’  و‘acc’ د.كرهاي جابجايي، سرعت و شتاب سيستم استفاده به ترتيب براي نمايش خروجي m  ماتريس جرم طبقات
ضريب ميرايي سيستم  xi بردار سختي طبقات است. k0گردد. به صورت قطري تشكيل مي diagاستفاده از دستور  ااست كه ب

گام زماني شتاب نگاشت مورد استفاده است. اگر بخواهيم از گام زماني كوچكتر يا بزرگتري برابر با  st0كند. را مشخص مي
ها ها ( محل نصب حسگرها) و مكان وروديبه ترتيب بردار مكان خروجي rvو  mvگردد. تعيين مي stاستفاده كنيم توسط 
  دهد.كنترل) در درجات آزادي مربوطه را نشان مي هاي(محل اعمال نيروي

  شود: نيز با استفاده از دستور زير محاسبه مي nو تعداد طبقات  tبردار زمان ،  Tمدت زمان زلزله 
  

T=(length(Xg)-1)*st0; 
t=0:st:T; 
n=length (m); 
 

گردد؛ و نهايتا در شتاب تعيين مي stيابي انجام گرفته و شتاب زلزله در هر گام زماني درون XGدر دستور زير به كمك تابع 
2m/s 9.807g=  .نيز ضرب شده است  

 
xg(1:((T/st)+1))=0; 
for i=1:length(xg) 
    xg(i)=XG(Xg,st0,(i-1)*st)*9.807; 
end 

  
  شود. هاي سختي و ميرايي تشكيل ميبه ترتيب ماتريس DampingMatrixو  StiffnessMatrixهاي با استفاده از تابع

  
k=StiffnessMatrix(k0); 
c=DampingMatrix(m ,k,xi); 

  
  دهد:ماتريس سختي را بر اساس رابطه زير تشكيل مي StiffnessMatrixتابع 
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K),(كه در آن  ji  نشان دهنده),( jiباشد. همچنين امُين درايه ماتريس سختي ميik  سختي طبقهi اُم است. تابع

DampingMatrix دهد:نيز ماتريس ميرايي را براساس رابطه زير تشكيل مي  
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ضريب ميرايي  ξباشند. پارامتر به ترتيب ماتريس اشكال مودي و ماتريس فركانس سيستم مي ωو  Φكه در رابطه بالا، 
   نيز بايد كاربر آن را مشخص نمايد. Gcو  Gkهاي ماتريس سيستم است.

  
  

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
Gk=zeros(length(rv),n); 
Gk(1,2)=-0.1*k0(2); 
Gk(2,5)=-0.15*k0(5); 
Gc=zeros(length(rv),n); 
Gc(1,2)=-1*(-c(1,2)); 
Gc(2,5)=-1*c(5,5); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
  دهد. تشكيل مي outرا با توجه به نوع خروجي  Dو  cA ،cB ،Cاي هماتريس StateSpaceAgUcGتابع 

   
[Ac,Bc,C,D]=StateSpaceAgUcG(m,k,c,Gk,Gc,rv,mv,out); 

  
  دهد را در فضاي حالت و در فضاي پيوسته زماني تشكيل مي syscسيستم  SSدستور 

  
 sysc=ss(Ac,Bc,C,D); 

  
  به طوري كه

  
Ac=sysc.a 
Bc=sysc.b 
C=sysc.c 
D=sysc.d 

  
  كند:دستور زير شرايط اوليه (بردار حالت اوليه كه شامل جابجايي اوليه و سرعت اوليه است) مسئله را تعيين مي

  
q0(1:2*n,1)=0; 
 

  گردد:مي محاسبهبا استفاده از دستور زير معادلات حركت سيستم در فضاي حالت 
 
[y]=lsim(sysc,xg,t,q0); 
 

كند. خروجي اين ديناميكي يك سيستم خطي را تحت اثر يك ورودي دلخواه شبيه سازه ميتاريخچه زماني پاسخ  lsimدستور 
بايد پاسخ سازه را در حالتي  نشده سازه كنترل شده با سازه كنترلبراي مقايسه  يا بردار خروجي سيستم است. yدستور همان 

  نيز تعيين كرد. y0كه نيروي كنترل صفر است (حالت بدون كنترل) 
  

Gk0=zeros(length(rv),n); 
Gc0=zeros(length(rv),n); 
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[Ac0,Bc0,C0,D0]=StateSpaceAgUcG(m,k,c,Gk0,Gc0,rv,mv,out); 
sysc0=ss(Ac0,Bc0,C0,D0); 
[y0]=lsim(sysc0,xg,t,q0); 

   
  گردد:جابجايي باشد با استفاده از دستور زير رسم مي پاسخ سازه در حالتي كه خروجي

  
if strcmp(out,'dis')==1 
    LB=min(min(y0*100)); 
    UB=max(max(y0*100)); 
    for i=1:length(mv) 
        subplot(length(mv),1,i),plot(t,y0(:,length(mv)-i+1)*100,':k') 
        hold on 
        plot(t,y(:,length(mv)-i+1)*100,'k','linewidth',1.5) 
        if i==length(mv) 
            xlabel('time [sec]','FontSize',8) 
            legend('Uncontrolled','Controlled','orientation','horizontal') 
        end 
        ylabel('dis[cm]','FontSize',8) 
        axis([0 T LB UB]) 
    end 
end 

  
  گردد:سرعت باشد با استفاده از دستور زير رسم مي پاسخ سازه در حالتي كه خروجي

  
if strcmp(out,'vel')==1 
    LB=min(min(y0*100)); 
    UB=max(max(y0*100)); 
    for i=1:length(mv) 
        subplot(length(mv),1,i),plot(t,y0(:,length(mv)-i+1)*100,':k') 
        hold on 
        plot(t,y(:,length(mv)-i+1)*100,'k','linewidth',1.5) 
        if i==length(mv) 
            xlabel('time [sec]','FontSize',8) 
            legend('Uncontrolled','Controlled','orientation','horizontal') 
        end 
        ylabel('vel[cm/s]','FontSize',8) 
        axis([0 T LB UB]) 
    end 
end 

  

  گردد:شتاب باشد با استفاده از دستور زير رسم مي پاسخ سازه در حالتي كه خروجي
  

if strcmp(out,'acc')==1 
    LB=min(min(y0/9.807)); 
    UB=max(max(y0/9.807)); 
    for i=1:length(mv) 
        subplot(length(mv),1,i),plot(t,y0(:,length(mv)-i+1)/9.807,':k') 
        hold on 
        plot(t,y(:,length(mv)-i+1)/9.807,'k','linewidth',1.5) 
        if i==length(mv) 
            xlabel('time [sec]','FontSize',8) 
            legend('Uncontrolled','Controlled','orientation','horizontal') 
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        end 
        ylabel('acc[g]','FontSize',8) 
        axis([0 T LB UB]) 
    end 
end 

  باشد:هاي سازه به صورت زير مي پاسخ

  
  .El-Centroتاريخچه زماني پاسخ جابجايي در طبقات اول، سوم و پنجم در ازه پنج طبقه تحت اثر زلزله  .2شكل

  
  .El-Centroدر طبقات اول، سوم و پنجم در ازه پنج طبقه تحت اثر زلزله  سرعتتاريخچه زماني پاسخ  .3شكل
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  .El-Centroدر طبقات اول، سوم و پنجم در ازه پنج طبقه تحت اثر زلزله  شتابتاريخچه زماني پاسخ  .4شكل

  كنيم:با كيفيت بالا از روش زير عمل مي Matlabهاي خروجي براي ذخيره نمودن شكل
  انتخاب شود. Export Setupگزينه  Fileاز منوي 

  

  
  

را كليك كرده و  Apply to Figureكنيم. سپس ميتنظيم  600را بر روي  Resolution (dpi)انتخاب شده و  Renderingسپس 
  شويم.از پنجره خارج مي OKبا زدن دكمه 
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  انتخاب شود. Saveگزينه  Fileاز منوي 
  

  
  

  را كليك نماييد.  Saveانتخاب گردد و دكمه  Enhanced metafile (*.emf)فرمت  Save as typeدر قسمت 
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  زماني گسستهحوضه  -ب
  

  در فضاي گسسته زماني به صورت زير است) 8معادله (
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به ترتيب ماتريس سيستم و ماتريس مكان ورودي در  Bو  Aهاي ماتريس دهد.شماره گام زماني را نشان مي iانديس 

  آيند:دست ميباشند و از رابطه زير به حوضه گسسته زماني مي
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  باشد. گام زماني است و برابر با گام زماني شتاب نگاشت زلزله مي Δt بالا در رابطه

 MATLABدر محيط  ’DynamicResponseAgUcGd.m‘توان با استفاده از برنامه ) را مي12معادله حركت به فرم معادله (
مراحل كار تا تعريف سيستم در فضاي حالت در حوضه  شود.در نظر گرفته مي قبلي مثالهمان حل كرد. براي اين منظور 

سيستم از حوضه  c2dاست. در ادامه با استفاده از دستور  ’DynamicResponseAgUcG.m‘زماني مشابه برنامه  پيوسته
  ). 13شود (رابطه مي sysdتبديل به سيستم در حوضه گسسته زماني  syscپيوسته زماني 

   
sysd=c2d(sysc,st); 
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  به طوري كه 
 

A=sysd.a; 
B=sysd.b; 
 

 شودبه صورت زير تعريف مي ابعاد بردار حالت و خروجي

  
q(1:2*n,1:length(xg))=0; 
y(1:length(mv),1:length(xg))=0; 
 

محاسبه  ) براي هر گام زماني12با استفاده از دستور زير معادلات حركت در فضاي حالت و در حوضه زماني پيوسته (رابطه 
   گردد.هاي سيستم محاسبه ميشده و پاسخ

 
for i=1:length(xg) 
    if i<length(xg) 
        q(:,i+1)=A*q(:,i)+B*xg(i); 
    end 
    y(:,i)=C*q(:,i)+D*xg(i); 
end 
  
y=y'; 
 
در اينجا نيز مشابه با حالت قبل، براي مقايسه سازه كنترل شده با سازه كنترل نشده بايد پاسخ سازه را در حالتي كه نيروي 

  نيز تعيين كرد. y0كنترل صفر است (حالت بدون كنترل) 
Gk0=zeros(length(rv),n); 
Gc0=zeros(length(rv),n); 
[Ac0,Bc0,C0,D0]=StateSpaceAgUcG(m,k,c,Gk0,Gc0,rv,mv,out); 
sysc0=ss(Ac0,Bc0,C0,D0); 
sysd0=c2d(sysc0,st); 
A0=sysd0.a; 
B0=sysd0.b; 
   
 
q0(1:2*n,1:length(xg))=0; 
y0(1:length(mv),1:length(xg))=0; 
for i=1:length(xg) 
    if i<length(xg) 
        q0(:,i+1)=A0*q0(:,i)+B0*xg(i); 
    end 
    y0(:,i)=C*q0(:,i)+D*xg(i); 
end 
  
y0=y0'; 
 

  رسم نمود.  نيز هاي سيستم رابه طور مشابه با توجه به نوع خروجي مي توان پاسخ
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  حل معادله حركت در فضاي حالت
 MATLABافزار به كمك نرم 

  
 كاوه كرمي

  دانشيار سازه دانشگاه كردستان، دانشكده مهندسي، گروه عمران
https://prof.uok.ac.ir/Ka.Karami  

  
  

  حوضه پيوسته زماني -الف
  

  آيد:دست مياز رابطه زير به درجه آزاد  nيك سيستم  معادله ديناميك حركت
  

)1(  
cug uΓBxmkxxcxm +−=++   

  
هاي ديناميكي سازه شامل باشند. پاسخمي ×nnهاي جرم، ميرايي و سختي با ابعاد به ترتيب ماتريس kو  m ،cكه در آن 

سازه تحت اثر شتاب پايه  نشان داده شده است. n×1با ابعاد  xو  x ،xجابجايي، سرعت و شتاب به ترتيب با بردارهاي
gx  بردار  گيرد.قرار مي ×11با ابعاد  1با ابعاد×n هاي سازه است. همچنين نيروي كنترل بردار تاثير شتاب زمين در جرم
cu  1با ابعاد×r شود. ماتريس نيز به سازه اعمال ميuB  با ابعادrn× ها وارد محل درجات آزادي كه نيروهاي كنترل در آن

توان به ) را مي1اندركنش نيروهاي كنترل در طبقات است. رابطه ( ×nnبا ابعاد  Γماتريس دهد. گردد را نشان ميمي
  صورت زير نوشت:
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  آيد:) به صورت زير در مي2فرم ماتريسي رابطه (
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به  cuشود كه بردار نيروي كنترل فرض ميباشند. هاي صفر و واحد ميبه ترتيب ماتريس Iو  Oهاي در رابطه بالا ماتريس
  گردد:صورت زير تعريف مي
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nrبا ابعاد  Gكه در آن ماتريس  هاي از جنس ماتريس ×nrبا ابعاد  cGو  kGهاي نام دارد. ماتريس 1ماتريس بهره ×2
  ) خواهيم داشت:3) در رابطه (4با جايگذاري رابطه ( باشند.سختي و ميرايي مي
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  صورت زير ساده نوشت:) به 5توان رابطه (در نتيجه مي
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  با تعريف پارامترهاي زير

)7(  
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  :به صورت زير نوشتمي توان معادلات حركت را 
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هاي مهم فضاي يكي از ويژگي نماند.مي 3و در حوضه زماني پيوسته 2) را معادله حركت سيستم در فضاي حالت8معادله (

معادله ديفرانسيل خطي ) را به يك 1رابطه ( همگن با ضرايب ثابتنامعادله ديفرانسيل خطي مرتبه دوم حالت آن است كه 
nnبا ابعاد  cAماتريس كند. مي تبديل )8(رابطه  همگن با ضرايب ثابتنا اولمرتبه  22 ماتريس سيستم نام دارد؛ زيرا  ×

12به ترتيب با ابعاد  Dو  cB ،Cهاي همچنين ماتريس هاي سيستم از جمله سختي و ميرايي است.شامل ويژگي ×n ،
nm با دهد. خروجي سيستم را نشان مي m×1با ابعاد  yهاي تشكيل دهنده فضاي حالت است. بردار ماتريس m×1و  ×2

 گردد: به صورت زير تشكيل مي Dو  Cهاي توجه به نوع خروجي سيستم ماتريس

  
  

                                                            
1 Gain Matrix 
2 State Space 
3 Continues Time Domain 
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)9( 
  خروجي شتاب  خروجي سرعت  جابجاييخروجي 
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توان با استفاده از ) را مي8معادله حركت به فرم معادله (كند. محل نصب حسگرها را مشخص مي ×nmبا ابعاد  SCماتريس 

  شود.براي اين منظور مثال زير در نظر گرفته ميحل كرد.  MATLABدر محيط  ’DynamicResponseAgUcG.m‘برنامه 
ساختمان ) آمده است. در اين 1اي آن در جدول (دهد؛ كه مشخصات سازهپنج طبقه را نشان مييك ساختمان ) 1شكل (مثال: 

هاي مربوط به جابجايي طبقات اول، سوم و پنجم استفاده شده است. همچنين در گيري خروجياز سه عدد حسگر براي اندازه
به و سوم  مبه نيروهاي كنترل در طبقات دو ربوطم ضريب بهره گردد.طبقات دوم و پنجم نيروهاي كنترلي به سازه اعمال مي

     .صورت زير است
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  1جدول 
 طبقه پنجاي ساختمان پارامترهاي سازه

Stiffness 
(kN/m) 

Mass 
(ton) 

St. 
No 

22000 12 1 
20000 12 2 
17800 12 3 
16000 11 4 
14300 10 5 

%5=ξ  

  
  طبقه پنجساختمان  .1شكل 

  
  شامل موارد زير است: كه كاربر بايد آن را وارد نمايد اين برنامه هايورودي

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
Xg=xlsread('ElCentro.xls', 'Accelerograph', 'B3:B1562'); 
out='acc'; 
m=diag([12 12 12 11 10])*1e3; 
k0=[22e3 20e3 17.8e3 16e3 14.3e3]*1e3; 
xi=0.05; 
st0=0.02; 
st=0.01; 
mv=[1 3 5]; 
rv=[2 5]; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

1m
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 xlsreadتوسط دستور مقياس شده است و  =2m/s 9.807gباشد كه معمولا بر حسب مي Centro-Elشتاب زلزله  Xgكه در آن 
، ’dis‘ از تواندهد كه ميسيستم را نشان مينوع خروجي  Outشود. خوانده مي ’ElCentro.xls‘تحت عنوان  Excelاز فايل 

‘vel’  و‘acc’ د.كرهاي جابجايي، سرعت و شتاب سيستم استفاده به ترتيب براي نمايش خروجي m  ماتريس جرم طبقات
ضريب ميرايي سيستم  xi بردار سختي طبقات است. k0گردد. به صورت قطري تشكيل مي diagاستفاده از دستور  ااست كه ب

گام زماني شتاب نگاشت مورد استفاده است. اگر بخواهيم از گام زماني كوچكتر يا بزرگتري برابر با  st0كند. را مشخص مي
ها ها ( محل نصب حسگرها) و مكان وروديبه ترتيب بردار مكان خروجي rvو  mvگردد. تعيين مي stاستفاده كنيم توسط 
  دهد.كنترل) در درجات آزادي مربوطه را نشان مي هاي(محل اعمال نيروي

  شود: نيز با استفاده از دستور زير محاسبه مي nو تعداد طبقات  tبردار زمان ،  Tمدت زمان زلزله 
  

T=(length(Xg)-1)*st0; 
t=0:st:T; 
n=length (m); 
 

گردد؛ و نهايتا در شتاب تعيين مي stيابي انجام گرفته و شتاب زلزله در هر گام زماني درون XGدر دستور زير به كمك تابع 
2m/s 9.807g=  .نيز ضرب شده است  

 
xg(1:((T/st)+1))=0; 
for i=1:length(xg) 
    xg(i)=XG(Xg,st0,(i-1)*st)*9.807; 
end 

  
  شود. هاي سختي و ميرايي تشكيل ميبه ترتيب ماتريس DampingMatrixو  StiffnessMatrixهاي با استفاده از تابع

  
k=StiffnessMatrix(k0); 
c=DampingMatrix(m ,k,xi); 

  
  دهد:ماتريس سختي را بر اساس رابطه زير تشكيل مي StiffnessMatrixتابع 
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K),(كه در آن  ji  نشان دهنده),( jiباشد. همچنين امُين درايه ماتريس سختي ميik  سختي طبقهi اُم است. تابع

DampingMatrix دهد:نيز ماتريس ميرايي را براساس رابطه زير تشكيل مي  
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ضريب ميرايي  ξباشند. پارامتر به ترتيب ماتريس اشكال مودي و ماتريس فركانس سيستم مي ωو  Φكه در رابطه بالا، 
   نيز بايد كاربر آن را مشخص نمايد. Gcو  Gkهاي ماتريس سيستم است.

  
  

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
Gk=zeros(length(rv),n); 
Gk(1,2)=-0.1*k0(2); 
Gk(2,5)=-0.15*k0(5); 
Gc=zeros(length(rv),n); 
Gc(1,2)=-1*(-c(1,2)); 
Gc(2,5)=-1*c(5,5); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
  دهد. تشكيل مي outرا با توجه به نوع خروجي  Dو  cA ،cB ،Cاي هماتريس StateSpaceAgUcGتابع 

   
[Ac,Bc,C,D]=StateSpaceAgUcG(m,k,c,Gk,Gc,rv,mv,out); 

  
  دهد را در فضاي حالت و در فضاي پيوسته زماني تشكيل مي syscسيستم  SSدستور 

  
 sysc=ss(Ac,Bc,C,D); 

  
  به طوري كه

  
Ac=sysc.a 
Bc=sysc.b 
C=sysc.c 
D=sysc.d 

  
  كند:دستور زير شرايط اوليه (بردار حالت اوليه كه شامل جابجايي اوليه و سرعت اوليه است) مسئله را تعيين مي

  
q0(1:2*n,1)=0; 
 

  گردد:مي محاسبهبا استفاده از دستور زير معادلات حركت سيستم در فضاي حالت 
 
[y]=lsim(sysc,xg,t,q0); 
 

كند. خروجي اين ديناميكي يك سيستم خطي را تحت اثر يك ورودي دلخواه شبيه سازه ميتاريخچه زماني پاسخ  lsimدستور 
بايد پاسخ سازه را در حالتي  نشده سازه كنترل شده با سازه كنترلبراي مقايسه  يا بردار خروجي سيستم است. yدستور همان 

  نيز تعيين كرد. y0كه نيروي كنترل صفر است (حالت بدون كنترل) 
  

Gk0=zeros(length(rv),n); 
Gc0=zeros(length(rv),n); 



6 
 

[Ac0,Bc0,C0,D0]=StateSpaceAgUcG(m,k,c,Gk0,Gc0,rv,mv,out); 
sysc0=ss(Ac0,Bc0,C0,D0); 
[y0]=lsim(sysc0,xg,t,q0); 

   
  گردد:جابجايي باشد با استفاده از دستور زير رسم مي پاسخ سازه در حالتي كه خروجي

  
if strcmp(out,'dis')==1 
    LB=min(min(y0*100)); 
    UB=max(max(y0*100)); 
    for i=1:length(mv) 
        subplot(length(mv),1,i),plot(t,y0(:,length(mv)-i+1)*100,':k') 
        hold on 
        plot(t,y(:,length(mv)-i+1)*100,'k','linewidth',1.5) 
        if i==length(mv) 
            xlabel('time [sec]','FontSize',8) 
            legend('Uncontrolled','Controlled','orientation','horizontal') 
        end 
        ylabel('dis[cm]','FontSize',8) 
        axis([0 T LB UB]) 
    end 
end 

  
  گردد:سرعت باشد با استفاده از دستور زير رسم مي پاسخ سازه در حالتي كه خروجي

  
if strcmp(out,'vel')==1 
    LB=min(min(y0*100)); 
    UB=max(max(y0*100)); 
    for i=1:length(mv) 
        subplot(length(mv),1,i),plot(t,y0(:,length(mv)-i+1)*100,':k') 
        hold on 
        plot(t,y(:,length(mv)-i+1)*100,'k','linewidth',1.5) 
        if i==length(mv) 
            xlabel('time [sec]','FontSize',8) 
            legend('Uncontrolled','Controlled','orientation','horizontal') 
        end 
        ylabel('vel[cm/s]','FontSize',8) 
        axis([0 T LB UB]) 
    end 
end 

  

  گردد:شتاب باشد با استفاده از دستور زير رسم مي پاسخ سازه در حالتي كه خروجي
  

if strcmp(out,'acc')==1 
    LB=min(min(y0/9.807)); 
    UB=max(max(y0/9.807)); 
    for i=1:length(mv) 
        subplot(length(mv),1,i),plot(t,y0(:,length(mv)-i+1)/9.807,':k') 
        hold on 
        plot(t,y(:,length(mv)-i+1)/9.807,'k','linewidth',1.5) 
        if i==length(mv) 
            xlabel('time [sec]','FontSize',8) 
            legend('Uncontrolled','Controlled','orientation','horizontal') 
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        end 
        ylabel('acc[g]','FontSize',8) 
        axis([0 T LB UB]) 
    end 
end 

  باشد:هاي سازه به صورت زير مي پاسخ

  
  .El-Centroتاريخچه زماني پاسخ جابجايي در طبقات اول، سوم و پنجم در ازه پنج طبقه تحت اثر زلزله  .2شكل

  
  .El-Centroدر طبقات اول، سوم و پنجم در ازه پنج طبقه تحت اثر زلزله  سرعتتاريخچه زماني پاسخ  .3شكل
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  .El-Centroدر طبقات اول، سوم و پنجم در ازه پنج طبقه تحت اثر زلزله  شتابتاريخچه زماني پاسخ  .4شكل

  كنيم:با كيفيت بالا از روش زير عمل مي Matlabهاي خروجي براي ذخيره نمودن شكل
  انتخاب شود. Export Setupگزينه  Fileاز منوي 

  

  
  

را كليك كرده و  Apply to Figureكنيم. سپس ميتنظيم  600را بر روي  Resolution (dpi)انتخاب شده و  Renderingسپس 
  شويم.از پنجره خارج مي OKبا زدن دكمه 
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  انتخاب شود. Saveگزينه  Fileاز منوي 
  

  
  

  را كليك نماييد.  Saveانتخاب گردد و دكمه  Enhanced metafile (*.emf)فرمت  Save as typeدر قسمت 
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  زماني گسستهحوضه  -ب
  

  در فضاي گسسته زماني به صورت زير است) 8معادله (
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به ترتيب ماتريس سيستم و ماتريس مكان ورودي در  Bو  Aهاي ماتريس دهد.شماره گام زماني را نشان مي iانديس 

  آيند:دست ميباشند و از رابطه زير به حوضه گسسته زماني مي
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  باشد. گام زماني است و برابر با گام زماني شتاب نگاشت زلزله مي Δt بالا در رابطه

 MATLABدر محيط  ’DynamicResponseAgUcGd.m‘توان با استفاده از برنامه ) را مي12معادله حركت به فرم معادله (
مراحل كار تا تعريف سيستم در فضاي حالت در حوضه  شود.در نظر گرفته مي قبلي مثالهمان حل كرد. براي اين منظور 

سيستم از حوضه  c2dاست. در ادامه با استفاده از دستور  ’DynamicResponseAgUcG.m‘زماني مشابه برنامه  پيوسته
  ). 13شود (رابطه مي sysdتبديل به سيستم در حوضه گسسته زماني  syscپيوسته زماني 

   
sysd=c2d(sysc,st); 
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  به طوري كه 
 

A=sysd.a; 
B=sysd.b; 
 

 شودبه صورت زير تعريف مي ابعاد بردار حالت و خروجي

  
q(1:2*n,1:length(xg))=0; 
y(1:length(mv),1:length(xg))=0; 
 

محاسبه  ) براي هر گام زماني12با استفاده از دستور زير معادلات حركت در فضاي حالت و در حوضه زماني پيوسته (رابطه 
   گردد.هاي سيستم محاسبه ميشده و پاسخ

 
for i=1:length(xg) 
    if i<length(xg) 
        q(:,i+1)=A*q(:,i)+B*xg(i); 
    end 
    y(:,i)=C*q(:,i)+D*xg(i); 
end 
  
y=y'; 
 
در اينجا نيز مشابه با حالت قبل، براي مقايسه سازه كنترل شده با سازه كنترل نشده بايد پاسخ سازه را در حالتي كه نيروي 

  نيز تعيين كرد. y0كنترل صفر است (حالت بدون كنترل) 
Gk0=zeros(length(rv),n); 
Gc0=zeros(length(rv),n); 
[Ac0,Bc0,C0,D0]=StateSpaceAgUcG(m,k,c,Gk0,Gc0,rv,mv,out); 
sysc0=ss(Ac0,Bc0,C0,D0); 
sysd0=c2d(sysc0,st); 
A0=sysd0.a; 
B0=sysd0.b; 
   
 
q0(1:2*n,1:length(xg))=0; 
y0(1:length(mv),1:length(xg))=0; 
for i=1:length(xg) 
    if i<length(xg) 
        q0(:,i+1)=A0*q0(:,i)+B0*xg(i); 
    end 
    y0(:,i)=C*q0(:,i)+D*xg(i); 
end 
  
y0=y0'; 
 

  رسم نمود.  نيز هاي سيستم رابه طور مشابه با توجه به نوع خروجي مي توان پاسخ


	08-EOM-in-State-Space-Form1
	Earthquake acceleration
	Earthquake acceleration and control forces
	Earthquake acceleration and control forces with interaction
	Earthquake acceleration and control forces with Gain Matrix
	Earthquake acceleration and control forces with Gain Matrix with interaction

