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Full Newton Raphson Iteration Method

:حل شوند عبارتند از   t+Δtمعادلات اساسي كه بايد در تحليل غيرخطي در زمان 
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  با معادل كه است گرهي نقاط نيروهاي بردار و خارجي وارد گرهي بارهاي شامل        بردار

 تقلمس         بردار .دارد گره اي جابجايي هاي با غيرخطي رابطه       بردار .مي باشند المان تنش هاي

  بردار دو .دارد )Uplift و Pounding( تكيه گاهي شرايط به بستگي و است ناپيوسته و تغييرشكل ها از

  .مي شوند تعيين مجازي تغييرمكان هاي اصل از استفاده با مذكور

Rtt Δ+Ftt Δ+

آن در كه

Ftt Δ+Rtt Δ+
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 …,i=1,2,3 ازاي به هستند، تغييرشكل ها از مستقل بارها اينكه فرض با Newton-Raphson شونده تكرار روش

: مي گردد معرفي زير بصورت
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 (3)     

(2)        

(1)         

 كه مي كنيم محاسبه را نامتعادل بار بردار يك )1( رابطه در .مي شود فرض خطي سازه رفتار تكرار، هر در

 كه مي دهيم ادامه حدي تا را تكرارها و مي شود )2(  رابطه در آمده بدست تغييرمكان در نمو يك به منجر

 حاصل         نهايت در .شوند كوچك كافي اندازة به           تغييرمكان نمو       نامتعادل بار بردار

  نيروهاي كرنش-تنش روابط براساس و شده محاسبه كرنش ها گره اي تغييرمكان استفاده با سپس .مي شود

                 .مي گردد حاصل F داخلي

)1( −Δ iR)(iUΔUtt Δ+

  اينرم افزاره در اما .است قبول قابل برنامه ها فرض پيش هستند غيرخطي كه تجاري برنامه هاي در

  .كرد تعيين را پارامترها تك تك بايد حرفه اي

Full Newton Raphson Iteration Method
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: است زير معادله جواب يافتن معادل محدود المان تعادل شرايط ارضاي

(4)             0)( =∗Uf

(5)         )()()( ∗Δ+∗Δ+∗ −= UFURUf tttt

: داريم آن در كه

 ودش گرفته نظر در بايد ولي مي دهيم نمايش       با را جواب كامل آراية بحث ادامة در و اينجا در

. شدبا نيز دوران ها و تنش متغييرهاي مانند تغييرمكان جز به متغيرهايي شامل بردار اين كه

∗U

 حل و               مماسي سختي ماتريس و                بردار محاسبة ، حل روش هاي كلية مهم اجزاي

.مي باشند )2( رابطه فرم به معادلات

)1( −Δ+ itt K )1( −Δ+ itt F

  شرايط با كه است u به وابسته ناپيوسته صورت به بلكه نمي باشد u به پيوسته وابسته              بردار

:نتيجه در .مي شود انجام معادله اوليه
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. هستند شكل ها تغيير از مستقل خارجي وارد بارهاي كه كرده ايم فرض آن در كه

  يسر بسط يك از صورت اين در كرده ايم، تعيين را             تكراري، حل روش در كه كنيد فرض

Taylor مي آيد بدست زير نتيجة :  

)1( −Δ+ itt U

: مي شود حاصل زير نتيجة )4(  رابطه از استفاده با و )6( رابطه در )5( رابطه جايگذاري از
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 iteration هر در را سازه رفتار كه معني اين به( نمائيم صرفنظر )7( معادله در بالاتر مرتبه عبارات از اگر
: كرد محاسبه زير صورت به را مكان ها تغيير در نمو يك مي توان )كنيم فرض خطي

)1( −Δ+ itt K

:و جواب اصلاح شدة تغييرمكان عبارت است از 

)8(       )1()()1( −Δ+Δ+−Δ+ −=Δ ittttiitt FRUK

(9)        )1(

)1(
−Δ+

ûْ

ù
êë

é

∂
∂=−Δ+

itt U

itt

U

f
K

(10)        )()1()( iittitt UUU Δ+= −Δ+Δ+

 تشكيل را محدود المان سيستم تعادل شرايط معادلة Newton-Raphson حل روش )10( و )8( روابط
:و شرايط اوليه در اين تكرار عبارتند از .مي دهند

روش  مشخصة اين روش تكراري آن است كه در هر تكرار يك ماتريس سختي مماسي جديد محاسبه مي شود و بدين دليل است كه

.  معروف است  Newton-Raphsonنام مذكور به روش 

KKFFUU ttttttttt === Δ+Δ+Δ+ )0()0()0(     ;        ;
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 . مي دهد نشان آزادي درجة يك با سيستم يك براي آن كاربرد هنگام در را مذكور حل فرآيند زير شكل

. مي شود سريعاًحاصل همگرايي كه هستند به گونه اي غيرخطي پاسخ مشخصات

Full Newton Raphson Iteration Method
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:  براي يك سيستم با يك درجة آزادي داريم :  1مثال 

1,        )(24     ; 10 t2
1
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:  حاكم داريم  به عنوان معادلة) 8(در اين حالت متناظر با رابطة :  1حل مثال 

.براي محاسبة              استفاده كنيد Newton-Raphsonاز روش تكراري حل  Utt Δ+
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.شود  و همگرايي در چهار تكرار حاصل مي

0000.90098.0:4

9902.85738.0:3
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  1حل مثال 
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:بصورت زير بيان مي گرددباختصار براي حل پذير بودن روش  Newton-Raphsonبرخي از خواص مهم  روش حل 

: از است عبارت اول خاصيت  

 به( حل متغيرهاي به نسبت آن نخست مشتقات و f و بوده غيرتكين                مماسي سختي ماتريس اگر

 دو يا شيب ود نقطه يك در يعني( بوده پيوسته       همسايگي در ) مماسي سختي ماتريس عناصر ديگر عبارت

 در ، باشد قعوا همسايگي آن در          اگر همچنين و )شكستگي بدون و باشد پيوسته باشيم نداشته سختي

 سيلةو به شده ايجاد تكراري جواب هاي دنبالة و بود خواهد                از نزديكتر         به             اينصورت

 .شد خواهد همگرا          به )10( تا )8( الگوريتم

)1( −Δ+ itt K

)1( −Δ+ itt U

∗U

)(itt UΔ+)1( −Δ+ itt U ∗U

∗U

: از است عبارت دوم خاصيت  

  نيز را زير رابطة ،              و        همسايگي در ها     و      كلية ازاي به مماسي سختي ماتريس اگر

:نمايد ارضا
0>L 1U∗U 2U

 ε، خطا از مرتبة  iبدين معني كه اگر بعد از تكرار . در اين صورت همگرايي از نوع درجة دوم خواهد بود 
.خواهد بود  ε²از مرتبة  i+1باشد، در اينصورت خطا بعد از تكرار 

(11)            2121
UULKK U

tt
U

tt −≤− Δ+Δ+

)Nonsingular(معكوس پذير باشد 

 ار ماتريس يا بردار مجموع نُرم،

.مي كند تبديل عدد يك به
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 و دش خواهد استفاده كامل مماسي سختي ماتريس از امكان صورت در مؤثر، محدود المان برنامة يك در
 كاهش ) مشوي مواجه همگرايي اشكالات با كه درصورتي ( همگرايي به رسيدن براي اصلي روش بنابراين

  .است بار پلة مقدار

 به مماسي سختي ماتريس و شود نزديك        پاسخ به كافي مقدار به مذكور، حل راه تكرار عمليات در اگر

 smooth بايد حنيمن .بيافتد اتفاق سريع همگرايي كه مي رود انتظار باشد؛ نداشته تغييراتي ناگهاني صورت
  را ديگري روش بايد نباشد Smooth سختي تغييرات اگر .باشيم نداشته سختي ناگهاني تغييرات تا باشد

.كرد انتخاب

∗U

P

Δ
.حل در اين ناهمواري ها گير مي كند

Full Newton Raphson Iteration Method
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 كردن بروز به آناليز هزينه و زمان كه مي شود ملاحظه ، Newton-Raphson تكراري روش گرفتن نظر در با

 مرتبة از سيستم هاي در كه آنجا از .دارد بستگي iteration هر ابتداي و Step هر ابتداي در سختي ماتريس

      افتهي تعديل الگوريتم هاي از استفاده اينرو از باشند، پرهزينه كاملاً مي توانند محاسبات اين بالاتر

Newton-Raphson باشد داشته هزينه ها كاهش در مؤثري نقش مي تواند كامل.

 نظر رد خوبي به را مواد خطي غير رفتار روش اين مي كند تغيير لحظه هر در خط شيب F.N.R روش در چون

 آن شيب كه مي گيريم نظر در را سختي خطي دو منحني يك حداكثر عمراني سازه هاي در معمولا .مي گيرد

  هندسي يرخطيغ بحث پس .ندارد كاربرد زياد مصالح بودن غيرخطي بنابراين .مي كند تغيير نقطه يك در فقط

  )مواد از غير هب ( ديگر غيرخطي هاي تا كنيم استفاده ديگري تكنيك هاي از است بهتر بنابراين .مي شود مطرح

   .باشند حساس

.است مناسبي انتخاب F.N.R روش است غيرخطي كاملا كرنش-تنش رابطه كه تنها، بتني قطعه يك تحليل در

Full Newton Raphson Iteration Method
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Initial Stress Method

  در         ةاولي سختي ماتريس كاربرد است، يافته تعديل روشهاي از يكي : اوليه تنش روش – الف
  : مي آيند در زير صورت به معادلات اينرو از و است )8( رابطة

K0

  براي را اوليه تنش روش عملكرد زير شكل :د از و شرايط اوليه در اين تكرار عبارتن

.مي دهد نشان آزادي درجة يك سيستم يك

)12(       )1()(0 −Δ+Δ+ −=Δ itttti FRUK

UUFF tttttt == Δ+Δ+ )0()0(     ,    

 تعادل بحراني، بار محاسبه براي پايداري درس در :كاربرد
 اوليه حالت در سختي با همراه يافته تغييرشكل حالت در

  .مي شود گرفته نظر در

 امكان و كم همگرايي سرعت روش اين در

.دارد  وجود واگرايي
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Modified Newton Raphson Iteration Method

 كامل Newton-Raphson روش بين حدوداً كه شيوه اي از ، Newton-Raphson يافتة تعديل تكراري روش در
 :مي گردد استفاده زير رابطة از روش اين در .مي شود استفاده است اوليه تنش روش و

τ  متناظر با يكي ازconfiguration تعادل قابل هاي
.است tيا . . . و  Δt 2و   t Δو 0قبول در زمان هاي 

 لتعدي تكراري روش عملكرد زير شكل 
 يك براي را Newton-Raphson يافتة

.مي دهد نشان آزادي درجة يك سيستم

)13(       )1()( −Δ+Δ+ −=Δ itttti FRUKτ

:د از و شرايط اوليه در اين تكرار عبارتن

UUFF tttttt == Δ+Δ+ )0()0(     ,    

 تعداد ،Newton-Raphson يافتة تعديل تكراري روش در
  روش در نظر مورد تعداد از كمتر سختي ماتريس تشكيل موارد

 روش، آن در و استكامل Newton-Raphson تكراري
 به  قبول قابل تعادلي Configuration يك در سختي ماتريس
Time( زماني پله هاي انتخاب .مي شود هنگام Step(، هنگامي در 

 يغيرخط درجة به بستگي ،شود Update بايد سختي ماتريس كه
 سيستم پاسخ اندازه هر ديگر عبارت به دارد، سيستم پاسخ بودن

  ماتريس Update موارد تعداد ميزان همان به باشد، غيرخطي تر
. يابد افزايش بايد سختي
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Quasi Newton Methods (Secant Stiffness Matrix)

.كاربرد خاصي در مهندسي دارد BFGSدر ميان روش هاي شبه نيوتني روش 

در اين روش . بر روي آن كار شده است Broyden, Fletcher, Goldfarb and Shanneاين روش توسط 
.مطرح مي شود Line Searchبحثي با عنوان 

ut
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)1( −Δ+ Δ itt R

)1( −Δ+ Δ itt R
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)(itt KΔ+

BFGS Method

تعريف يك نمو تغيير مكان§

)1()()( −Δ+Δ+ −= ittitti UUδ

نامتعادلنمو در بارهاي تعريف يك §

)()1()( iii RR Δ−Δ= −γ

Δ=−ق −Δ+Δ+− )1()1( itttti FRR )1()()( −Δ+Δ+ −= ittitti FFγ
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BFGS Methods

  )Displacement Vector Increment(مكان تعيين يك نمو بردار تغيير :  گام اول

itt)(تعيين براي(i)تكرار روش UΔ+

)()( )1()1(1 −Δ+Δ+−−Δ+ −=Δ ittttitt FRKU

The picture can't be d isplayed.

است كه فقط  Newton Raphsonهمان فرمول 

.از سختي سكانت استفاده شده است

:استبعدي  nيك بردار 
n-1  عدبDirection

MagnitudeLine Searchبعد  1

 فرض اينجا در اما مي گرفت؛ قرار iteration مورد بعد n تمامي قبلي روش هاي در كه است آن كار اين فلسفه
  قرار iteration جستجوي مورد بردار، مقدار فقط و است شده انتخاب درست )جهت( بعد n-1 كه مي شود
 فرار مسير كه مي كند فرض را مسير n-1 محتمل مسير n از دزد يك تعقيب در پليس مثال طور به .مي گيرد

  موضوع SDOF مسائل در .مي دهد انجام را جستجو بيشتري جزئيات با باقي مانده مسير 1 در و نيست دزد
Line Search همان iteration است.

ن پارامترتا  اي. مي گرددمتناظر با اين تغيير مكان محاسبه نامتعادل كه بارهاي اسكالر يك ضريب 
ضرب  حاصلبوسيله راستاي          كه در نامتعادل مولفه بارهاي كه آنجا تغيير مي كند 

.را ارضا كند STOLرواداري همگرايي مي شود تعريف زير داخلي 
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BFGS Methods
itt)(تعيين براي(i)تكرار روش UΔ+

اين راستابراي ارضاي تعادل در  يك جستجوي خطي در راستاي     : گام دوم  UΔ

UΔ

.تعيين مي گردد) I(عبارت در بالا صدق كند مقدار           رابطه مقدار نهايي       كه در  β)(itt UΔ+

)()1()( IUUU ittitt Δ+= −Δ+Δ+ β
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BFGS Methods

تصحيحي براي ماتريس ضريب : گام سوم 4.

β)(itt KΔ+)(iγ )(iδ ريب ماتريس ضبا استفاده از         و           محاسبه           بعد از محاسبه        در گام پيشين و 

Update  مقابل تعريف خواهيم كردحاصل ضرب را به صورت شده.
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:  براي يك سيستم با يك درجة آزادي داريم :  2مثال

1,        )(24     ; 10 t2
1

=+== Δ+Δ+Δ+ UUFR tttttt

.محاسبة              استفاده كنيدبراي   Line Searchبدون در نظر گرفتن  BFGSاز روش  Utt Δ+

BFGS Methods

 2حل مثال 
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BFGS Methods
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 2حل مثال 
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BFGS Methods

i

1 4 5 2.4721 4 0.618 1.618

2 2.472 7.472 0.995 2.472 0.402 2.485

3 1.324 8.796 0.465 1.324 0.351 2.850

4 0.194 8.991 0.065 0.194 0.335 2.982

5 0.009 9.000 0.003 0.009 0.333 2.999

UΔ )(itt UΔ+
)(iγ )(iδ )(itt KΔ+ ( ) )(1 itt K −Δ+

.تكرار به همگرايي مي رسد 5بعد از 

 2حل مثال 
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:نشان داده شده در شكل زير مطلوب است SDOFدر سيستم :  3مثال

  .پاسخ سيستم را محاسبه نماييد BFGSو  initial Stressكامل،  Newton Raphsonبا استفاده از روش هاي ) الف

.  كامل، همگرا نباشد را تعيين كنيد Newton Raphsonرا در حالتي كه روش  cمقدار ) ب

uR,

1.0,

4
3 =+=

=
ccuuF

R
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Full Newton Raphson method 3حل مثال 
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Full Newton Raphson method 3حل مثال 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
519.2377.0897.2

377.0327.54517.3

517.3897.23.013.01

327.5897.21.0897.21.0:3

)3()3()2()3(

)3(1)2(1)2()3(

)2(22)2()2(

)2(33)2()2()2(

=+Δ=−ق=

−=Δق−=−=Δ

=+=+ق=

==+=+ق=

Δ+Δ+Δ+

−Δ+Δ+−Δ+

Δ+Δ+Δ+

Δ+Δ+Δ+Δ+

UUUU

UFRKU

KuK

FuuFi

tttttt

tttttt

tttttt

tttttttt

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
478.2041.0519.2

041.0118.44904.2

904.2519.23.013.01

118.4519.21.0519.21.0:4

)4()4()3()4(

)4(1)3(1)3()4(

)3(22)3()3(

)3(33)3()3()3(

=+Δ=−ق=
−=Δق−=−=Δ

=+=+ق=

==+=+ق=

Δ+Δ+Δ+

−Δ+Δ+−Δ+

Δ+Δ+Δ+

Δ+Δ+Δ+Δ+

UUUU

UFRKU

KuK

FuuFi

tttttt

tttttt

tttttt

tttttttt

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
478.20004.0478.2

0004.0001.44843.2

843.2478.23.013.01

001.4478.21.0478.21.0:5

)5()5()4()5(

)5(1)4(1)4()5(

)4(22)4()4(

)4(33)4()4()4(

=+Δ=+ق=
=Δق−=−=Δ

=+=+ق=

==+=+ق=

Δ+Δ+Δ+

−Δ+Δ+−Δ+

Δ+Δ+Δ+

Δ+Δ+Δ+Δ+

UUUU

UFRKU

KuK

FuuFi

tttttt

tttttt

tttttt

tttttttt

.تكرار به همگرايي مي رسد 5بعد از 
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Initial Stress method 3حل مثال 
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Initial Stress method 3حل مثال 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

382.5782.74.2

782.7782.341

782.34.21.04.21.0:3

)3()3()2()3(

)3(1)2(10)3(

)2(33)2()2()2(

=+Δ=−+ق=
=Δق+=−=Δ

==+=−+−ق=−

Δ+Δ+Δ+

−Δ+Δ+−

Δ+Δ+Δ+Δ+

UUUU

UFRKU

FuuFi

tttttt

tttt

tttttttt

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

589.11971.16382.5

971.16971.2041

971.20382.51.0382.51.0:4

)4()4()3()4(

)4(1)3(10)4(

)3(33)3()3()3(

=+Δ=−ق=−
−=Δق−=−=Δ

==+=+ق=

Δ+Δ+Δ+

−Δ+Δ+−

Δ+Δ+Δ+Δ+

UUUU

UFRKU

FuuFi

tttttt

tttt

tttttttt

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

665.159254.171589.11

254.171254.16741

254.167589.111.0589.111.0:5

)5()5()4()5(

)5(1)4(10)5(

)4(33)4()4()4(

=+Δ=−+ق=

=Δق+=−=Δ

==+=−+−ق=−

Δ+Δ+Δ+

−Δ+Δ+−

Δ+Δ+Δ+Δ+

UUUU

UFRKU

FuuFi

tttttt

tttt

tttttttt

.پاسخ واگرا مي شود
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BFGS method without line search 3حل مثال 
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BFGS method without line search 3حل مثال 

( )[ ] ( )[ ]

( ) ( )

( ) 2897.04521.3
4615.2

4973.8

4615.245385.1

4973.84.109026.1

9026.15385.11.05385.11.0

5385.1)4615.2)(1(4

4615.241.044)3846.0(1.04)(:2

)2(1)2(

)2(

)2(
)2(

)2()1()2()2(

)2()1()2()2(

)1(33)2()2()2(

)2()1()2(

33)1()1()1(1
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=+Δ=+−ق=
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−Δ+Δ+Δ+

Δ+Δ+

Δ+Δ+

Δ+Δ+Δ+Δ+

Δ+Δ+Δ+

Δ+Δ+−Δ+

KKK

uu
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uuuKui
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tttttttt

tttttt

tttttt

δ
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β

Solution of Nonlinear Equations in Static Analysis

30

BFGS method without line search 3حل مثال 

i

1 4 4 10.4 10.4 4 2.6 0.3846

2 -2.4615 1.5385 1.9026 -8.4974 -2.4615 3.4521 0.2897

3 0.6076 2.1460 3.1344 1.2318 0.6076 2.0274 0.4932

4 0.4270 2.5730 4.2764 1.1420 0.4270 2.6748 0.3739

5 -0.1033 2.4697 3.9760 -0.3004 -0.1033 2.9074 0.3440

6 0.0083 2.4779 3.9994 0.0234 0.0083 2.8359 0.3526

7 0.0002 2.4781 4.0000 0.0006 0.0002 2.8422 0.3518

UΔ )(itt UΔ+
)(iγ )(iδ )(itt KΔ+ ( ) )(1 itt K −Δ+)(itt FΔ+

.تكرار به همگرايي مي رسد 7بعد از 
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BFGS method by line searching only 3حل مثال 
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BFGS method by line searching only 3حل مثال 
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 3حل مثال 

باشد) Nonsingular(معكوس پذير  Kبايد  Full Newton Raphson iterationبراي همگرايي در روش 

Solution of Nonlinear Equations in Static Analysis
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:نشان داده شده در شكل زير مطلوب است SDOFدر سيستم : تمرين 

Modifiedكامل،  Newton Raphsonبا استفاده از روش هاي ) الف Newton Raphson  ،initial Stress  

  .پاسخ سيستم را محاسيه نماييد BFGSو 

Time step  0.25را برابر با sec در نظر بگيريد.

uR,

0.1,)/sin(5.1

4275.0

2125.275.0

105.1
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ï
î

ï
ي

ى

≤≤
≤≤+−

≤≤
=
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t
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tt
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  شكمان طريق از را خود پايداري غيرخطي، شوندگي نرم مشخصه با سازه يك حدي، نقطه ناپايداري در

.مي دهد دست از مي باشد تغييرشكل اوليه مود با مطابق كه تغييرشكل مود يك به ناگهاني

ناپايداري نقطه حدي

Solution of Nonlinear Equations in Static Analysis
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ناپايداري نقطه حدي

 بزرگ مي توانندبار نموهاي ابتدا سازه، پاسخ محاسبه براي§

.باشند

 كوچك بايد بار نموهاي حدي، نقطه به شدن نزديك با§

  .شوند انتخاب

  .مي باشد تكين سختي ماتريس حدي، نقطه در§

 كه يخاص تكنيك حدي، نقطه از فراتر تحليل انجام براي§

 لازم دهد، اجازه را تغييرمكان در افزايش و بار در كاهش

.باشدمي

  پيدا يگرد عبارت به يا و .است سازه نهايي ظرفيت كردن پيدا سازه غيرخطي رفتار به ورود اهداف از يكي

.)Pushover آناليز مانند سازه ظرفيت تحليل( مي باشد سازه Collapse نقطه كردن

خطي ناحيه

غيرخطي ناحيه

 و ارب در كم، كاهش دليل به نهايي ظرفيت نزديكي در
  مقدار براساس بايد تغييرمكان، در زياد، افزايش

 افزايش و بار هايstep در كاهش  .شود تعيين بار قدم مقدار پاسخ تغييرمكان،
  تغييرمكان هايstep در

step و بار step زايشاف متناسب طور به تغييرمكان 
.مي يابند
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ناپايداري نقطه حدي

 بايد هاstep نابراينب .مي شود خطا ايجاد باعث زياد تغييرمكان كه .داريم زياد تغييرمكان كم نيروي تغيير با غيرخطي قسمت در

Displacement( شود كوچك هاstep تغييرمكان كه گردد انتخاب طوري Control(.

  مصنوعي سختي يك ،)صفر سختي( A نقطه از عبور منظور به

)Artificial Stiffness( هنقط اين از تا مي شود داده اختصاص سازه به 

Artificial .كند عبور Stiffness نقطه كه است روشي A در را 

Artificial كه وقتي .مي كند تعيين غيرخطي برنامه هاي Stiffness  

  .كند عبور مي تواند A نقطه از برنامه شود تعيين

Displacement( كرد كنترل مكان تغيير با را آن بايد نمودار، كاهش قسمت در Control(. مي يابد افزايش بارگذاري عمل در 

Load اينجا در اما Step كرد كنترل را جابجايي بايد پس مي دهد؛ نشان را خود منفي صورت به.

 مكان ها تغيير افزايش اين خود و يافته افزايش تغييرشكل ها شد رد كاهشي ناحيه و كرده Collapse سازه كه A نقطه از بعد

Tension ( .مي گردد مقاومت دوباره افزايش باعث Field – ظريف كه ورق ها در – مصالح كمترين در مقاومت بيشترين 

).دارد زيادي كاربرد هستند
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لزوم انجام تحليل فراتر از نقطه حدي

 .باشد موضعي ماكزيمم نقطه حدي، نقطه است ممكن )1

  اسخپ كه باشد، زيرسازه يك است ممكن تحليل مورد سازه )2

.مي باشد لازم سازه كل تحليل براي آن تغييرمكان -بار

  صورتب خرابي وقوع اساساً آيا اينكه .مي باشد خرابي ماهيت ،سازه ها خرابي بحث در مهم مسائل از يكي )3
 .شكل پذير يا است ترد
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لزوم انجام تحليل فراتر از نقطه حدي

 است ممكن است، خرابي بار بيانگر حدي، بار كه مواردي در حتي )4
 كانام و همگرايي از اطمينان براي حدي، نقطه از فراتر تحليل انجام

  .شدبا لازم )شكل پذيري تعيين( سازه مكانيكي رفتار بررسي

Solution of Nonlinear Equations in Static Analysis
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Load Displacement Constraint Method

)قيد -تغييرمكان -نيروروش هاي (حدي روشهاي انجام تحليل فراتر از نقطه 

بارگذاري كنترل شده تغييرمكانيروش ) 1

 وينير و مي شود اعمال سازه به تغييرمكان نمو روش، اين در
  .ي گرددم محاسبه مربوطه الگوريتم توسط نموها اين با متناظر

1−iu iu 1+iu



Solution of Nonlinear Equations in Static Analysis

41

Load Displacement Constraint Method

)قيد -تغييرمكان -نيروروش هاي (حدي روشهاي انجام تحليل فراتر از نقطه 

 مي توان يتغييرمكان شده كنترل بارگذاري روش از استفاده با

 بار كاهش با متناظر نقاط و B حدي نقطه روبه رو، شكل در

 حتي يا G نقطه در روش اين اما .آورد بدست را BC مسير

 اررفت است ممكن كه چرا .داشت نخواهد كارايي آن، از قبل

 /نموي تحليلي روش كه شود باعث G در شديد غيرخطي

 اين در .گردد متوقف تحليل و شود واگرا F در تكراري

 وجود F در تحليل توقف ماهيت به نسبت علمي هيچ حالت

  را ازهس خود يا و تحليل روش ناپايداري نمي توان حتي .ندارد

 .داد تشخيص
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Load Displacement Constraint Method

)قيد -تغييرمكان -نيروروش هاي (حدي روشهاي انجام تحليل فراتر از نقطه 

كمان -طولروش هاي ) 2

 بار ضريب يك معرفي ،روش ها اين اصلي ايده
 كاهش يا افزايش را وارده بارهاي شدت كه است

 امگ هر در سريع همگرايي ضمن بنابراين .مي دهد
 از فراتر پاسخ بررسي و حدي نقطه از گذر بار،
  .مي سازد ميسر را حدي نقطه

Rtλ

R)1(λΔ

R)2(λΔ
R)3(λΔ

)1(uΔ )2(uΔ )3(uΔ

ut

),( )1()1( Ru tttt λΔ+Δ+

),( )2()2( Ru tttt λΔ+Δ+

),( )3()3( Ru tttt λΔ+Δ+

Rd )1(λ Rd )2(λ
Rd )3(λ

)1(du
)2(du

)3(du

lΔ

Load

Displacement
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 )General Approach(كمان در حالت كلي -روش هاي طول

:حل شوند عبارتند از   t+Δtمعادلات اساسي كه بايد در تحليل غيرخطي در زمان 

0=−⋅ Δ+Δ+ FR tttt λ
λtt Δ+: ضريب بار)a scalar load multiplier( كه مجهول مي باشد.

R: بردار بار مرجع)reference load vector( كه ثابت است.

n  معادله وn+1  مجهول داريم)n     د بنابراين نياز به يك معادله اضافي مي باش). تغييرمكان و يك مجهول.  λ

را به  .Modified N.Rيا  Newton-Raphson به طور مثال اگر يكي از روش هاي حل معادله هاي غيرخطي مانند

:كار ببريم خواهيم داشت

0)( )1()()1()( =−Δ+=Δ −Δ+−Δ+ ittiittit FRuk λλ

)(: iuΔ بردار نمو تغييرمكان)n مجهول(.

)(: iλΔ لمجهويك (ضريب افزايشي بار(.

0)( )1()()1()()1( =−Δ+=Δ −Δ+−Δ+−Δ+ ittiittiitt FRuk λλ

Modified N.R. 

N.R. 

)1(
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 )General Approach(كمان در حالت كلي -روش هاي طول

 را بار گام طول كه باشدميمجهول ضريب مناسب انتخاب محدود، عناصر حاكم معادلات حل مشكلات از يكي
 .شودمي استفاده زير بصورت بار گام طول كردن مقيد براي اضافي معادله مشكل، اين حل براي .دهدمي نشان

),,(0باشد انرژي جنس از مي تواند معادله اين )()()( =ΔΔ iii uf ηλ

Total increment in displacements within the load step up to iteration (i):

Corresponding total increment in load multiplier:

uuuuuu tittii −=Δ++Δ+Δ= Δ+ )()()2()1()( L

λλλλλλ tittii −=Δ++Δ+Δ= Δ+ )()()2()1()( L

Load يك در step مي  كنيم تعريف را زير روابط

)2(

)3(

)4(
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Load Displacement Constraint Method

Rtλ

R)1(λΔ

R)2(λΔ
R)3(λΔ

)1(uΔ )2(uΔ )3(uΔ

ut

),( )1()1( Ru tttt λΔ+Δ+

),( )2()2( Ru tttt λΔ+Δ+

),( )3()3( Ru tttt λΔ+Δ+

Rd )1(λ Rd )2(λ
Rd )3(λ

)1(du
)2(du

)3(du

lΔ

Load

Displacement

)()()1()( iiii ududu Δ+= − η

0)0( ≡du

)()1()( iii dd λλλ Δ+= −

0)0( =λd

)()()1()( iiittitt uuu Δ+= −Δ+Δ+ η

)()1()( iittitt λλλ Δ+= −Δ+Δ+

)()()1()1()( iiittittitt ukFF Δ+= −Δ+−Δ+Δ+ η

uu ttt ≡Δ+ )0(

λλ ttt ≡Δ+ )0(

FF ttt ≡Δ+ )0(
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.I كُره اي معيار طول كمان ثابت)Spherical constant arc length criteria(

Additional همان( بار و تغييرمكان بين ارتباط براي موثر معادلات از يكي equation(  
.است كُره اي ثابت كمان طول معيار

Rtλ

R)1(λΔ

R)2(λΔ
R)3(λΔ

)1(uΔ )2(uΔ )3(uΔ

ut

),( )1()1( Ru tttt λΔ+Δ+

),( )2()2( Ru tttt λΔ+Δ+

),( )3()3( Ru tttt λΔ+Δ+

Rd )1(λ Rd )2(λ
Rd )3(λ

)1(du
)2(du

)3(du

lΔ

Load

Displacement

2
)()(

2)( )()( lΔ=+
β

λ
iTi

i uu

lΔ: طول كمان)Arc Length ( برايstep

β: ضريبي نرمال كردن)Normalizing Factor  (

براي بدون بعد كردن

طول بردار 2توان 

  اگر .مي گردد انتخاب      بعد مي شود انجام همگرايي ابتدا

 بزرگ      شد همگرايي اگر و كوچك         شد واگرايي

 اولين اساس بر   انتخاب بنابراين .مي شود انتخاب

  خابانت اوليه      براساس سومين و دومين است؛ همگرايي

 زرگب    مقدار باشد خطي تقريبا رفتار اگر معمولا .مي شود

 كوچك را آن مقدار باشد زياد غيرخطي رفتار اگر و

.مي كنيم انتخاب

lΔ

lΔlΔ

lΔ

lΔ

lΔ

)5(
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.II نمو ثابت كار خارجي)Constant increment of external work(

  ناي در .مي باشد )است صفر منحني شيب يا سختي كه جايي( collapse نقطه نزديكي در موثر بسيار روش اين
 .است كوچك مكان تغيير قدم هم و بار قدم هم collapse نقطه در معيار

)2(,3,2,0)
2

1
(

)1(1,)
2

1
(

)()()1(

)1()1(

L==ΔΔ+

==ΔΔ+

−Δ+ iuR

iterationwuR

iTiitt

Tt

λλ

λλ

Load

Displacement

A
)2(

)1(

w: براساس تاريخچهiterationدر  هاstepهاي نمويي قبلي انتخاب مي شود.

.  را رد مي كنيم A) 2(مي رسيم و در  Aبه ) 1(در 

است؛ كه در اين ناحيه از اين  k=0بحث غيرخطي بودن مسئله نيست بلكه بحث عبور از نقطه  Aدر نقطه 
.روش استفاده مي كنيم

)6(
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.II نمو ثابت كار خارجي)Constant increment of external work(

  زياد انرژي A نقطه از بعد اما .داريم لازم انرژي مقداري كار اين براي كه مي رسيم k=0 به اول iteration در
.مي كند رد را A نداريم نياز مصرفي
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:مي شود نوشته زير صورت به )1( رابطه معادلات، حل براي
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 معادله يك )5( رابطه در )11( و )10( روابط جايگذاري با
 طور به       .مي آيد دست به         حسب بر 2 درجه

.مي آيد دست به )6( رابطه از مستقيم
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.III روشRiks

  فحه ايص تكرار مسير شود موجب اينكه تا ،مي كند كنترل را بار نمو قيدي معادله يك روش دراين
.نمايد دنبال را تكرار آغازگر نقطه بر مماس بر عمود

u

R R

u
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.III روشRiks
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.III روشRiks

فرض با

 آن در كه

به مي شود تبديل قيدي معادله

.معادله زير را پيشنهاد داده است Rammبعدي، گام هاي براي كنترل تكرار در 

)(: lt Δگام در شده استفاده طولt

It:تعداد تكرار در گام قبلي

43: −≈dIمطلوب تكرار تعداد
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.III روشRiks

:اول گام
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.III روشRiks

.آيد مي بدست زير بصورتRiksروش تعامد شرط از (i)λ:Δ

 حل روش اين به Riks كه همچنان( قيدي معادله و شده خطي تعادل معادلات همزمان حل :نرمال صفحه روي تكرار
 گامي دو روش Wessels مساله، اين حل براي .نگردد حفظ آن بودن نواري و سختي ماتريس تقارن كه مي شود باعث )نمود
.داد ارائه دادند، پيشنهاد Dhatt و Batoz آنچه مشابه را
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.III روشRiks

:داشت خواهيم )II( و )I( معادلات از استفاده با

)0()()0(

)()0(
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.
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Δ+ΔΔ
ΔΔ−=Δق
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III

:داشت خواهيم ،نشود Update تكرار طي در سختي ماتريس اگر
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.IVروشRamm

 Riks روش در كه تعامد، شرط تجديد روش اين ايده .مي باشد Riks روش يافته اصلاح روش، اين
.مي باشد تكرار هر در شد، بيان

u

R R

u
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.V روشCrisfield

 نمو قيدي معادله يك روش، اين در .ناميد Riks كلاسيك روش يافته اصلاح مي توان را روش اين
 قرار كرارت آغازگر نقطه در آن مركز كه كره اي تكرار، مسير شود موجب اينكه تا مي كند كنترل را بار
  .نمايد دنبال را دارد

u

R R

u



Solution of Nonlinear Equations in Static Analysis

57

.V روشCrisfield

 در شده ذكر تعامد شرط بجاي .نمود خواهيم اعمال را Riks روش در شده ذكر دوگامي روش نيز حالت اين در
:داشت خواهيم ،Riks روش
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.V روشCrisfield
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:مي گيريم نتيجه 13 و 12معادلات از

)(iλΔ

)0(λ

)(iλ

)(iuΔ

)(idλ

)(irΔ

)0(u )(iu u

)1( +iλ

)1( +iu

)(idu

)()( ii rΔΔλ
)(irΔ

0.2. )()()()( =Δ+ΔΔ iiiTi rrr ρ

02)( )(2)( =+Δ+Δ cba ii λλ

آن در كه

)()( .1 iTi uua ΔΔ+=

)2(. )()()( iiTi duuuc +ΔΔ=

)(. )()()()( iiTii duuub +ΔΔ+= λ

)14(



Solution of Nonlinear Equations in Static Analysis

59

.V روشCrisfield

doubling" با معادل بزرگ جواب كه .آمد خواهد بدست   براي جواب دو ،14 معادله حل از back" خواهد  
  .مي باشد كوچك جواب بهينه، جواب بنابراين .بود
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)Converge Criteria(معيارهاي همگرايي 

 جمع طور به خطاها مقدار نشود انتخاب درست اگر .مي شود استفاده iteration توقف براي همگرايي معيار
  همگرايي اينكه يا و .شود زياد هاiteration تعداد است ممكن .بود خواهد مشكل ساز بعدي هايstep در شونده
.نيافتد اتفاق

شدهكنترل جواب براي بررسي همگرايي تكرارهاي انجام ط

جواب براي بررسي روند واگرايي در تكرارهاي بعديكنترل ط

:يهمگراي معيار از استفاده لزوم

ü دقيق مي گرددنتايج غير همگرايي باعث بيش از اندازه سست بودن رواداري.

ü تغيرضروري اسكوشش زياد براي دقت همگرايي از اندازه سفت بودن رواداري بيش.

Convergence( همگرايي رواداري ويژگي هاي Tolerance(:

v شودنپايان رسيدن تكرار هنگامي كه جواب به طور واقعي واگر به.

v نيافتنيفرآيند تكرار براي جستجوي پاسخي دست ادامه.

:واگرايي غيرموثر كنترل
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)Displacement Converge Criteria(معيار همگرايي جابجايي ) 1

dtt
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u
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Δ
Δ+
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)(

.همان اندازه بردار است 2نُرم 

Displacement Convergence Tolerance:dε

 به رمنج كه شونده سخت غيرخطي رفتار در در معيار اين

R .نيست مناسب مي شود كوچك تغييرمكان هاي پاسخ
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uΔكوچك

2/1
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2
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=و ه
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i
ivV

محاسبه شده در هر تغييرمكان هاي دور بودن جواب حاصل از جواب واقعي هنگامي كه 
.تكرار اندكي تغيير كند ولي تكرارهاي زيادي داراي تغييرات مداومي باشند

مجهول است مي توان از          بردار تغيير مكان 

استفاده كرد 

)(itt uΔ+

  ستا مناسب

R

u

  تنيس مناسب
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)Force Converge Criteria(معيار همگرايي نيرو ) 2
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Force Convergence Tolerance:fε

  است مناسب
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)Energy Control Converge Criteria(معيار همگرايي كنترل انرژي ) 3

ftttT

ittttTi

FRu

FRu ε≤
−Δ
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−Δ+Δ+
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)1(

)1()(

Energy Control Convergence Tolerance:eε

  كاربرد زماني .است )2( و )1( حالت از تركيبي معيار اين
  بايد را )2( يا )1( معيارهاي از يك كدام ندانيم ما كه دارد

.كرد استفاده
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تمرين

Use a computer program to calculate the response of the plane stress cantilever
shown. Use the Von Mises yield condition with isotropic hardening and increase the
load P until full collapse of the structure. Compare the solution efficiencies when
using the full Newton-Raphson, modified Newton-Raphson, and the BFGS
methods and also use a load-displacement-constraint procedure.


