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q Large Deformation Analysis of Elastic Space Frames
:فرضيات

است و اثر انتقال ها و دوران هاي بزرگ   Eulerianاين روش براساس فرمول بندي -

.گره اي را در نظر مي گيرد

اشد؛ كه ستون مي ب -نيرو تغيير شكل اعضا براساس روابط تير) Local(روابط محلي -

ناشي ازخمش لحاظ  Bowingدر آن تغيير طول عضو ناشي از كرنش محوري و اثر 

.شده است

.اثر نيروي محوري بر روي سختي پيچشي اعضا در نظر گرفته شده است-

.نيروها به صورت بار متمركز در گره ها وارد مي شود-

 بعدي سه لمسائ در كه است آن صفحه اي قاب آناليز و فضايي قاب هاي بزرگ شكل هاي تغيير آناليز بين اساسي تفاوت
  جهت گيري ماتريس مفهوم 1973 سال در Oran مشكل اين رفع براي .نمي كنند تبعيت برداري خاصيت از بزرگ دوران هاي

Joint( گره Orientation Matrix( ارائه ديبع سه فضاي در يافته تغييرشكل حالت در گره يك جهت گيري تعيين براي را 
  .كرد

 و ابتدا گره هاي تهياف شكل تغيير جهت گيري هاي و موقعيت ها از استفاده با اعضا نسبي شكل تغيير و جهت گيري روش اين در
.مي آيد دست به انتها
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q System Equilibrium Equations

:روابط تعادل سيستم

Γ:

{ } { }Pf =Γ)( )1(

جايي و معرف حالت يا هندسه تغييرشكل يافته است؛ كه شامل مولفه هاي جاب
ت در فضاي دو بعدي  مي توان     را به صور. دوران هاي گره اي سازه مي باشد

 اما در فضاي سه بعدي دوران هاي بزرگ از خاصيتنشان داد   xبردار يا همان 
.برداري تبعيت نمي كنند

{ }f:بردار نيروهاي داخلي

Γ

)( ABBA
rrrr
+≠+

معادله تعادل سيستم

{ }P:بردار نيروهاي خارجي و لنگرهاي اعمال شده در گره ها نسبت به دستگاه مختصات كلي
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q System Equilibrium Equations

{ } [ ]{ }xP Δ=Δ τ )2(
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{ }xΔ: مقدار نمويي جابجايي هاي گره اي است.

{ }PΔ: ردار مقدار نمويي نيروهاي خارجي مي باشد و مقدار آن در حدي است كه مولفه هاي دوراني         را مي توان به صورت ب
.نشان داد به طوري كه مقادير براي دوران هاي بزرگ از قانون جمع برداري تبعيت كنند

[ ]τ:جايي استماتريس سختي مماسي سيستم كه نشان دهنده تغييرات نيروهاي داخلي نسبت به مولفه هاي جاب.

{ }xΔ

.ودبه فرم ديفرانسيلي نوشته ش) 1(به منظور انجام محاسبات عددي، بهتر است كه رابطه 

.را تعيين كرد اما مي توان بردار نمويي        را محاسبه نمود xلازم به تذكر است كه اگر چه الزاما نمي توان  xΔ
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q Joint Rotation Matrix

استاي سه كه ر. ستون هاي ماتريس     كسينوس هاي هادي نسبت به محورهاي دستگاه مختصات كلي ثابت است
يي كه يعني هر بلا. (محور اين دستگاه مختصات بر هم عمود و متصل به گره مي باشد و همراه آن حركت مي كند

.)   مي آيدسر گره بيايد همان بلا سر دستگاه مختصات كه متصل به گره است 

[ ]ω: ماتريس جهت گيري گره)JOM (در وضعيت قبل از دوران
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:ماتريس دوران گره اي

يري گره جهت گيري گره  المان قاب فضايي در حالت تغيير شكل يافته را مي توان توسط ماتريس جهت گ

)JOM: Joint Orientation Matrix (نشان داد  .

در ابتدا خطوط مرجع گره اي، فرض مي شود كه موازي با محورهاي 
.مختصات كلي در حالت تغيير شكل نيافته سيستم است
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q Joint Rotation Matrix

.ي كندكنيم در حالي كه هندسه تغيير شكل يافته سازه تغيير م updateحال چگونه       را در         ها  [ ]ω{ }PΔ

] اُم داريم  step (n(را در گام (        ) فرض مي كنيم كه وضعيت يك گره دلخواه   ]ω

حول محوري با كسينوس هاي هادي           و      بچرخد وضعيت جديد گره        ) پيچش(حال اگر اين گره به اندازه      
مي شود

γ
123

ˆ,ˆˆ nnn[ ]ω

n̂γ

1

2

3

)5([ ] [ ][ ]ωω W=

با استفاده از قانون دست راست مي توان جهت مثبت . نام دارد) Rotation Matrix(ماتريس دوران         
.دوران را تعيين نمود

[ ]W:

[ ]ω:JOM در وضعيت بعد از دوران

كه در آن 
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q Joint Rotation Matrix
)5(در رابطه 

كه در آن
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q Joint Rotation Matrix

{ } [ ]{ } )2(xp Δ=Δ τ جابجايي و دوران

طي شده را مي توان براي تفسير نتايج يك آناليز خطي در يك روش افزايشي خ) 6(از رابطه  Wماتريس دوران 
)Linearized incremental procedure (به صورت زير به كار گرفت    :

.  است اُم            باشد؛ فرض مي شود كه هندسه تغيير شكل يافته سيستم        معلوم Step( i(اگر نيروهاي خارجي در گام 

.  اُم          متناظر با نيروهاي خارجي              در اين گام مي باشد (i+1)سيستم در گام هندسه تغيير شكل يافته هدف تعيين 

{ })(ip)(iΓ
)1( +Γ i{ })1( +ip

{ } { } { }ppp ii Δ+=+ )()1(

ه در ك( حتي در قاب هاي فضايي با دوران هاي بزرگ . كه در اين رابطه          نشان دهنده افزايش كم و محدود بار است

ا مي توان ، تغييرات كوچك ايجاد شده در هندسه سيستم ناشي از         ر)آن بردار جابجايي        لزوما مشخص نمي باشد

تگاه به كمك بردار         بيان كرد به طوري كه درايه هاي آن دوران ها و انتقال هاي كوچك گره هاي سازه را نسبت به دس

.مختصات كلي سيستم نشان مي دهد

{ }pΔ
{ }x{ }pΔ
{ }xΔ

اُم ،          ، محاسبه  iبه دست آمده و      در آغاز بارگذاري در گام ) 2(شده           از رابطه افزايشي خطي روش در 
.  مي شود

{ }xΔ[ ]τ{ })(ip
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q Joint Rotation Matrix

)10([ ] [ ][ ])()1( ii W ωω =+

 Wاتريس همچنين با كوچك در نظر گرفتن      م. با فرض اينكه       كوچك است مي توان از خاصيت برداري استفاده كرد
دست آمده از رابطه تقريبي  به Wاما بايد به اين نكته توجه كرد كه ستون هاي . محاسبه كرد) 8(را مي توان از رابطه تقريبي 

نمي باشند؛ كه اين خود باعث ايجاد خطاهايي در  Orthogonal، بردار واحد نبوده و به طور دقيق نسبت به يكديگر )8(
.    نتايج آناليز مي گردد

γΔ

)11(2
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2

2

1 )( γγγγ Δ+Δ+Δ=Δ

iγΔ  .استفاده مي شود) 12(از        و     هاي اصلاح شده در رابطه ) 6(يعني در رابطه . براي         كوچك نوشته مي شود [ ]WiγΔin
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1 ;; nnn )12(

           فرض كنيد                 و        معرف مولفه هاي نمويي دوران براي يكي از گره هاي سازه باشد كه از بردار نمويي

:ماتريس جديد جهت گيري اين گره خاص به دست مي آيد) 5(با استفاده از رابطه . نتيجه شده است

123 , γγγ ΔΔΔ{ }xΔ

.  به دست آمده به طوريكه       جايگزين      شده است) 6(از رابطه  Wكه در آن  γΔγ

γΔ
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q Member Orientation Matrix (MOM) and relative Deformation

.محور هندسي عضو كه از دو انتها مي گذرد

X

Y

Z

)يكل(مختصات اصلي 

مختصات محلي

:نسبي ماتريس جهت گيري عضو و تغيير شكل

از يك سيستم  )با فرض كوچك بودن(براي جداكردن تغييرشكل هاي صلب بزرگ يك عضو از تغيير شكل هاي نسبي 

.  استفاده مي شود) 2(و ) 1(مختصات اويلرين براي عضو مطابق شكل هاي 

ر كرده و محور     از مركز هندسي دو انتهاي عضو عبو. سيستم مختصات عضو از قانون دست راست پيروي مي كند

.محورهاي      و         موازي جهت هاي اصلي مقاطع عرضي مي باشند

1X

23 XX

 عضو، بينس شكل تغيير دليل به عرضي مقاطع اصلي جهت هاي كه آنجايي از

 ريميانگين گي با     و    محورهاي بنابراين مي كند؛ پيدا تغيير اندكي

  .مي آيد دست به عضو انتهاي جهت هاي

23 XX

.تعريف مي شود         )MOM(سيستم مختصات عضو به وسيله ماتريس جهت گيري عضو  [ ]r
.  شندستون هاي ماترس       كسينوس هاي هادي محورهاي      نسبت به محورهاي      دستگاه مختصات كلي مي با [ ]rXX



Nonlinear Static Analysis of Elastic 3D Frames

11

q Member Orientation Matrix (MOM) and relative Deformation

Fig. 1.  Member Forces in, (a) Local, (b) Global Coordinate

Nonlinear Static Analysis of Elastic 3D Frames

12

q Member Orientation Matrix (MOM) and relative Deformation

23θ
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Fig. 2. Relative Member Deformations and Corresponding Forces
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q Member Orientation Matrix (MOM) and relative Deformation

ه و تغيير شكل  زماني كه موقعيت و جهت گيري تغيير شكل يافته دو گره مجاور هم معلوم باشد؛ جهت گيري تغيير شكل يافت
:نسبي عضو رابط بين اين دو گره به صورت زير تعيين مي گردد

و ) ي كندكه جهت      را نيز تعيين م( اولين ستون،        ، از ماتريس جهت گيري عضو تغيير شكل يافته       
.، به طور مستقيم از مختصات گره اي تغيير شكل يافته به دست مي آيدuهمچنين جابجايي محوري، 

[ ]r1X { }1r

دگي نيز به با تعيين مختصات جديد ابتدا و انتها بعد از تغيير شكل، مقدار كوتاه ش
12.  راحتي قابل محاسبه است LLu −=Δ

ون هاي ماتريس هاي           و            ماتريس هاي جهت گيري مقاطع ابتدا و انتهاي عضو تعريف مي شود؛ كه ست
.مي باشداصلي مقاطع ابتدا و انتهاي عضو آن كسينوس هاي هادي جهت هاي نرمال و 

][][ )1()2( qq
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q Member Orientation Matrix (MOM) and relative Deformation

)13(
[ ] [ ][ ]
[ ] [ ][ ])0()2()2(

)0()1()1(

rq

rq

ω

ω

=

=

[ ])0(: r ماتريس جهت گيري عضو)MOM( در حالت اوليه و تغيير شكل نيافته است.

[ ] [ ])1()2(: ωω عضو است كه به صورت صلب    ) 2(و انتهاي ) 1(و            ماتريس هاي جهت گيري گره هاي مقاطع ابتدا
.   به عضو متصل است

.برقرار است از آنجايي كه مقاطع ابتدا و انتهاي عضو به صورت صلب به گره ها متصل است رابطه زير

ه دوران هاي دومين و سومين ستون هاي،        و        ، از ماتريس جهت گيري عضو تغيير شكل يافته       با محاسب
.و        در ابتدا و انتهاي عضو از ضرب برداري زير به دست مي آيد       

[ ]r { }2r{ }3r
12 θθ

)14()2,1(ˆˆˆsin 1
)(

1 =×= irqn i
iiθ

)(
1

ˆ: iq بردار واحد عمود بر انتهايi

1̂: r بردار واحد در جهت
1X

in̂:بردار واحد عمود بر صفحه شامل       و
1

)(
1

ˆˆ rq i
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q Member Orientation Matrix (MOM) and relative Deformation

)15([ ] [ ][ ] 2,1)()()( == iqWe iii

چرخيده ) 6(رابطه  Wسپس هر يك از مقاطع ابتدا و انتها  به اندازه      حول محور      با استفاده از ماتريس دوران 
.در اين حالت به جاي     زاويه       جايگزين شده و     ،     و      نشان دهنده محورهاي هادي     است. مي شود

iθin

)16(( )][][
2

1
][ )2()1( eer +≅

iθ γ
in 123 nnn

.ماتريس هاي دوران مقاطع ابتدا و انتهايي عمود بر محور        است
1X ][: )(ie

:  محورهاي      و         به ترتيب ستون هاي دوم و سوم ماتريس        بوده كه از رابطه زير به دست مي آيد ][r
2X3X

.رددبراي به دست آمدن ماتريس جهت گيري جديد عضو         ماتريس          نرمال مي گ ][ r ][ r
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q Member Orientation Matrix (MOM) and relative Deformation

)17(3,22,1)ˆˆ( ==⋅−= jirn jiiij θθ

)18()2(
2

)1(
3

ˆˆsin ee
T

t =Φ

حورهايبا فرض كوچك بودن تغييرشكل هاي نسبي، زاويه هاي انتهايي      مي توانند از مولفه هاي     در جهت هاي م
.  و      به دست آيد     

ijθiθ
23 XX

jحول محور  iدوران انتهاي 
ijθ:

بردار واحد در جهت محور        و                    
jr̂:

jX3,2=j
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q Member Force-Deformation Relation

)19({ } [ ]{ }FRF =

هنده نيروهاي اگر بردار        و        به ترتيب نشان د. از يك قاب فضايي در نظر گرفته مي شودمنشوري يك عضو دلخواه 
زير است باشد رابطه       و        به صورت) محلي(انتهايي اعضا در دستگاه مختصات كلي و دستگاه مختصات  عضو 

{ }F{ }F

[ ]

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]ْ
ْ
ْ
ْ

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

=

r

r

r

r

R

000

000

000

000

)20(

{ }F{ }F

كه در آن 

ماتريس انتقال با ابعاد          [ ]R:1212×

.ضو استماتريس جهت گيري عضو       مربوط به هندسه تغيير شكل يافته ع [ ]r
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q Member Force-Deformation Relation

{ } [ ]{ }SBF = )21(
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q Member Force-Deformation Relation
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.اثر كوتاه شدگي حول دو محور موجود است

)24(
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:به صورت زير مي باشد) 2شكل ( نيروهاي انتهايي عضو عضو  با رابطه تغييرشكل هاي نسبي 

ijθ: دوران گرهi  اُم حول محورj اُم

ijM: لنگر در گرهi  اُم حول محور

jI: ممان اينرسي حول محور
jX

A:سطح مقطع عضو

E:مدول يانگ

jX
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q Member Force-Deformation Relation

Bending(و       توابع پايداري خمشي  Stability Functions ( حول محور         مي باشد  كه خود تابعي ازQ است. jj cc 12

نيروي محوري فشاري باشد Qدر صورتي كه 
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q Member Force-Deformation Relation

نيروي محوري كششي باشد Qدر صورتي كه 

)29(
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كه در آن
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نيروي محوري برابر با صفر باشد Qدر صورتي كه 
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q Member Force-Deformation Relation

2
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2
211 )()( jjjjjjbj bbc θθθθ −++= )31( (Stability Functions)

حول محور       است ) Bowing(ضريب اصلاح طول ناشي از تغيير شكل خمشي )       27(در رابطه 
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:است و از رابطه زير به دست مي آيد) Bowing Functions(و       jj bb 12

كه در آن 
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q Member Force-Deformation Relation

Torsional(تابع پايداري پيچشي )      26(در رابطه   Stability Functions (همچنين در اين . نام دارند
.  رابطه اثر نيروي محوري بر روي سختي پيچشي عضو در نظر گرفته شده است
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كه در آن
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كه در آن
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:حالت سوم
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GJ: صلبيت پيچشي )Torsional Rigidity (
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q Member Tangent Stiffness Matrix

{ } [ ]{ }VTF Δ=Δ )38(
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:زير است رابطه نمويي بين نيروهاي انتهايي عضو و جابجايي هاي انتهايي عضو در دستگاه مختصات كلي به صورت

:كه در آن ماتريس سختي مماسي عضو         از رابطه زير به دست مي آيد [ ]T

:ي شودماتريس       توسط رابطه زير تعريف م [ ]t

}بردار          نشان دهنده مقادير نمويي تغييرشكل هاي نسبي عضو است }uΔ
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q Member Tangent Stiffness Matrix
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q Member Tangent Stiffness Matrix
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كه در آن

.ممان اينرسي مرجع اختياري است         I:
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q Member Force-Deformation Relation

Series Expressions

عتبر  اين عبارات برحسب سري، كه براي هر دو حالت نيروي محوري كششي و فشاري م
.صادق است qjاست، براي مقادير كوچك 
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q Member Force-Deformation Relation

.  از رابطه زير به دست مي آيد       )     Geometric Matrices(ماتريس هاي هندسي ) 39(در رابطه  [ ])(kg
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q Computational Technique

در هر يك از مراحل  Newton Raphson iterationپاسخ هاي غيرخطي به وسيله روش افزايش بار نمويي و 
.بارگذاري، جهت تامين معادلات تعادل در گره ها، به دست مي آيد

:مراحل روش

بر اساس آخرين ) 39(ماتريس سختي مماسي         هر يك از اعضا در دستگاه مختصات كلي با استفاده از رابطه 1.
  Assembleسپس ماتريس سختي مماسي سيستم      . اطلاعات در مورد هندسه عضو و نيروها تعيين مي شود

.مي گردد
.جايگذاري شده و اين معادله براي          حل مي شود) 2(و         در رابطه      2.
:تعيين شكل هندسه جديد سازه3.

(a تعيين مختصات جديد گره ها از رابطه

اين در حالي است كه . مولفه هاي انتقال            مكان جديد تمام گره هاي سيستم را تعيين مي كند
عيار مولفه هاي دوران داراي مفهوم فيزيكي خاصي نبوده و اين مقادير تجمعي صرفا براي استفاده در م

.همگرايي محاسبه مي شود
(b تعيين ماتريس جديد جهت گيري گره براي هر يك از گره ها با استفاده از روابط)12(تا ) 10  .(

[ ]T
[ ]τ

[ ]τ{ }PΔ{ }xΔ

{ } { } { }xxx ii Δ+=+ )()1( )48(

{ })1( +ix

 براي هر يك از. تعيين هندسه عضو بر اساس آخرين اطلاعات درباره مكان ها و جهت گيري هاي گره هاي سازه4.

.تعيين مي شود) 18(تا ) 13(اعضا تغييرشكل هاي نسبي         و ماتريس جهت گيري        با استفاده از روابط 

به دست ) 27(تا ) 24(براي هر عضو نيروهاي ابتدا و انتهاي اعضا        از رابطه . تعيين نيروهاي انتهايي اعضا5.

.  آمده و سپس نيروهاي انتهايي در دستگاه مختصات كلي تعيين مي گردد

اين . اشدنيروهاي به دست آمده به گونه اي است كه معادلات تعادل سيستم در مرحله              لزوما برقرار نمي ب6.

روهاي نامتعادل راه حل تقريبي ارائه شده به وسيله روش نيوتن رافسون تكرار شونده اصلاح شده به گونه اي كه ني

.بردار       در مرحله               ثابت نگه داشته مي شود. گره اي از يك حد خاص كوچكتر شود
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q Computational Technique

{ }u[ ]r
{ }S

{ } [ ][ ]{ }SBRF )19(&)21(ق=

{ })1( +ip

{ } )( jj fpQ Γ−=Δ )50(

)49(

j: انديسj  نشان دهنده تكرارj اُم است.

jQΔ:نيروهاي نامتعادل گره اي

{ })1( +ip { }p



اي هر عضو با استفاده از آخرين مقادير موجود تمام كميت هاي هندسي و استاتيكي، ماتريس سختي مماسي       بر7.

.مي گردد Assembleسپس ماتريس سختي مماسي سيستم       .تعيين مي شود

برخورد شده و بردار جابجايي اصلاحي         از ) Incremental(با نيروهاي نامتعادل گره اي مانند يك بار نمويي 8.

.  رابطه نمويي زير به دست مي آيد

اگر بردار جابجايي اصلاحي به مقدار كافي كوچك نباشد موقعيت جديد گره ها9.

تكرار شده تا اينكه          به مقدار كافي از ) 9(تا ) 4(دوباره مراحل . و ماتريس جهت گيري جديد گره ها تعيين مي شود

.  يك معيار از پيش تعريف شده كوچكتر گردد

.بر مي گرديم) 1(يك مقدار جديد نيروي خارجي             انتخاب شده و به مرحله 10.
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q Computational Technique

[ ]T
[ ]τ

[ ]{ } { }jjj Qx Δ=Δτ )51(

{ }xΔ

{ } { } { }jjj xxx Δ+=+1 )52(

{ }xΔ

{ }pΔ
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q Computational Technique

:معيار همگرايي به صورت زير در نظر گرفته مي شود
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ه در كاربرد اين رابطه به اين نكته بايد توجه كرد ك. است) Prescribed tolerance(معيار همگرايي e) 53(در رابطه 
بايد به طور ) 53(مولفه هاي دوران و انتقال بردار        بايد به صورت دو گروه مجزا در نظر گرفته شود و رابطه 

.  مستقل براي هر گروه صدق نمايد
{ }x

:  صرف نظر شود در اين صورت خواهيم داشت Bowingاگر از اثرات 
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]  .تنها تابعي از نيروي محوري خواهد بوددر نتيجه        ]t
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q Calculation of Axial Force from Relative Member Deformations

و اين به دليل آن است كه . است كه در آن      از        تعيين مي شود) 5(يكي از قسمت هاي دشوار محاسبات، گام 
،      و        مي باشند كه اين توابع خود Bowing Functionsشامل ) 27(از رابطه  Qعبارت نيروي محوري اعضا 

.  اين مشكل با استفاده از يك روند تكرار شونده رفع مي گردد. است qتابعي از 
:تنها كميت مجهول است  q) 27(با توجه به آن كه در رابطه 
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jj bb 12

0)( 232
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ccqqK bbλ
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:  اشدراه حل تقريبي به صورت زير مي ب
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qqqq
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−=Δ+=+ )55(

كه در آن

H
dq

qdK
qK i ==′ )(

)( )56(

از قبل  Toleranceيك  e. اين تكرار تا زماني كه              ادامه مي يابد. به دست مي آيد) 44(از رابطه  Hو 
هايي با استفاده از يك روند تكرار شونده تعيين شد لنگرهاي انت Qوقتي كه نيروي محوري . تعريف شده است

.محاسبه مي شوند) 26(تا ) 24(اعضا به وسيله روابط 

eq ≤Δ
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q Numerical Solutions

Framed Dome: Dimensions and Properties (1 ft = 0.305 m, 1 kip = 4.45 kN)

The 18-member frame dome shown in figure

Example 01
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q Numerical Solutions

Determinant versus Load Curve for Framed Dome 
with Equal Vertical Loads at All Free Joints

Load-Deflection Curves for Framed Dome with Equal 
Vertical Loads at All Free Joints

3900
ار قبل از كمانش رفت

خطي است

Example 01
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q Numerical Solutions

Load-Deflection Curves for Framed Dome with 
Vertical Load at Top JointVertical Load at Top Joint only

Example 02
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q Numerical Solutions

Load-Deflection Curves for Cantilever Beam

%5.0=e

Example 03
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q Numerical Solutions

Load-Deflection Curves for Horiiontal Bent-Joint C

Example 04


