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)Introduction( مقدمه

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

  .است آزاد جسم بعدي دو دياگرام يك مقابل شكل

:Lمرزي ناحيه كل طول :Aجسم مساحت
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  به مختصات به A نقطه  جابجايي بردار
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:مي گردد تعريف زير صورت به كرنش و تنش بردار
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:مي آيد دست به زير رابطه از جابجايي برحسب كرنش بردار كوچك، تغييرشكل هاي فرض با
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)Introduction( مقدمه

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

  :مي باشد زير صورت به صفحه اي كرنش حالت در مصالح ماتريس
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  :اشدمي ب زير صورت به صفحه اي تنش حالت در مصالح ماتريس

  :مي شود هنوشت زير صورت به ماتريسي فرم به بعدي دو حالت در كرنش تنش روابط
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Finite( محدود المان مدل سازي Element Modeling(

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

 نقاطي .رددمي گ تقسيم مستقيم اضلاع با مثلث هاي به بعدي دو ناحيه

 هر و مي شوند ناميده گره مي رسند، هم به مثلث ها گوشه هاي كه

 ناميده نالما يك است، شده تشكيل ضلع سه و گره سه از كه مثلثي

 نواحي در كوچك ناحيه يك جز به را ناحيه كل المان ها .مي شود

 لشك منحني مرزهاي براي نشده پر ناحيه اين .مي كنند پر مرزي

 يا كوچك تر المان هاي انتخاب با را آن مي توان و دارد وجود

  .داد كاهش شكل منحني مرزهاي با المان هايي
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 در گره ها شماره منفي مساحت ايجاد از جلوگيري براي معمولا

  .مي شود خوانده ساعتگرد پاد جهت در مثلثي المان
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 در گرهي جابجايي CST مثلثي المان در

 هيگر جابجايي همان مي تواند كلي مختصات

.باشد محلي مختصات در
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Shape(شكل توابع Functions(

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

 اين از ما .ي يابدم انتقال طبيعي مختصات به كلي مختصات نگاشت يك وسيله به المان ها، بررسي در تسهيل منظور به

.شود مي استفاده جابجايي ميدان درونيابي در كه مي كنيم استفاده شكل توابع تعريف در مختصات سيستم
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  :مي گردد تعريف زير صورت به  طبيعي و كلي مختصات بين رابطه

(11),ik jk k ik jk kx x x x y y y yξ η ξ η= + + = + +

آن در كه

(12),ab a b ab a bx x x y y y= − = −
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Shape(شكل توابع Functions(

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

 المان يبرا طبيعي مختصات در شكل توابع .مي كند تغيير المان روي بر خطي صور به CST مثلثي المان در شكل توابع

  :مي باشد زير صورت به CST مثلثي

1 2 3( , ) , ( , ) , ( , ) 1N N Nξ η ξ ξ η η ξ η ξ η−= = = − (13)

:است واحد با برابر المان كل در شكل توابع مجموع بنابراين شد اشاره سوم فصل در پيشتر كه همان طور

1 2 3 1N N N+ + = (14)

: شودمي رسم زير صورت به شكل توابع نمودار
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Shape(شكل توابع Functions(
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:ادد نشان مثلث ها مساحت برحسب مي توان را شكل توابع
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Coordinates( شكل توابع و مختصات ها and Shape Functions(
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:مي شود نوشته زير صورت به )16( رابطه ماتريسي فرم

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

 دست به يرز صورت به گرهي جابجايي هاي براساس المان روي بر موجود نقاط خطي جابجايي شكل، توابع از استفاده با

:مي آيد
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Coordinates( شكل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Isoperimetric( ايزوپارامتريك محدود المان فرمول بندي در كه آنجايي از Finite Element( تبديل ماتريس هاي 

. داشت خواهيم نتيجه در مي باشند يكسان هندسي و مكانيكي خواص
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Coordinates( شكل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

.نماييد محاسبه شده داده نشان مثلثي المان در P نقطه در را شكل توابع مقادير -1 مثال
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Coordinates( شكل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

-1 مثال پاسخ
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

 محاسبه زير رابطه از المان روي بر موجود نقاط خطي جابجايي )16( رابطه در )13( شكل توابع مقادير جايگذاري با

:مي گردد

(22)
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Stress( كرنش و تنش and Strain(

:داشت خواهيم     و      به نسبت )22( روابط از مشتق گيري با ξη

2 1 2 1 (2 1)(2 1)
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:داشت خواهيم     و      به نسبت )11( روابط از مشتق گيري با ξη
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Stress( كرنش و تنش and Strain(

u u x u y u x y u

x y x

uu u x u y u x y

yx y
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ى∂ ü é ù ى∂ ü= + ï ï ê ْ ï ï∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ï ï ï ïê قْ ي= ‎ ي ‎∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ê ْï ï ï ï= + ê ْ ∂ï ï ï ï∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ î î‏ ‏ ë û

(27)

:نوشت زير صورت به زنجيري جزئي مشتق هاي صورت به مي توان را       و     به نسبت v و u مشتق هاي ξη

v v x v y v x y v

x y x

vv v x v y v x y

yx y

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

η η η η η η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ى∂ ü é ù ى∂ ü= + ï ï ê ْ ï ï∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ï ï ï ïê قْ ي= ‎ ي ‎∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ê ْï ï ï ï= + ê ْ ∂ï ï ï ï∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ î î‏ ‏ ë û

(28)
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Stress( كرنش و تنش and Strain(

2 2

x y
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η η

×

∂ ∂é ù
ê ْ∂ ∂
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J ، (29)

Jacobian( ژاكوبين تبديل ماتريس به )28( و )27( روابط در آمده وجود به ضرايب ماتريس Transformation Matrix( 

:است معروف

:مي شود نتيجه )28( و )27( روابط در )29( رابطه جايگذاري با

1(29) (27)
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Stress( كرنش و تنش and Strain(

1 1
(25) & (26) (29)

det( )

ik ik jk ik

jk jk jk ik

x y y y

x y x x
− −é ù é ù

→ ق = ق =ê ْ ê ْ−ë û ë û
J J

J
(32)

:مي آيد دست به زير صورت به ژاكوبين تبديل ماتريس معكوس )29( رابطه در )26( و )25( روابط جايگذاري با

: باشدمي المان سطح مساحت برابر دو ژاكوبين تبديل ماتريس دترمينان مقدار كه كرد اثبات مي توان

det( )

1
det( )

2

ik jk jk ik

e

x y x y

A

= −

=

J

J
(33)

.مي كنند ستفادها مثلث مساحت محاسبه براي ژاكوبين تبديل ماتريس دترمينان از كامپيوتري برنامه هاي از بسياري
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Stress( كرنش و تنش and Strain(

:مي شود نتيجه )30( رابطه در )32( و )23( روابط جايگذاري با

(2 1)(2 1) (2 1)(2 1)

(2 1)(2 1) (2 1)(2 1)

1
(23) & (32) (30)

det( )

jk i k ik j k

jk i k ik j k

u
y Q y Qx

u x Q x Q

y

− − − −

− − − −

ى∂ ü
ï ï ى− ü∂ï ï→ ق ي= ‎ ي ‎∂ − +î ï‏ ï
∂ï ïî ‏

J
(34)

:مي شود نتيجه )31( رابطه در )32( و )24( روابط جايگذاري با مشابه طور به همچنين

(2 )(2 ) (2 )(2 )

(2 )(2 ) (2 )(2 )

1
(24) & (32) (31)

det( )

jk i k ik j k

jk i k ik j k

v
y Q y Qx

v x Q x Q

y

ى∂ ü
ï ï ى− ü∂ï ï→ ق ي= ‎ ي ‎∂ − +î ï‏ ï
∂ï ïî ‏

J
(35)
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Stress( كرنش و تنش and Strain(

 المان سطح در كرنش بردار )7( رابطه در )35( و )34( روابط جايگذاري با حال

:مي آيد دست به زير صورت به

:است برقرار زير روابط همواره دانيم مي المان هندسه به توجه با

(2 1)(2 1) (2 1)(2 1)

3
(2 )(2 ) (2 )(2 )

(2 1)(2 1) (2 1)(2 1) (2 )(2 ) (2 )(2 )

1

det( )

jk i k ik j k

e
jk i k ik j k

jk i k ik j k jk i k ik j k

y Q y Q

x Q x Q

x Q x Q y Q y Q

− − − −

− − − −

ى ü−
ï ï∈ = − ي+ ‎
ï ï− + + −î ‏

ε
J

، (36)

(34) & (35) (7)→ ق

ab ba ab ba

ab ba

ab ac ac ab ac ac

x x y y
Q Q

x x x y y y

= − = −
= −

= − = −
(37)

)36( در )37( رابطه جايگذاري با

2 1 2 1 2 1

3
2 2 2

2 1 2 2 1 2 2 1 2

1

det( )

jk i ki j ij k

e
kj i ik j ji k

kj i jk i ik j ki j ji k ij k

y Q y Q y Q

x Q x Q x Q

x Q y Q x Q y Q x Q y Q

− − −

− − −

ى ü+ +
ï ï∈ = + ي+ ‎
ï ï+ + + + +î ‏

ε
J

، (38)
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Stress( كرنش و تنش and Strain(

:مي شود نوشته زير صورت به )38( المان كرنش رابطه ماتريسي فرم

آن در كه

3 6

0 0 0
1

0 0 0
det( )

jk ki ij

e
kj ik ji

kj jk ik ki ji ij

y y y

x x x

x y x y x y

×

é ù
ê ْ∈ = ê ْ
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، (40)

e e e=ε B Q (39)

(20)
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Q ،
)تكراري(

 است المان گرهي مختصات از تابعي B ماتريس مي شود مشاهده كه طور همان

 است ثابت نشكر مثلثي المان در كه گرفت نتيجه مي توان پس .مي باشد ثابت كه

 ارب اثر محل در بنابراين .مي شود محسوب المان اين اصلي معايب از اين كه

 را لثيمث المان هاي دارد امكان كه جايي تا بايد سوراخ ها نزديكي در يا و متمركز

  .رود بالا آناليز دقت تا كرده انتخاب كوچك
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Stress( كرنش و تنش and Strain(

:مي آيد دست به زير صورت به مثلثي المان در تنش مقدار )8( رابطه در )39( رابطه جايگذاري با

آن در كه

(39) (8) e e e e→ =σ D B Q (41)

2

1 0

1 0
1

0 0 0.5(1 )

e

e e
e

e
e

E
υ

υ
υ

υ

é ù
ê ْ= ê ْ−
ê ْ−ë û

D ه ايصفح تنش حالت در مصالح ماتريس(9)

)تكراري(

حالتماتريس مصالح در 

كرنش صفحه اي 

1 0

1 0
(1 )(1 2 )

0 0 0.5(1 2 )

e e

e e
e e

e e
e

E
υ υ
υ υ

υ υ
υ

−é ù
ê ْ= −ê ْ+ −
ê ْ−ë û

D (10)
)تكراري(

22

  .شكل در شدخ داده نشان المان دو براي B ماتريس محاسبه است مطلوب مقادير -2 مثال

x

y

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Stress( كرنش و تنش and Strain(

1(3, 2) 2(6, 2)

3(3, 4) 4(6, 4)

1

2
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  -2 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Stress( كرنش و تنش and Strain(

x

y

1(3, 2) 2(6, 2)

3(3, 4) 4(6, 4)

1

2

Element Connectivity

Node No.Element

No.

1

2

i

1

1

j

2

4

k

4

3

0 0 0
1

(33) (40) 0 0 0
jk ki ij

e
kj ik ji

ik jk jk ik
kj jk ik ki ji ij

y y y

x x x
x y x y

x y x y x y

é ù
ê ْ→ = ê ْ−
ê ْ
ë û

B (2.1)

24

  -2 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Stress( كرنش و تنش and Strain(

x

y

1(3, 2) 2(6, 2)

3(3, 4) 4(6, 4)

1

2

(2.1) ق

(1)

2 0 2 0 0 0
1

0 0 0 3 0 3
6

0 2 3 2 3 0

−é ù
ê قْ = −ê ْ
ê ْ− −ë û

B (2.2)

(2)

0 0 2 0 2 0
1

(2.1) 0 3 0 0 0 3
6

3 0 0 2 3 2

−é ù
ê قْ = −ê ْ
ê ْ− −ë û

B (2.3)

0 0 0
1

0 0 0
jk ki ij

e
kj ik ji

ik jk jk ik
kj jk ik ki ji ij

y y y

x x x
x y x y

x y x y x y

é ù
ê ْ= ê ْ−
ê ْ
ë û

B
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

:داشت خواهيم )L1-30( كل پتانسيل انرژي در )8( رابطه جايگذاري با

(42)
1

(8) ( 1 30)
2

Vd tdA
T T T T

A A i i
iA A L

L td td td u P
=

→ − ق ∏ = − − ٍه− ٍ ٍε D ε u f u T l

:مي آيد دست به المان ها تمامي در پتانسيل انرژي جمع از سيستم كل پتانسيل انرژي محدود المان روش در

(43)
1

(42) ( ) ( ) ( ) ( )
2

e T e T e e T e e T e
e A e A e i i

e e e ie e L

t d t d t d Q p
و ِ و ِ و ِ

ق ∏ = − − −ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ّè ّ è ّ

ه ه ه ٍه ٍ ٍε D ε u f u T l

:مي شود تعريف زير صورت به المان كرنشي انرژي

1
( ) ( )

2
e T e T e

e e A

e

U t d= ٍ ε D ε (44)

  :داشت خواهيم )43( در )44( رابطه جايگذاري با

(45)(44) (43) ( ) ( )e T e e T e
e e A e i i

e e e ie L

U t d t d Q p
و ِ و ِ

→ ق ∏ = − − −ç ÷ ç ÷
è ّè ّ

ه ه ه ٍه ٍu f u T l
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

Element( المان سختي ماتريس Stiffness Matrix(

1
(39) (44) ( ) ( ) ( )

2
e T e T e T e e

e e A

e

U t d→ ق = ٍ Q B D B Q (46)

:داشت خواهيم )44( رابطه در )39( رابطه از      المان كرنش جايگذاري با eε

1
(46) ( ) ( ) ( )

2
e T e T e T e e

e e A

e

U t d
و ِ

ق = ç ÷
è ّ
ٍQ B D B Q (47)

1
(47) ( ) ( ) ( )

2

A e

e

d A

e T e T e T e e
e e eU t A

=ٍ

ق = Q B D B Q (48)

eD  ي باشندم ثابت          و         ماتريس هاي درايه  كه آنجايي از همچنين و المان سطح در ضخامت بودن ثابت فرض با

:نمود خارج انتگرال از را آن ها مي توان

eB

:نوشت زير صورت به مي توان را )47( رابطه نتيجه در                 كه آنجايي از A e

e

d A=ٍ
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

Element( المان سختي ماتريس Stiffness Matrix(

1
(48) ( )

2
e T e e

eUق = Q k Q (49)

:نوشت زير صورت به مي توان را )48( رابطه

:شدمي با مثلثي المان سختي ماتريس       آن در كه ek

( ) ( )e e T e T e
e et A=k B D B (50)

.مي گردد كيلتش مثلثي المان سختي ماتريس )صفحه اي كرنش يا صفحه اي تنش(     ماتريس نوع به توجه با eD

Element( اُم e المان سختي ماتريس Stiffness Matrix(
6 6: e ×∈k ،
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

Element( المان حجمي نيروي برداري Body Force Vector(

:است زير صورت به )45( رابطه در حجمي نيروي از ناشي خارجي كار به مربوط عبارت

:داشت خواهيم )51( رابطه در )17( رابطه از شكل تغيير جايگذاري با

(51)( )e T e
e A

e

t dٍ u f=حجمي نيروي از ناشي خارجي كار

(52)(17) (51) ( ) ( )e T e eT T e
e A e A

e e

t d t d→ ق =ٍ ٍu f Q N f

: )52( رابطه در )20( و )19( ،)2( روابط جايگذاري با

(53){ }

1

1

2

2 1 2 2 1 2 2 1 2

2

3

3

0

0

0
( )

0

0

0

xe T e
e A i i j j k k e A

ye e

N

N

fN
t d Q Q Q Q Q Q t d

fN

N

N

− − −

é ù
ê ْ
ê ْ
ê ْ ى ü

= ê ْ ي ‎
î ê‏ ْ

ê ْ
ê ْ
ê ْë û

ٍ ٍu f

(2), (19) & (20) (52)→ ق
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

Element( المان حجمي نيروي برداري Body Force Vector(

:مي شود نتيجه )53( رابطه دادن بسط با

(54)

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2 3( )e T e
e A e i x i y A e j x j y A e k x k y A

e e e e

t d t Q f Q f N d t Q f Q f N d t Q f Q f N d− − −= + + + + +ٍ ٍ ٍ ٍu f

(53) ق

:شده اند ظاهر زير انتگرال هاي )54( رابطه در

1 2 3? , ? , ?A A A

e e e

N d N d N d= = =ٍ ٍ ٍ

ξ
η

i
j

k

1( , )N ξ η ξ=

1

dη
dξ

dA eA

1 A

e

N dٍ  حجم با برابر            مقدار مي شود مشاهده شكل در كه همان طور

  :كه گرفت نتيجه مي توان رو، اين از است                     چهاروجهي
1

1
3

e eV A= ×

1 2 3

1

3
A A A e

e e e

N d N d N d A= = =ٍ ٍ ٍ (55)
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

Element( المان حجمي نيروي برداري Body Force Vector(

:داشت خواهيم )54( رابطه در )55( رابطه جايگذاري با رو، اين از

(56)( )2 1 2 2 1 2 2 1 2(55) (54) ( )
3

e T e e e
e A i x i y j x j y k x k y

e

t A
t d Q f Q f Q f Q f Q f Q f− − −→ ق = + + + + +ٍ u f

:مي شود نوشته زير صورت به )56( رابطه ماتريسي فرم

(57)(56) ( ) ( )e T e eT e
e A

e

t dق =ٍ bu f Q f

:رددمي گ تعريف زير صورت به      المان حجمي نيروي بردار  آن در كه
e

bf

Element( اُم e المان حجمي نيروي بردار Body force( 6: e ∈bf ،

 تنسب به       و     حجمي نيروهاي كه گرفت نتيجه توان مي
.شده اند تقسيم المان گره هاي بين سوم يك

xfyf
(58)

3

x

y

xe e e

y

x

y

f

f

ft A

f

f

f

ى ü
ï ï
ï ï
ï ïï ï= ي ‎
ï ï
ï ï
ï ï
ï ïî ‏

bf

2 1i −

2i

2 1j −

2 j

2 1k −

2k
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

:است زير صورت به )45( رابطه در سطحي نيروي از ناشي خارجي كار به مربوط عبارت

Element( المان سطحي نيروي برداري Traction Force Vector(

(59)( )e T e
e

L

t dٍ u T l
سطحي نيروي از ناشي خارجي كار=

(60){ }(1) & (3) (59) ( )
xe T e

e e
yL L

T
t d u v t d

T

ى ü
→ ق = ي ‎

î ‏
ٍ ٍu T l l

)59( رابطه در )3( و )1( روابط جايگذاري با

32

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

Element( المان سطحي نيروي برداري Traction Force Vector(

 به   لبه بر     و      سطح واحد بارهاي كه مي شود فرض اينجا در

.مي شود وارد       طول

xTyTij

ijl

(62)
3 0

1 2 1 2 2 1

1 2 2 2

(16)
N

i j

i j

u N Q N Q

v N Q N Q

=
− −+

+

=
ق

=

:مي شود محاسبه زير صورت به      لبه روي بر جابجايي ميزان )16( رابطه از استفاده با ij

:ودمي ش نوشته زير صورت به     لبه روي بر )60( رابطه بنابراين ij

(61)(60) ( ) ( )
ij ij

e T e
e x y et d uT vT t dق = +ٍ ٍu T l l

l l

2 1kQ −

2kQ

x

y

i

j

k

e

xT

1xT

2xT

yT

1yT

2yT

ijl

2 1jQ −

2 jQ

2 1iQ −

2iQ

:وشتن صورت به مي  توان نيز را      و     سطح واحد نيروهاي      لبه روي بر درونيابي از استفاده با همچنين ij
xTyT

(63)
1 1 2 2

1 1 2 2

x x x

y y y

T N T N T

T N T N T

+

+

=
=

جايي جابجايي لبه ها وابسته به جاب(
)گره هاي دو انتهاي لبه است

دت بار بار در طول لبه وابسته به ش(
)در دو انتهاي لبه است
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

Element( المان سطحي نيروي برداري Traction Force Vector(

(64)
2 2

1 2 1 2, ,
3 3 6

ij ij ij

ij ij ij
N d N d N N d= = =ٍ ٍ ٍl l l

l l l

l l l

  كه دانيم مي

همچنين و

(65)2 2( ) ( )ij j i j ix x y y= − + −l

  :داشت خواهيم )65( و )64( روابط از استفاده با همچنين و )61( رابطه در )63( و )62( روابط جايگذاري با

(66)
(64)&(65)

2 1 2 2 1 2(62) & (63) (61) ( )
ij

e T e e
e i i j jt d Q Q Q Q− −é ù→ ق = ë ûٍ tu T Tl

l
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

Element( المان سطحي نيروي برداري Traction Force Vector(

:مي گردد تعريف زير صورت به     لبه بر          المان سطحي نيروي بردار آن در كه e
tTij

(67)

1 2

1 2

1 2

1 2

2

2

26

2

x x

y ye ije

x x

y y

T T

T Tt

T T

T T

ى+ ü
ï ï+ï ï= ي ‎+ï ï
ï ï+î ‏

tT
l

2 1i −

2i

2 1j −

2 j

Element( امُ e المان سطحي نيروي بردار Traction force( 4  لبه بر وارد: e ∈tT ،ij
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

Element( المان سطحي نيروي برداري Traction Force Vector(

x

y i

j

k

e

1T

2T

ijl

2 1jQ −

2 jQ

2 1iQ −

2iQ

2 1kQ −

2kQ

θ

θ

 يرتغي      تا      از آن شدت كه شده داده نشان خطي بار اگر

 اگر كه طوري به شود وارد       لبه بر عمود صورت به مي كند

 و راست سمت در بار كنيم حركت j گره سمت به i گره از

:صورت اين در باشد شده واقع لبه بر عمود

ij

1T2T

(68)1 1 2 2 1 1 1 2, , ,x x y yT cT T cT T sT T sT= − = − = − = −

آن در كه
(69),

i j j i

ij ij

x x y y
s c

− −
= =
l l
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Principal( اصلي تنش هاي stresses(

2

2
max,min

2 2

x y x y

xy

σ σ σ σ
σ τ

+ و− ِ
= ± +ç ÷

è ّ
(70)

2
tan 2

xy

p

x y

τ
θ
σ σ
=

−
(71)
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 ،7 ارهشم گره هاي در گرهي بار مقادير تعيين است مطلوب .است شده داده نشان شكل در بعدي دو صفحه يك -3 مثال

)است ميليمتر حسب بر ابعاد( .9-8-7 لبه هاي بر وارده سطحي بار اثر تحت 9 و 8

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Stress( كرنش و تنش and Strain(

x

y

7

(100, 20)

8

(85, 40)

9

(70, 60)

3Mpa

1Mpa

2Mpa

( 10 )Thickness mm=

38

-3 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Stress( كرنش و تنش and Strain(

x

y

7

(100, 20)

8

(85, 40)

9

(70, 60)

3Mpa

1Mpa

2Mpa

  : 8-7 لبه

(3.1)2 2
7 8(85 100) (40 20) 25mm−− + − ق =l

(3.2)

100 85
0.625

40 20 0.8

25

s

c

−= =
ق

− ==

(3.3)

1

2

1

2

0.80.8 1

1.60.8 2

0.60.6 1

1.20.6 2

x

x

y

y

T

T

T

T

= −− ×
= −− ×

ق
= −− ×
= −− ×



39

-3 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Stress( كرنش و تنش and Strain(

x

y

7

(100, 20)

8

(85, 40)

9

(70, 60)

3Mpa

1Mpa

2Mpa

  : 8-7 لبه

(67) ق

13

14

15

16

1

2( 0.8) 1.6 133.3

2( 0.6) 1.2 10010 25

0.8 2( 1.6) 166.76

0.6 2( 1.2) 125

− − ى− ü ى ü
ï ï ï ï− − −× ï ï ï ï= ق ي= ‎ ي ‎− + − −ï ï ï ï
ï ï ï ï− + − −î ‏ î ‏

tT (3.4)

40

-3 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Stress( كرنش و تنش and Strain(

x

y

7

(100, 20)

8

(85, 40)

9

(70, 60)

3Mpa

1Mpa

2Mpa

1  : 9-8 لبه 8 9

2 8 9

2 85 70

3 40 60

T Mpa x mm x mm

T Mpa y mm y mm

= = =
= = =

(3.5)2 2 2 2
8 9 9 8 9 8 8 9(65) ( ) ( ) (70 85) (60 40) 25x x y y mm− ق− = − + − = − + − ق =l l

(3.6)

8 9

8 9

9 8

8 9

85 70

25 0.6
(69)

0.860 40

25

x x
s

s

y y c
c

−

−

− −= =
=

ق ق
− =−= =

l

l

(3.7)

1 1 1

2 2 2

1 1 1

2 2 2

0.8 2 1.6

0.8 3 2.4
(68)

0.6 2 1.2

0.6 3 1.8

x x

x x

y y

y y

T cT T

T cT T

T sT T

T sT T

= − = − × = −
= − = − × = −

ق ق
= − = − × = −
= − = − × = −
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-3 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Stress( كرنش و تنش and Strain(

x

y

7

(100, 20)

8

(85, 40)

9

(70, 60)

3Mpa

1Mpa

2Mpa

  : 9-8 لبه

(67) ق

15

16

17

18

1 2

1 22 28 9

1 2

1 2

2 2( 1.6) 2.6 233.3

2 2( 1.2) 1.8 17510 25

2 1.6 2( 2.6) 266.76 6

2 1.2 2( 1.8) 200

x x

y ye

x x

y y

T T

T Tt

T T

T T

−

ى+ ü − − ى− ü ى ü
ï ï ï ï ï ï+ − − −×ï ï ï ï ï ï= = ق ي= ‎ ي ‎ ي ‎+ − + − −ï ï ï ï ï ï
ï ï ï ï ï ï+ − + − −î ‏ î î‏ ‏

t tT T
l

(3.8)
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-3 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Stress( كرنش و تنش and Strain(

x

y

7

(100, 20)

8

(85, 40)

9

(70, 60)

3Mpa

1Mpa

2Mpa

گرهي نيروهاي بردار تشكيل

13

14

15

16

1 2

133.3

100

400

300

266.7

200

ى− ü
ï ï−ï ï
ï ï−

= + = ي ‎−ï ï
ï ï−
ï ï
−î ‏

t tF T T (3.9)

17

18
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1000 متمركز بار اثر تحت شده داده نشان صفحه -4 مثال lb نظر در فرض با صفحه اين آناليز است مطلوب .دارد قرار 

  .صفحه اي تنش حالت گرفتن

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

6

( ) 0.5

30 10

0.25

Thickness t in

E psi

ν

=
= ×
=

3 in

2 in

1000 lb

44

-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

3 in

2 in

1000 lb

تلف به المان هاي مخصفحه تقسيم بندي 

و شماره گذاري گره و المان

X

Y

1

2

1Q

2Q

1

23

4

3Q

4Q

5Q

6Q

7Q

8Q

Element Connectivity

Node No.Element

No. i j k

1 1 2 4

2 3 4 2

Node Coordinates

Node No. X Y

1 3 0

2 3 2

3 0 2

4 0 0

6

( ) 0.5

30 10

0.25

Thickness t in

E psi

ν

=
= ×
=
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-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

6

2

1 0.25 0
30 10

0.25 1 0
1 (0.25)

0 0 0.5(1 0.25)

é ù
× ê ْ= ê ْ−

ê ْ−ë û

6

32 8 0

8 32 0 10

0 0 12

é ù
ê قْ = ×ê ْ
ê ْë û

D (4.4)

1
(33) ( )

2
e ik jk jk ikA x y x yق = − (4.1)

1 3A = (4.2)

2 32 42 42 32 2

1
(4.1) ( ) 3

2
A x y x y Aق = − ق = (4.3)
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-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

0 0 0
1

(33) (40) 0 0 0
jk ki ij

e
kj ik ji

ik jk jk ik
kj jk ik ki ji ij

y y y

x x x
x y x y

x y x y x y

é ù
ê ْ→ = ê ْ−
ê ْ
ë û

B (4.5)

(4.5) ق

(1)

0.33 0 0 0 0.33 0

0 0.5 0 0.5 0 0

0.5 0.33 0.5 0 0 0.33

−é ù
ê قْ = −ê ْ
ê ْ− −ë û

B (4.6)

42 23 34

(2) (2)
24 32 43

32 42 42 32
24 42 32 23 43 34

0 0 0 0.33 0 0 0 0.33 0
1

0 0 0 0 0.5 0 0.5 0 0

0.5 0.33 0.5 0 0 0.33

y y y

x x x
x y x y

x y x y x y

−é ù é ù
ê ْ ê ْ= ق = −ê ْ ê ْ−
ê ْ ê ْ− −ë û ë û

B B (4.7)



47

-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

(4.8)(1) 7

0.983 0.5 0.45 0.2 0.53 0.3

0.5 1.4 0.3 1.2 0.2 0.2

0.45 0.3 0.45 0 0 0.3
10

0.2 1.2 0 1.2 0.2 0

0.53 0.2 0 0.2 0.53 0

0.3 0.2 0.3 0 0 0.2

− − −é ù
ê ْ− − −ê ْ
ê ْ− −

ق = × ê ْ− −ê ْ
ê ْ− −
ê ْ

− −ë û

k

1 2 3 4 7 8

1

2

3

4

7

8

3 in

2 in

1000 lb

1

2

1Q

2Q

1

23

4

3Q

4Q

5Q

6Q

7Q

8Q
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-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

(2) (2) (2)
2(50) ( ) ( )T TtAق =k B D B

(4.9)(2) 7

0.983 0.5 0.45 0.2 0.53 0.3

0.5 1.4 0.3 1.2 0.2 0.2

0.45 0.3 0.45 0 0 0.3
10

0.2 1.2 0 1.2 0.2 0

0.53 0.2 0 0.2 0.53 0

0.3 0.2 0.3 0 0 0.2

− − −é ù
ê ْ− − −ê ْ
ê ْ− −

ق = × ê ْ− −ê ْ
ê ْ− −
ê ْ

− −ë û

k

5 6 7 8 3 4

5

6

7

8

3

4

3 in

2 in

1000 lb

1

2

1Q

2Q

1

23

4

3Q

4Q

5Q

6Q

7Q

8Q
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-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

3 in

2 in

1000 lb

1

2

1Q

2Q

1

23

4

3Q

4Q

5Q

6Q

7Q

8Q   بنديسرهم وسيله به كل سختي ماتريس تشكيل

  المان ها تمامي سختي ماتريس كردن

2
8 8

1

e

e

×

=

∈ = Kهق K،

7

0.98 0.5 0.45 0.2 0 0 0.53 0.3

0.5 1.4 0.3 1.2 0 0 0.2 0.2

0.45 0.3 0.98 0 0.53 0.2 0 0.5

0.2 1.2 0 1.4 0.3 0.2 0.5 0
10

0 0 0.53 0.3 0.983 0.5 0.45 0.2

0 0 0.2 0.2 0.5 1.4 0.3 1.2

0.53 0.2 0 0.5 0.45 0.3 0.983 0

0.3 0.2 0.5 0 0.2 1.2

− − −
− − −
− − −

− − −
= ×

− − −
− − −

− − −
− − −

K

0 1.4

é ù
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْë û

1 2 3

1

2

3

(4.10)

4 5 6 7 8

4

5

6

7

8
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-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

3 in

2 in

1000 lb

1

2

1Q

2Q

1

23

4

3Q

4Q

5Q

6Q

7Q

8Q

كل گرهي نيروهاي بردار تشكيل

8

0

0

0

1000

0

0

0

0

ى ü
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï−ï ï∈ = ي ‎
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
î ‏

F ،

1

2

3

(4.11)
4

5

6

7

8
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-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

3 in

2 in

1000 lb

1

2

1Q

2Q

1

23

4

3Q

4Q

5Q

6Q

7Q

8Q

يپنالت روش به مرزي شرايط اعمال

1014 10C = × (4.12)

يگره نيروهاي بردار و سختي ماتريس اصلاح :اول گام

52

-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

3 in

2 in

1000 lb

1

2

1Q

2Q

1

23

4

3Q

4Q

5Q

6Q

7Q

8Q

يپنالت روش به مرزي شرايط اعمال

يگره نيروهاي بردار و سختي ماتريس اصلاح :اول گام

2 5 6 7 8 0Q Q Q Q Q= = = = =

(4.10) & (4.12) ق

7

0.98 0.5 0.45 0.2 0 0 0.53 0.3

0.5 14001.4 0.3 1.2 0 0 0.2 0.2

0.45 0.3 0.98 0 0.53 0.2 0 0.5

0.2 1.2 0 1.4 0.3 0.2 0.5 0
10

0 0 0.53 0.3 14000.983 0.5 0.45 0.2

0 0 0.2 0.2 0.5 14001.4 0.3 1.2

0.53 0.2 0 0.5 0.45 0.3 14000.983 0

0.3

− − −
− − −
− − −

− − −
= ×

− − −
− − −

− − −

K

0.2 0.5 0 0.2 1.2 0 14001.4

é ù
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ

− − −ê ْë û

1 2 3

1

2

3

(4.13)

4 5 6 7 8

4

5

6

7

8
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-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

3 in

2 in

1000 lb

1

2

1Q

2Q

1

23

4

3Q

4Q

5Q

6Q

7Q

8Q

يپنالت روش به مرزي شرايط اعمال

يگره نيروهاي بردار و سختي ماتريس اصلاح :اول گام

2 5 6 7 8 0Q Q Q Q Q= = = = =

(4.11) & (4.12) ق

2

5

6

7

8

0 0 0

0 0 (0) 0

0 0 0

1000 1000 1000

0 0 (0) 0

0 0 (0) 0

0 0 (0) 0

0 0 (0) 0

C C

C C

C C

C C

C C

α

α
α
α
α

ى ü ى ü ى ü
ï ï ï ï ï ï+ +ï ï ï ï ï ï
ï ï ï ï ï ï
ï ï ï ï ï ï− − −ï ï ï ï ï ï= = ق ي= ‎ ي ‎ ي ‎+ +ï ï ï ï ï ï
ï ï ï ï ï ï+ +
ï ï ï ï ï ï
+ +ï ï ï ï ï ï

ï ï ï ï ï ï+ +î ‏ î î‏ ‏

F F

1

2

3

(4.14)
4

5

6

7

8
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-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

3 in

2 in

1000 lb

1

2

1Q

2Q

1

23

4

3Q

4Q

5Q

6Q

7Q

8Q

5
1

9
2

6
3

5(4.13)&(4.14)
41

9
5

9
6

9
7

11
8

1.9076 10

5.8618 10

8.7326 10

7.416 10
( )

1.9216 10

1.184 10

1.9216 10

9.709 10

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

−

−

−

−
−

−

−

−

−

ى üى ü − ×
ï ïï ï − ×ï ïï ï
ï ïï ï ×
ï ïï ï
− ×ï ï ï ï= ق = ق ي= ‎ ي ‎

×ï ï ï ï
ï ï ï ï− ×
ï ï ï ï

− ×ï ï ï ï
ï ï ï ï− ×î ‏ î ‏

KQ F Q K F (4.15)

:مي شود حل و نوشته زير صورت به تعادل معادله
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:تنش محاسبه

3 in

2 in

1000 lb

1

2

1Q

2Q

1

23

4

3Q

4Q

5Q

6Q

7Q

8Q

-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

(41) e e eق =σ DB Q (4.16)

5

9

6
(1) 6

5

9

9

1.9076 10

5.8618 10
32 8 0 0.33 0 0 0 0.33 0

8.7326 10
10 8 32 0 0 0.5 0 0.5 0 0

7.416 10
0 0 12 0.5 0.33 0.5 0 0 0.33

1.9216 10

1.9216 10

−

−

−

−

−

−

ى ü− ×
ï ï− ×ï ï−é ù é ù
ï ï×ï ïê ْ ê ْ= × − ي ‎ê ْ ê ْ − ×ï ïê ْ ê ْ− −ë û ë û ï ï− ×
ï ï
− ×ï ïî ‏

σ

1

2

3

4

7

8

(4.17)(1)

93.122

1135.6

62.082

x

y

xy

psi

σ
σ
τ

ى ü= −
ï ï

ق = = ي− ‎
ï ï= −î ‏

σ
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:تنش محاسبه

3 in

2 in

1000 lb

1

2

1Q

2Q

1

23

4

3Q

4Q

5Q

6Q

7Q

8Q

-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

(41) e e eق =σ DB Q (4.16)

9

9

9
(2) 6

11

6

5

1.9216 10

1.184 10
32 8 0 0.33 0 0 0 0.33 0

1.9216 10
10 8 32 0 0 0.5 0 0.5 0 0

9.709 10
0 0 12 0.5 0.33 0.5 0 0 0.33

8.7326 10

7.416 10

−

−

−

−

−

−

ى ü×
ï ï− ×ï ï−é ù é ù
ï ï− ×ï ïê ْ ê ْ= × − ي ‎ê ْ ê ْ − ×ï ïê ْ ê ْ− −ë û ë û ï ï×
ï ï
− ×ï ïî ‏

σ

5

6

7

8

3

4

(4.18)(2)

93.122

23.264

296.61

x

y

xy

psi

σ
σ
τ

ى ü=
ï ï

ق = ي= ‎
ï ï= −î ‏

σ
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:اصلي تنش هاي محاسبه

3 in

2 in

1000 lb

1

2

1Q

2Q

1

23

4

3Q

4Q

5Q

6Q

7Q

8Q

-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

(1)
max

(1)
min

89.438

1139.3

psi

psi

σ
σ

= −
= − (4.20)

(4.19) ق

(70) ق

2

2
max,min

2 2

x y x y

xy

σ σ σ σ
σ τ

+ و− ِ
= ± +ç ÷

è ّ
(4.19)

2 (2)
(2) 2 max

max,min (2)
min

356.8593.122 23.264 93.122 23.264
( 296.61)

2 2 240.47

psi

psi

σ
σ

σ
=+ و− ِ= ± + − çق ÷ = −è ّ

(4.21)
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:اصلي تنش هاي محاسبه

3 in

2 in

1000 lb

1

2

1Q

2Q

1

23

4

3Q

4Q

5Q

6Q

7Q

8Q

-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

(1) 3.3961opθ = − (4.23)

(4.22) ق

(71) ق
2

tan 2 xy

p

x y

τ
θ
σ σ
=

−
(4.22)

(2) (2)2( 296.61)
tan 2 41.642

93.122 23.264
o

p pθ θ−= ق = −
− (4.24)
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:يتكيه گاه العمل هاي عكس محاسبه

(4.26)2 820.65R lb=

(4.25) ق

3 in

2 in

1000 lb

1

2

1Q

2Q

1

23

4

3Q

4Q

5Q

6Q

7Q

8Q

-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

(4.27)( ) ( )10 9
5 5 5 514 10 1.9216 10 0 269.02R C Q R lbα −= − − = − × × − ق = −

(4.28)( ) ( )10 9
6 6 6 614 10 1.184 10 0 165.75R C Q R lbα −= − − = − × − × − ق =

(4.29)( ) ( )10 9
7 7 7 714 10 1.9216 10 0 269.02R C Q R lbα −= − − = − × − × − ق =

(4.30)( ) ( )10 11
8 8 8 814 10 9.709 10 0 13.593R C Q R lbα −= − − = − × − × − ق =

60

:يتكيه گاه العمل هاي عكس محاسبه

-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

269.02 lb

13.593 lb

820.65 lb

269.02 lb

3 in

2 in

1000 lb

1

2

1Q

2Q

1

23

4

3Q

4Q

5Q

6Q

7Q

8Q

165.75 lb



  cst2n.m :برنامه فايل نام

L06EX04.txt :ورودي فايل نام

RL06EX04.txt :خروجي فايل نام
TITLE OF PROBLEM
EXAMPLE 6.4
NN NE NM NDIM NEN NDN
4  2  1  2    3   2

ND NL NCH NPR NMPC
5  1  2   3   0

Node#  X   Y
1     3   0
2     3   2
3     0   2
4     0   0

Elem#  N1  N2  N3  Mat#  Thickness  TempRise (NCH=2 El Char: Th, Temp)
1      4   1   2   1     .5          0
2      3   4   2   1     .5          0

DOF#  Displacement
2     0
5     0
6     0
7     0
8     0

DOF#  Load
4    -1000

MAT#  PROP1  PROP2  PROP3
1    30E6   .25    12E-6

B1  i B2 j  B3  (Multi-point constr. B1*Qi+B2*Qj=B3)

L06EX04.txt

61

-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

3 in

2 in

1000 lb

1

2

1Q

2Q

1

23

4

3Q

4Q

5Q

6Q

7Q

8Q

RL06EX04.txt

Output for Input Data from file L06EX04.txt
EXAMPLE 6.4

Plane Stress Analysis
Node#    X-Displ         Y-Displ

1      1.9076E-05     -5.8618E-09
2      8.7326E-06     -7.4160E-05
3      1.9216E-09     -1.1840E-09
4     -1.9216E-09     -9.7090E-11

DOF#     Reaction
2      8.2065E+02
5     -2.6902E+02
6      1.6575E+02
7      2.6902E+02
8      1.3593E+01

ELEM#             SX             SY           TXY         S1       S2  ANGLE SX-->S1
1   -9.31224E+01   -1.13559E+03   -6.20816E+01   -8.94383E+01   -1.13928E+03   -3.39610E+00
2    9.31224E+01    2.32643E+01   -2.96612E+02    3.56855E+02   -2.40468E+02   -4.16419E+01

62

-4 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Temperature( حرارت اثرات Effects(

  ،      ،اوليه كرنش يك عنوان به مي توان را دما تغيير اين از ناشي كرنش باشد مشخص ،               ،دما تغييرات توزيع اگر

:است زير صورت به كه گرفت نظر در

( , )X YTΔ0ε

:αحرارتي انبساط ضريب )Coefficient of Thermal Expansion(

: TΔحرارتي تغييرات )Temperature Gradient(

(72)3
0

0

T

T

α
α
Δى ü

ï ï∈ = Δي ‎
ï ï
î ‏

ε ه ايصفح تنش حالت در مصالح ماتريس،

(73)3
0 (1 )

0

T

T

α
υ α

Δى ü
ï ï∈ = + Δي ‎
ï ï
î ‏

ε صفحه ايكرنش حالتماتريس مصالح در ،

64

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Temperature( حرارت اثرات Effects(

:مي شود نوشته زير صورت به اوليه كرنش وجود با تنش رابطه فرم

0(8) ( ق( = −σ D ε ε (74)

:دمي آي دست به المان حجم روي بر انتگرال گيري كمك به المان يك براي كرنشي انرژي

(75)0

1
( )

2
T

e

e

U tdA= −ٍ σ ε ε

:داشت خواهيم )75( در )74( رابطه جايگذاري با

(76)0 0

1
(74) (75) ( ) ( )

2
T T

e

e

U tdA→ ق = − −ٍ ε ε D ε ε

:داريم )76( رابطه دادن بسط با

(77)0 0 0

1 1
(76)

2 2
T T T

e

e e e

U tdA tdA tdAق = − +ٍ ٍ ٍε Dε ε Dε ε Dε
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Temperature( حرارت اثرات Effects(

  كه مي دهد دست به را المان سختي ماتريس راست، سمت در اول عبارت كه مي بينيم كرنشي، انرژي عبارت بررسي با

  عادلاتم از استفاده هنگام رو اين از است ثابت مقدار يك نيز آخر عبارت كه آنجايي از .است آمده دست به پيش تر

 نظر مورد المان بار بردار دوم، عبارت .مي شود حذف رابطه از مي آيند، دست به                         دادن قرار با كه تعادل

.مي دهد دست به دمايي تغييرات نتيجه در را

/ 0id dQΠ =

(78)
(39)

0 0(77) ( ) ( ) ( )T e T e T e T e
e e

e

tdA t Aق = =ٍ ε Dε Q B Dε Q θ

آن در كه

:6  مثلثي المان در حرارتي نيروي بردار e ∈θ ،

0(78) ( )e e T
e et Aق =θ B Dε (79)

:با است برابر دمايي تغييرات وجود حالت در تنش مقدار داشت خواهيم )74( در )39( رابطه جايگذاري با

0(39) (74) ( )e e e→ ق = −σ D B Q ε (80)
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Problem( مرزي شرايط و سازي مدل Modeling and Boundary Conditions(

30Mpa30Mpa
30Mpa

30Mpa

BC: DOFs in Y-Directions = 0

BC:

DOFs in X-Directions = 0

محور تقارن
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Problem( مرزي شرايط و سازي مدل Modeling and Boundary Conditions(

P

محور تقارن

BC: DOFs in Y-Directions = 0

MBC

P
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Problem( مرزي شرايط و سازي مدل Modeling and Boundary Conditions(

P

X

n

2 1iQ −

2iQ

θ

θ

(81)2 1 2sin cos 0i iQ Qθ θ− − =

  محور روي بر كه گره هايي براي وابسته مرزي شرايط

n است زير صورت به دارند قرار:

2
2 1 2

1 1
( sin cos )

2 2
T T

i iC Q Qθ θ−∏ = − + −Q KQ Q F (82)

 عادلهم پنالتي روش اعمال و انرژي روش از استفاده با

: شودمي نوشته زير صورت به كل پتانسيل انرژي

:نوشت ماتريسي صورت به مي توان را دارد دوم توان )82( رابطه در كه عبارتي

{ }
2

2 12
2 1 2 2 1 2 2

2

sin sin cos1 1
( sin cos )

2 2 sin cos cos

i

i i i i

i

QC C
C Q Q Q Q

QC C

θ θ θ
θ θ

θ θ θ
−

− −

é ù ى ü−
− = ي ‎ê ْ− î ë‏ û

(83)
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Problem( مرزي شرايط و سازي مدل Modeling and Boundary Conditions(

P

X

n

2 1iQ −

2iQ

θ

θ

 به سختي اصلاح ماتريس )83( رابطه براساس

:مي باشد زير صورت

2

2

sin sin cos

sin cos cos

C C

C C

θ θ θ
θ θ θ

é ù−
ê ْ−ë û

(84)

  وابطر از مستقيم توان مي را سختي اصلاح ماتريس

)L04-109( آورد دست به هم:

(85)
1 2

2 1 2

1 2 0
1 2 0

sin cos 0
sin , cos , 0

i i

p p

Q Q

Q Q

θ θ
β θ β θ β

β β β
− − =

ق = = − =
+ =
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Problem( مرزي شرايط و سازي مدل Modeling and Boundary Conditions(

 به حداكثر تنسب عنوان به ابعادي نسبت .كنيد داري خود بزرگ ابعادي نسبت هاي از مثلث ها، به ناحيه يك تقسيم هنگام

 مثلثي نديپيكرب به كه هستند المان هايي المان ها، بهترين كه باشيد داشته توجه .مي شود تعريف مشخصه ابعاد حداقل

 زواياي تخابان مي تواند خوب روش يك .نيستند امكان پذير معمولا پيكربندي هايي چنين .مي شوند نزديك متساوي الاضلاع

 محل انندم مي كنند، تغيير گسترده طور به ناحيه يك در تنش ها كه مسائلي در .باشد درجه 120 تا درجه 30 محدوده در گوشه

 ات دهيم كاهش را ناحيه آن در المان ها اندازه كه است آن مطلوب روش سوراخ ها، و شيارها شالوده، به برشي ديوار اتصال

 .مي كند ايجاد المان روي را ثابتي تنش هاي ،)CST( ثابت كرنش مثلثي المان خاص، طور به .بگيريم نظر در را تنش تغييرات

.مي دهند نشان بهتر را تنش توزيع كوچك تر، المان هاي كه مي دهد نشان اين
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

:ودمي ش داده نشان زير صورت يه مختلف مرتبه هاي در كامل مثلثي المان

كي درجه كامل گرهي سه مثلثي المان

0 1 2( , )X Yu x yα α α= + + (88)

3x

x

2x y

y

2xy

4x

2y

3xy 4y

N

2x

3x y

N

1

xy

2 2x y

M

3y

O O

)Pascal's Triangle(مثلث پاسكال 

بالاتر درجات با مثلثي كامل المان هاي
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

:ودمي ش داده نشان زير صورت يه مختلف مرتبه هاي در كامل مثلثي المان

ود درجه كامل گرهي شش مثلثي المان

2 2
0 1 2 3 4 5( , )X Yu x y x xy yα α α α α α= + + + + + (89)

3x

x

2x y

y

2xy

4x

2y

3xy 4y

N

2x

3x y

N

1

xy

2 2x y

M

3y

O O

)Pascal's Triangle(مثلث پاسكال 

بالاتر درجات با مثلثي كامل المان هاي
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بالاتر درجات با مثلثي كامل المان هاي

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

:ودمي ش داده نشان زير صورت يه مختلف مرتبه هاي در كامل مثلثي المان

سه درجه كامل گرهي ده مثلثي المان

2 2 3 2 2 3
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9( , )X Yu x y x xy y x x y xy yα α α α α α α α α α= + + + + + + + + + (91)

3x

x

2x y

y

2xy

4x

2y

3xy 4y

N

2x

3x y

N

1

xy

2 2x y

M

3y

O O

)Pascal's Triangle(مثلث پاسكال 

 فاقد ETABS و SAP نرم افزارهاي كه است حالي در اين دارد درجه كامل مثلثي المان ADINA و ANSYS نرم افزارهاي

.مي باشند دوم درجه كامل مثلثي المان

74

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Transition( انتقالي مثلثي المان انواع Element( است شده داده نشان زير شكل در:

هيگر پنج مثلثي المان

بالاتر درجات با مثلثي )انتقال( ناقص المان هاي

يگره چهار مثلثي المان
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

بالاتر درجات با مثلثي )انتقال( ناقص المان هاي

املك گرهي شش مثلثي المان

املك گرهي شش مثلثي المان

املك گرهي شش مثلثي المان

قاليانت گرهي چهار مثلثي المان

املك گرهي سه مثلثي المان

  نتقاليا المان هاي از استفاده به نياز حتما مختلف درجات با كامل المان هاي از هم زمان استفاده براي مش بندي هنگام در

  .مي باشد )ناقص(
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CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

كلي حالت در مثلثي المان شكل توابع

ξ
η

1
1

0

ξ
η
=
=

0
2

1

ξ
η
=
=

0
3

0

ξ
η
=
=

1
2

3
12

3

12

3

1
1

1

1
2

3
4 12

3
4

12

3
4

12

3
4

1
1

1

1

1
2

3
4

5

1
2

3
4

5 5

12

3
4 1

2

3
4

5

1
2

3
4

5

1

1
1

11

1
2

3
4

5

6 1
2

3
4

5

6 1
2

3
4

5

6 1
2

3
4

5

6 1
2

3
4

5

6 1
2

3
4

5

6

1

1
1

1
1

1

(3)
1N ξ= (3)

2N η= (3)
3 1N ξ η= − −

(4) (3) (4)
1 1 4

1

2
N N N= − (4) (3)

2 2N N= (4) (3) (4)
3 3 4

1

2
N N N= − (4) (3) (3)

4 1 34N N N=

(5) (3) (4) (5)
1 1 4 5

1
( )

2
N N N N= − + (5) (3) (5)

2 2 5

1

2
N N N= − (5) (3) (4)

3 3 4

1

2
N N N= − (5) (4)

4 4N N= (5) (3) (3)
5 1 24N N N=

(6) (5)
1 1N N= (6) (3) (5) (6)

2 2 5 6

1
( )

2
N N N N= − + (6) (3) (4) (6)

3 3 4 6

1
( )

2
N N N N= − + (6) (4)

4 4N N= (6) (5)
5 5N N= (6) (3) (3)

6 2 34N N N=
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 بار اثر تحت شده داده نشان صفحه -5 مثال

400 گسترده psi آناليز است مطلوب .دارد قرار 

 نشت حالت گرفتن نظر در فرض با صفحه اين

  .صفحه اي

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

6

( ) 0.4

30 10

0.3

Thickness t in

E psi

ν

=
= ×
=

5 in

400 psi

4 in

4 in

4 in

78

-5 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

بلوكي دياگرام تشكيل

W

S
1B

2B

3B

4B

1 2

3 4

5 6

7 8

9 10

1S
1W

3W

5W

7W

2W

4W

6W

8W

2S

3S

4S

5S

Y

5 in

400 psi

4 in

4 in

4 in

X

1B

2B

3B

4B

1

2

3

4

5 6

7

8

9

10

1S

1W

3W

5W

7W

2W

4W

6W

8W

1o

2o

3o

4o

2S

3S

4S5S

.اشندمي ب شكل منحني كه ضلع هايي مياني نقاط : io

Number of S-Spans = 1

Number of W-Spans = 4
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-5 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

 هابلوك از هريك گوشه نقاط مختصات تعيين

Y

5 in

400 psi

4 in

4 in

4 in

X

1B

2B

3B

4B

1

2

3

4

5 6

7

8

9

10

1S

1W

3W

5W

7W

2W

4W

6W

8W

1o

2o

3o

4o

2S

3S

4S5S

Block Corner DATA

Corner No.

( )X in

( )Y in

1

0

4

2

0

0

3

1.4142

4.5858

4

5

0

5

2

6

6

5

6

7

1.4142

7.4142

8

5

12

9

0

8

10

0

12

Midpoint DATA

Midpoint ( )X in ( )Y inW Side−

1o 1 0.7654 4.1522

2o 3 1.8478 5.2346

3o 5 1.8478 6.7654

4o 7 0.7654 7.8478
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-5 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Y

5 in

400 psi

4 in

4 in

4 in

X

1B

2B

3B

4B

1

2

3

4

5 6

7

8

9

10

1S

1W

3W

5W

7W

2W

4W

6W

8W

1o

2o

3o

4o

2S

3S

4S5S

   meshgen.m :برنامه فايل نام

L06EX05MeshgenInput.txt :ورودي فايل نام

L06EX05MeshgenOutput.txt :خروجي فايل نام
Mesh Generation
Example 6.5
Number of Nodes per Element <3 or 4>

3
BLOCK DATA 
#S-Spans(NS)  #W-Spans(NW)  #PairsOfEdgesMergedNSJ)

1             4             0
SPAN DATA
S-Span#  Num-Divisions  (for each S-Span/ Single division = 1)

1        3
W-Span#  Num-Divisions  (for each W-Span/ Single division = 1)

1        2
2        2
3        2
4        2

BLOCK MATERIAL DATA (for Material Number other than 1)
Block#   Material  (Void => 0   Block# = 0 completes this data)

0
BLOCK CORNER DATA
Corner#  X-Coord Y-Coord (Corner# = 0 completes this data)

1      0         4
2      0         0
3      1.4142    4.5858
4      5         0

.

.

.

L06EX05MeshgenInput.txt
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-5 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

.

.

.
5      2         6
6      5         6
7      1.4142    7.4142
8      5         12
9      0         8
10     0         12
0

MID POINT DATA FOR CURVED OR GRADED SIDES
S-Side#  X-Coord Y-Coord (Side# = 0 completes this data)

0
W-Side#  X-Coord Y-Coord (Side# = 0 completes this data)

1      0.7654    4.1522
3      1.8478    5.2346
5      1.8478    6.7654
7      0.7654    7.8478
0

MERGING SIDES (Node1 is the lower number)
Pair#  Side1Node1  Side1Node2   Side2Node1  Side2node2

L06EX05MeshgenInput.txt    meshgen.m :برنامه فايل نام

L06EX05MeshgenInput.txt :ورودي فايل نام

L06EX05MeshgenOutput.txt :خروجي فايل نام
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-5 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Program MESHGEN - CHANDRUPATLA & BELEGUNDU
Example 6.5

NN   NE   NM  NDIM  NEN  NDN
36   48  1  2  3    2
ND   NL   NMPC
0    0    0

Node#        X     Y
1     0.00000e+00     4.00000e+00
2     0.00000e+00     2.66667e+00
3     0.00000e+00     1.33333e+00
.
.
.

36     0.00000e+00     1.20000e+01
Elem#    Node1   Node2   Node3 Mat#

1       1       2       5       1
2       6       5       2       1
3       2       3       6       1
4       7       6       3       1

.

.

.
48      36      35      31       1

L06EX05MeshgenOutput.txt

خود  برنامه براي اين بخش داده اي توليد نمي كند

.ما بعدا اين اطلاعات را بايد وارد كنيم

   meshgen.m :برنامه فايل نام

L06EX05MeshgenInput.txt :ورودي فايل نام

L06EX05MeshgenOutput.txt :خروجي فايل نام
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-5 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

  plot2d.m :برنامه فايل نام

L06EX05MeshgenOutput.txt :ورودي فايل نام
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-5 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

  cst2n.m :برنامه فايل نام

L06EX05CST2Input.txt :ورودي فايل نام

RL06EX05CST2Input.txt :خروجي فايل نام

L06EX05ElementStress.txt :خروجي فايل نام

Program MESHGEN - CHANDRUPATLA & BELEGUNDU
Example 6.5

NN   NE   NM  NDIM  NEN  NDN
36   48    1    2    3    2

ND NL NCH NPR NMPC
6  3  2   3   0

Node#        X        Y
1     0.00000e+00     4.00000e+00
2     0.00000e+00     2.66667e+00
3     0.00000e+00     1.33333e+00
4     0.00000e+00     0.00000e+00
.
.
.
36     0.00000e+00     1.20000e+01

Elem#    Node1   Node2   Node3 Mat#  Thickness  TempRise (NCH=2 El Char: Th, Temp)
1       1       2       5       1       0.4      0
2       6       5       2       1       0.4      0
3       2       3       6       1       0.4      0

.

.

.
48      36      35      31       1      0.4      0

DOF#  Displacement
55     0
56     0
63     0
64     0
71     0
72     0

     .
.
.

L06EX05CST2Input.txt

 روجيخ از را ديگر بخش و مسئله به توجه با را فايل اين اطلاعات از بخشي

.مي كنيم استفاده )رنگ آبي( L06EX05MeshgenOutput.txt فايل
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-5 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

  .
.
.

DOF#  Load
8    -200
16   -400
24   -200

MAT#  PROP1  PROP2  PROP3
1    30E6   .3    12E-6

B1  i B2 j  B3  (Multi-point constr. B1*Qi+B2*Qj=B3)

L06EX05CST2Input.txt

 از را رديگ بخش و مسئله به توجه با را فايل اين اطلاعات از بخشي

.مي كنيم استفاده L06EX05MeshgenOutput.txt فايل خروجي

  cst2n.m :برنامه فايل نام

L06EX05CST2Input.txt :ورودي فايل نام

RL06EX05CST2Input.txt :خروجي فايل نام

L06EX05ElementStress.txt :خروجي فايل نام
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-5 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Output for Input Data from file L06EX05CST2Input.txt
Example 6.5

Plane Stress Analysis
Node#    X-Displ Y-Displ

1     1.4049E-004    -3.6608E-004
2     2.2849E-004    -3.7428E-004
3     3.1457E-004    -3.8900E-004
4     4.0092E-004    -4.0645E-004
5     1.3026E-004    -3.0777E-004
6     2.1740E-004    -2.8036E-004   
.
.
.

72     2.1332E+002
ELEM#        SX           SY           TXY        S1          S2 ANGLE SX-->S1

1   5.32306E+001   2.00515E+002   1.03313E+002   2.53746E+002  -3.83693E-013  -1.52741E+002
2  -2.17537E+001   2.66829E+002   5.58200E+001   2.77250E+002  -3.21745E+001  -1.69425E+002
3  -2.26547E+000   3.30398E+002   5.20169E+001   3.38342E+002  -1.02094E+001  -1.71317E+002
.
.
.

48   1.86344E+001   4.11123E+002  -7.64921E+001   4.25504E+002   4.25380E+000  -1.06474E+001

RL06EX05CST2Input.txt
  cst2n.m :برنامه فايل نام

L06EX05CST2Input.txt :ورودي فايل نام

RL06EX05CST2Input.txt :خروجي فايل نام

L06EX05ElementStress.txt :خروجي فايل نام



87

-5 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

Max. in-plane Shear Stress (or Von Mises)

1.26873E+002
1.54712E+002
1.74276E+002
2.17085E+002
2.05608E+002
2.26134E+002
3.70914E+002
2.93017E+002
2.55386E+002
2.69283E+002
2.33790E+002

.

.

.
2.10625E+002

L06EX05ElementStress.txt
  cst2n.m :برنامه فايل نام

L06EX05CST2Input.txt :ورودي فايل نام

RL06EX05CST2Input.txt :خروجي فايل نام

L06EX05ElementStress.txt :خروجي فايل نام
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-5 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

  bestfit.m :برنامه فايل نام

:ورودي فايل هاي نام

 L06EX05MeshgenOutput.txt

L06EX05ElementStress.txt

:خروجي فايل نام

L06EX05NodalStress.txt

Nodal Values for Data in Files L06EX05MeshgenOutput.txt and L06EX05ElementStress.txt
88.752567
106.618110
189.429337
215.001398
223.368756
231.508264
236.845536
212.623638
408.569045
297.091479
250.611883
188.700640
521.141211

.

.

.
299.730316
230.690042
136.750926
213.869897
218.004713
203.060112
119.840956
81.288274
93.597555
198.298258
172.975835 

L06EX05NodalStress.txt



89

-5 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

  contourA.m :برنامه فايل نام

:ورودي فايل هاي نام

 L06EX05MeshgenOutput.txt

L06EX05NodalStress.txt

90

-5 مثال پاسخ

CST مثلثي المان -بعدي دو مسائل

  contourB.m :برنامه فايل نام

:ورودي فايل هاي نام

 L06EX05MeshgenOutput.txt

L06EX05NodalStress.txt


