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)Introduction( مقدمه
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 مسائل ايبر محدود اجزاي روش توسعه در جابجايي-كرنش و كرنش-تنش كل، پتانسيل انرژي روابط از فصل اين در

 گيرد مي رقرا بحث مورد بعدا كه بعدي سه و دو مسائل براي اصلي رويه است ذكر شايان .شود مي استفاده بعدي يك

 عبارت به .دارد بستگي x متغير به فقط بارگذاري و جابجايي كرنش، تنش، پارامترهاي بعدي يك مسائل در .است يكسان

:مي شوند ساده زير صورت به اكنون اول لكچر در     و     ،     ،     ،     ،     بردارهاي ديگر uσεTf P

:با است برابر بعدي يك حالت در جابجايي-كرنش و كرنش-تنش روابط اين بر علاوه

(2)( )

( ) ( ) ( )

x

x x x

du
E

dx
σ ε ε= =

:نوشت زير صورت به توان مي را      حجم ديفرانسبل جز بعدي، يك مسائل در
Vd

(3)Vd Adx=

:Aالمان مقطع سطح مساحت
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

One( بعدي يك المان Dimensional Element(

i j
e

el

xO
ix jx

x ′

.مي باشد انتها و ابتدا در گره دو داراي المان هر محدود، المان مدل در

.دارد المان طولي راستاي در آزادي درجه يك گره هر بعدي يك مسائل در

: x Local( محلي مختصات دستگاه′ Coordinate( يجهتگير گونه هر سازه در المان اگر كه طوري به بوده متصل المان به كه 

.ندارد ثابتي جهت و راستا ديگر عبارت به داشت خواهد را جهتگيري همان نيز مختصات دستگاه اين باشد داشته

: xكلي مختصات دستگاه )Global Coordinate( اردد ثابتي جهت و راستا مكان، همواره و مي شود تعريف سيستم كل براي.

iqمي باشند محلي مختصات در گرهي جابجايي     و.  jq

ixمي باشند كلي مختصات در گرهي مختصات       و.  jx

iq jq
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

x

( )xf

( )xT
1P

2P

 ميدان از ناشي نيروي و وزن نيروي مانند حجمي نيروي

)است حجم واحد در نيرو حجمي نيروي واحد( مغناطيسي

( ): xf

 وينير اصطكاك، از ناشي نيروي مانند سطحي نيروي

 كي حالت در( سطحي برش نيروي و ويسكوز كشش

  )است طول واحد در نيرو سطحي نيروي واحد بعدي

( ): xT

.i نقطه در متمركز نيروي : iP

.i نقطه در x راستاي در جابجايي : iu

1u

2u

Finite( محدود المان مدل سازي Element Modeling(
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Element( المان تقسيم بندي Division(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

x

 داديتع از متشكل پلكاني، صورت به را ميله اول گام

 مقطع سطح داراي يك هر كه المان ها از گسسته

  .كنيم سازي مدل هستند، يكنواخت

 نميانگي المان هر در .است ثابت المان هر مقطع سطح

 براي ثابت مساحت عنوان به ناحيه طول در مقطع سطح

.مي شود گرفته نظر در المان كل

:المان ها گرفتن نظر در محل

متمركز بار اثر محل -

مقطع سطح در ناگهاني تغيير -

المان جنس در تغيير -

.باشد ربراب بايد ميله با متناظر بخش حجم با المان حجم -
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

مي كند متصل هم به را گره دو المان هر محدود، المان مدل در

x.مي شود حاصل المان ها تعداد افزايش با مسئله از بهتر تقريب

 هر طول در حجمي و سطحي نيروهاي مقطع سطح هر در

 طعمق سطح و نيروها وجود اين با .مي شود فرض ثابت المان

  .باشد متفاوت ديگر المان به المان يك از مي تواند

.است شده استفاده سازي مدل براي المان 4 از اينجا در

Element( المان تقسيم بندي Division(

1P

2P
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Numbering( گذاري شماره الگوي Scheme(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

.ددمي گر گذاري شماره )برعكس يا( پايين به بالا از المان ها گره

x

1

2

3

4

5

1F 1Q

2F 2Q

3F 3Q

4F 4Q

5F 5Q

.دمي شو نوشته المان نزديك و دايره يك داخل المان هر شماره

: iQكي حالت در .است كلي مختصات در المان گرهي جابجايي 

 جابجايي همان كلي مختصات در گرهي جابجايي بعدي

  .مي باشد محلي مختصات در گرهي

: iFشامل المان بر وارد نيروهاي تمامي اثر كه المان گرهي نيروهاي 

.مي شود شامل متمركز و سطحي حجمي، نيروهاي
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Numbering( گذاري شماره الگوي Scheme(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

 هب كلي مختصات در سازه اي گرهي مكان هاي تغيير بردار

:مي شود تعريف زير صورت

5∈Q ،

 زير صورت به كلي مختصات در سازه اي گرهي نيروهاي بردار

:مي شود تعريف

5∈F ،

 جدولي گريكدي با المان ها ارتباط سيستماتيك تعيين منظور به

Element( المان ها ارتباط جدول عنوان تحت Connectivity( 

:مي شود ساخته مقابل صورت به

المان شماره گره شماره

e i j

1 1 2

2 2 3

3 3 4

4 4 5

{ }1 2 3 4 5

T
Q Q Q Q Q=Q (4)

{ }1 2 3 4 5

T
F F F F F=F (5)

4

3

2

1

x

1

2

3

4

5

1F 1Q

2F 2Q

3F 3Q

4F 4Q

5F 5Q
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Coordinates( شكل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

i je

el

x
O

ix jx

المان يك بعدي در مختصات كلي

(Global Coordinate)

i je

2

ξO1ξ = − 1ξ =

اتي المان يك بعدي در مختصات طبيعي يا ذ

)Natural or Intrinsic Coordinate(

نگاشت

(Mapping)

  اين از ما .ي يابدم انتقال ذاتي مختصات به كلي مختصات نگاشت يك وسيله به المان ها، بررسي در تسهيل منظور به

.شود مي هاستفاد جابجايي ميدان درونيابي در كه كنيم مي استفاده شكل توابع تعريف در مختصات سيستم

ξ  :مي گردد تعريف زير صورت به     و x مختصات بين رابطه

(6)
2

( ) 1i

e

x xξ = − −
l

.كرد خواهد تغيير 1 تا 1- از      مختصات مي كند تغيير       تا     از x مختصات كه زماني ξ ixjx

 توابع كامپيوتري يبرنامه نويس در بار يك .نكنند تغيير تا مي شوند تعريف طبيعي مختصات در المان ها، در شكل توابع كل در

.مي مانند باقي ثابت آخر تا و كرده انتخاب را شكل

10

Coordinates( شكل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

i je

( )xu

x

iQ

jQ

o

oQ  در نالما مختلف نقاط جابجايي نمودار رو روبه شكل

 هدف .مي باشد مجهول كه مي دهد نشان را المان طول

 تهايان و ابتدا گره هاي جابجايي .است آن زدن تخمين

.مي باشد                   و                 با برابر المان ( )ix iu Q=
( )jx ju Q=

 به همسئل يك براي شده گرفته نظر در المان هاي اگر

 وانمي ت خوبي تقريب با باشد كوچك كافي اندازه

 يخط صورت به را المان طول در جابجايي تغييرات

.كرد فرض

i je

( )xu

x

iQ

jQ

o

oQ

 به وانمي ت بنابراين است شده فرض خطي تغييرات چون

 يجابجاي آوردن دست به براي درون يابي يك از سادگي

 براي .كرد استفاده                مانند دلخواه نقطه هر در

.مي گردد استفاده خطي شكل تابع دو از منظور اين

( )ox ou Q=
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Coordinates( شكل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

:مي شود گرفته نظر در زير صورت به      برحسب خطي شكل تابع دو ξ

(7)
1 2( ) ( )

1 1
,

2 2
N Nξ ξ

ξ ξ− += =

i je ξ
O

1ξ = − 1ξ =

1( )N ξ

1(1) 0N =

1( 1) 1N − =

بعدي يك خطيالمان روي بر              شكل تابع نمودار
1( )N ξ بعدي يك خطيالمان روي بر              شكل تابع نمودار

2 ( )xN

: شودمي رسم زير صورت به شكل توابع نمودار

i je ξ
O

1ξ = − 1ξ =

2 ( )N ξ

2 (1) 1N =

2 ( 1) 0N − =
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Coordinates( شكل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

 رهيگ جابجايي هاي براساس المان روي بر موجود نقاط خطي جابجايي          و            شكل توابع از استفاده با

:مي آيد دست به زير صورت به       و       انتها و ابتدا نقاط

1( )N ξ2 ( )N ξ

iQjQ

(9)( )
eu ξ = Nq

آن در كه

(10){ }1 2( ) ( )N Nξ ξ=N (11)
ie

j

Q

Q

ى ü
= ي ‎
î ‏

q

(8)( ) 1 2( ) ( )i ju N Q N Qξ ξ ξ+=

:مي شود نوشته زير صورت به )8( رابطه ماتريسي فرم
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Coordinates( شكل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

:است شده داده نشان زير شكل در )8( رابطه براساس المان روي بر موجود نقاط خطي جابجايي نمودار

i je ξ
O

1ξ = − 1ξ =

( )u ξ

jQ

iQ ( ) 1 2( ) ( )i ju N Q N Qξ ξ ξ+=

 استفاده زني جمله اي چند شكل توابع از مي توان .شد گرفته نظر در خطي صورت به              و             شكل توابع

:باشد زير ويژگي هاي داراي بايد شكل تابع كلي حالت در وجود اين با كرد

1( )N ξ2 ( )N ξ

.باشد متناهي بايد المان طول در اول مشتق -

.باشد پيوسته صورت به بايد المان مرز در جابجايي -

14

Coordinates( شكل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

(12)
1 1

(6)
2 2

e j ix x

i jx x x
ξ ξ= − − و+ ِ و ِ

ق = +ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ

l

:داشت خواهيم شود نوشته     برحسب     مقدار )6( رابطه در اگر xξ

:گرفت نتيجه مي توان )7( رابطه در شكل توابع تعريف به توجه با

(13)1 2( ) ( )(7) (12) i jx N x N xξ ξ→ ق = +

(14)( )
ex ξ = Nx

:مي شود نوشته زير صورت به )13( رابطه ماتريسي فرم

آن در كه

(15)ie

j

x

x

ى ü
= ي ‎
î ‏

x
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Coordinates( شكل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

)14( و )9( روابط مقايسه با

(9)( )
eu ξ = Nq (14)( )

ex ξ = Nx

)كلتغيير ش(ويژگي مكانيكي 

(Mechanical Properties)

)مختصات(ويژگي هندسي 

(Geometric Properties)

ماتريس تبديل خواص مكانيكي ماتريس تبديل خواص هندسي

 .است يكسان سيهند ويژگي تبديل ماتريس با مكانيكي خواص تبديل ماتريس اينجا در كه گرفت نتيجه مي توان 

Isoperimetric( ايزوپارامتريك محدود المان فرمول بندي در Finite Element( خواص تبديل ماتريس هاي 

.مي شود فرض يكسان هندسي و مكانيكي
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Coordinates( شكل توابع و مختصات ها and Shape Functions(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

:است مطلوب شده داده نشان المان در -1 مثال

.نماييد محاسبه      نقطه در را          و         ،      مقادير  -الف

.     نقطه در جابجايي مقدار تعيين است مطلوب باشد                            و                          اگر -ب

ξ1N2Np

1 0.003Q in=2 0.005Q in= −p

1 2
xO

1 20x in= 2 36x in=24px in=

p

1 0.003Q in= 2 0.005Q in= −
?pQ =



17

شكل توابع و مختصات ها

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

.-1 مثال پاسخ

0.5pξ = − (1.1)

1( ) 0.75pN ξ = (1.2)

2 ( ) 0.25pN ξ = (1.3)

( ) 0.001
p

inu ξ = (1.4)

1 2
xO

1 20x in= 2 36x in=24px in=

p

1 0.003Q in= 2 0.005Q in= −
?pQ =

18

بعدي يك المان در كرنش-تنش رابطه

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

:مي شود نوشته زير صورت به جابجايي -كرنش رابطه

(16)( ) ( )

( ) ( )(2) x x

du du d

dx d dx

ξ ξ ξε ε
ξ

ق = ق = ×

)8( در )7( رابطه جايگذاري با

(17)
( )

1 1
(7) (8)

2 2
i ju Q Qξ

ξ ξ
+

− +→ ق =

:داشت خواهيم      به نسبت )17( رابطه از گيري مشتق با ξ

(18)( )
(17)

2

i jdu Q Q

d

ξ

ξ
− +

ق =

:مي شود نتيجه         به نسبت        از مشتق گيري با همچنين ξx

(19)1

2 2
(6) ( ) 1

e e

d d d
x x

dx dx dx

ξ ξو ِ
ق = − − ق =ç ÷

è ّl l
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بعدي يك المان در كرنش-تنش رابطه

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

 به زير صورت به المان گرهي جابجايي هاي برحسب كرنش رابطه )16( رابطه در )19( و )18( روابط جايگذاري با

  :مي آيد دست

(20)( )

1
(18) & (19) (16) ( )x i j

e

Q Qε→ ق = − +
l

:مي شود نوشته زير صورت به )20( رابطه ماتريسي فرم

(21)( )
e e

xε = B q

آن در كه

(22){ }1
1 1 ,

ie e

je

Q

Q

ى ü
= − = ي ‎

î ‏
B q

l

Element( المان جابجايي-كرنش ماتريس Strain-Displacement Matrix( : eB

20

بعدي يك المان در كرنش-تنش رابطه

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

( )I( )(21) (2) e e
x eEσ→ ق = B q

 با .است ثابت المان طول در كرنش رو، اين از .مي گردد ماتريس بودن ثابت به منجر خطي شكل توابع از استفاده

 به زير صورت به المان گرهي جابجايي هاي برحسب بعدي يك المان در تنش )2( رابطه از هوك قانون بكارگيري

:مي آيد دست

eB

:مي گردد محاسبه زير صورت به گرهي دو بعدي يك المان در تنش مقدار )I( رابطه در )22( روابط جايگذاري با نهايت در

(23){ }1
(22) ( ) 1 1

ie
e

je

Q
I E

Q
σ

ى ü
→ ق = − ي ‎

î l‏
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The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

:مي شود نوشته زير صورت به )L1-30( رابطه به توجه با بعدي يك مسائل در كل پتانسيل انرژي

(24)
1

( 1 30)
2

Vd Adx
T T T

x x x i i
i

L Ad u f Ad u T d u pσ
=

− ق ∏ = − − ٍه− ٍ ٍε
l l l

:مي آيد دست به المان ها تمامي در پتانسيل انرژي جمع از سيستم كل پتانسيل انرژي محدود المان روش در

(25)
1

(24)
2

T T T
e x e x x i i

e e e ie e e

A d u f A d u T d Q pσ
و ِ و ِ و ِ

ق ∏ = − − −ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ è ّ

ه ه ه ٍه ٍ ٍε

 )L1-28( رابطه به توجه با .مي گردد اعمال گره ها در متمركز نيروهاي تمامي كه است فرض اين مبناي بر )25( رابطه
:مي شود تعريف زير صورت به المان كرنشي انرژي

1

2
T

e e x

e

U A dσ= ٍ ε (26)

  :داشت خواهيم )25( در )26( رابطه جايگذاري با

(27)(26) (25) T T
e e x x i i

e e e ie e

U u f A d u T d Q p
و ِ و ِ

→ ق ∏ = − − −ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ

ه ه ه ٍه ٍ
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The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان سختي ماتريس Stiffness Matrix(

 در المان كرنشي انرژي رابطه در آن جايگذاري و )23( و )21( روابط در آمده دسته به كرنش و تنش روابط به توجه با
:مي شود نتيجه )26( رابطه

1
(21) & (23) (26) ( ) ( )

2
e T e T e e

e e e x

e

U E A d→ ق = ٍ q B B q (28)

1
(28) ( ) ( )

2
e T e T e e

e e e x

e

U E A d
و ِ

ق = ç ÷
è ّ
ٍq B B q (29)

:مي كنيم بازنويسي زير صورت به را )28( رابطه است ثابت المان گرهي جابجايي بردار     كه آنجايي از eq

 را ارامترهاپ اين مي توان المان طول در        و      بودن ثابت همچنين و      ماتريس بودن ثابت به توجه با ديگر طرف از
 به )29( رابطه ،)19( رابطه براساس طبيعي مختصات به مختصات تغيير با همچنين .كرد خارج )29( رابطه انتگرال از نيز

:مي آيد در زير صورت

eBeEeA

1

1

1
(19) (29) ( ) ( )

2 2
e T e T e ee

e e eU A E dξ
−

و ِ→ ق = ç ÷
è ّ

ٍq B B q
l

(30)
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The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان سختي ماتريس Stiffness Matrix(

{ }11
(22) (30) ( ) 1 1

12
e T ee e

e

e

A E
U

و ى−ِ ü
→ ق = −ç ي ‎ ÷

î è‏ ّ
q q

l
(31)

:داشت خواهيم                     اينكه به توجه با همچنين و )30( رابطه در )22( رابطه از      ماتريس جايگذاري با
1

1
2dξ

−
=ٍ eB

:مي شود نتيجه )31( رابطه بسط با

1 11
(31) ( )

1 12
e T ee e

e

e

A E
U

و ِ−é ù
ق = ç ÷ê ْ−ë ûè ّ

q q
l

(32)

:نوشت زير صورت به توان مي را )32( رابطه

1
( )

2
e T e e

eU = q k q (33)
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The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان سختي ماتريس Stiffness Matrix(

آن در كه

1 1

1 1
e e e

e

A E −é ù
= ê ْ−ë û

k
l

(34)

i j

i

j

Element( امُ e المان سختي ماتريس Stiffness Matrix(
2 2: e ×∈k ،

 است خطي فنر در شده ذخيره كرنشي انرژي رابطه مشابه )32( رابطه كه كرد مشاهده مي توان

21 1
( )

2 2
e T e e

e eU U kx= ≈ =q k q
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The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان حجمي نيروي برداري Body Force Vector(

:است زير صورت به )25( رابطه در حجمي نيروي از ناشي خارجي كار به مربوط عبارت

:داشت خواهيم )35( رابطه در )9( رابطه از شكل تغيير جايگذاري با

(35)
T

e x

e

u f A dٍ=حجمي نيروي از ناشي خارجي كار

(36)(9) (35) ( )T e T T
e x e x

e e

u f A d f A d→ ق =ٍ ٍ q N

: )36( رابطه در )10( رابطه از شكل تابع جايگذاري با

(37)1

2

( )

( )
(10) (36) ( )T e T

e x e x

e e

N
u f A d f A d

N

ξ

ξ

ى ü
→ ق = ي ‎

î ‏
ٍ ٍ q
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The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان حجمي نيروي برداري Body Force Vector(

  )هستند       از يتابع شكل توابع زيرا(       به     از انتگرال ديفرانسيلي متغير تغيير همچنين و )37( رابطه دادن بسط با

:مي شود نتيجه )19( رابطه كمك به

(38)

1

2

( )

( )

2
(19) (37) ( )

2

e e

eT e T
e x

e ee

e

A f
N d

u f A d
A f

N d

ξ

ξ

ξ

ξ

ى ü
ï ï
ï ï→ ق = ي ‎
ï ï
ï ïî ‏

ٍ
ٍ

ٍ
q

l

l

xddξξ

:مي كنيم محاسبه صورت به را شكل توابع انتگرال ،)7( رابطه از شكل تابع مقادير جايگذاري با

(39)

1

1 11

1

2 21

( ) ( )

( ) ( )

1
1

2

1
1

2

e e

e e

N d d N d

N d d N d

ξ ξ

ξ ξ

ξξ ξ ξ

ξξ ξ ξ

−

−

−= ق =

+= ق =

ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ
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The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان حجمي نيروي برداري Body Force Vector(

:مي شود نتيجه )38( رابطه در )39( رابطه جايگذاري با

(40)
1

(39) (38) ( )
12

T e T e e
e x

e

A f
u f A d

ى ü
→ ق = ي ‎

î ‏
ٍ q

l

:نوشت زير صورت به توان مي را )40( رابطه

(41)( )T e T e
e x

e

u f A d =ٍ q f

آن در كه

1

12
e e eA f ى ü= ي ‎

î ‏
f

l
(42)

i

j

Element( اُم e المان حجمي نيروي بردار Body force( 2: e ∈f ،

 گره هاي بين مساوي طور به و شده نيرو به تبديل المان حجم         در ضرب حجم واحد نيروي       )42( رابطه در

.مي شود تقسيم المان انتهاي و ابتدا

fe eA l

28

The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان طولي نيروي برداري Traction Force Vector(

:است زير صورت به )25( رابطه در طولي نيروي از ناشي خارجي كار به مربوط عبارت

:داشت خواهيم )43( رابطه در )9( رابطه از شكل تغيير جايگذاري با

(43)
T

x

e

u T dٍ=طولي نيروي از ناشي خارجي كار

(44)(9) (43) ( )T e T T
x x

e e

u T d T d→ ق =ٍ ٍ q N

: )44( رابطه در )10( رابطه از شكل تابع جايگذاري با

(45)1

2

( )

( )
(10) (44) ( )T e T

x x

e e

N
u T d T d

N

ξ

ξ

ى ü
→ ق = ي ‎

î ‏
ٍ ٍ q
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The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

  )هستند       از يتابع شكل توابع زيرا(       به     از انتگرال ديفرانسيلي متغير تغيير همچنين و )45( رابطه دادن بسط با

:مي شود نتيجه )19( رابطه كمك به

(46)

1

2

( )

( )

2
(19) (45) ( )

2

e

eT e T
x

ee

e

T
N d

u T d
T

N d

ξ

ξ

ξ

ξ

ى ü
ï ï
ï ï→ ق = ي ‎
ï ï
ï ïî ‏

ٍ
ٍ

ٍ
q

l

l

xddξξ

Element( المان طولي نيروي برداري Traction Force Vector(

:مي شود نتيجه )46( رابطه در )39( رابطه جايگذاري با

(47)
1

(39) (46) ( )
12

T e T e
x

e

T
u T d

ى ü
→ ق = ي ‎

î ‏
ٍ q

l
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The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

:نوشت زير صورت به توان مي را )47( رابطه

(48)( )T e T e
x

e

u T d =ٍ q T

آن در كه

1

12
e eT ى ü
= ي ‎

î ‏
T

l
(49)

i

j

Element( اُم e المان طولي نيروي بردار Traction force( 2: e ∈T ،

 بتداا گره هاي بين مساوي طور به و شده نيرو به تبديل المان طول         در ضرب طول واحد نيروي       )49( رابطه در

.مي شود تقسيم المان انتهاي و

Tel

Element( المان طولي نيروي برداري Traction Force Vector(
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The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

(50)
1

(33), (41) & (48) (25) ( ) ( ) ( ) ( )
2

e T e e T e e T e e T e

e e e e

→ ق ∏ = − − ه− ه ه qه k q q f q T q P

:دمي شو نوشته زير صورت به سيستم كل پتانسيل انرژي )25( رابطه در )48( و )41( ،)33( روابط جايگذاري با

 .مي گردد حاصل المان ها تمامي كل پتانسيل انرژي )كردن بندي سرهم( جمع از كل پتانسيل انرژي كه مي دهد نشان )50( رابطه

:نوشت سيستم كل براي جامع تر صورت به را )50( رابطه مي توان رو اين از

Element( امُ e المان متمركز نيروي بردار Traction force( 2: e ∈P ،

(51)
1

2
T T∏ = −Q KQ Q F

آن در كه

(52)= + +F f T P

32

The( پتانسيل انرژي روش Potential Energy Approach(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Global( كل جابجايي بردار Displacement Vector( { }1 2:
Te n

n
e

Q Q Q= = Qه∋ q L ،

Global( كل سختي ماتريس Stiffness Matrix( : n n e

e

×∈ Kه= k،

Global( كل گرهي نيروهاي بردار Load Vector( : n∈ = + +F f T P،

Global( كل گرهي حجمي نيروهاي بردار Body Force Vector( : n e

e

∈ fه= f،

Global( كل گرهي طولي نيروهاي بردار Traction Force Vector( : n e

e

∈ Tه= T،

Global( كل گرهي متمركز نيروهاي بردار Point Force Vector( : n e

e

∈ Pه= P،

1

2
T T∏ = −

= + +

Q KQ Q F

F f T P
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The( گالركين -ريتز روش Ritz-Galerkin Approach(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

(53)( ) 0T T T
i i

iv v v

dv dv ds P− − − Φ ٍه= ٍ ٍΦσ ε Φ f Φ T

:آن در كه

{ }3
( , , ) ( , , ) ( , , )

T

x y zx y z x y z x y z∈ = Φ Φ ΦΦ ، (54)

{ }6 T

x y z yz xz xyσ σ σ τ τ τ∈ =σ ، (55)

6

T

y y yx z z x z x

x y z z y z x y x

é ù∂Φ ∂Φ ∂Φو ِ و ِ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φو ِ∈ = + + +ê ْç ÷ ç ÷ç ÷∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂è ّè ّ è ّë û
ε ، (56)

 شكل تابع براي )L1-6( رابطه در بعدي سه حالت در تنش تعادل معادلات روي بر گالركين ريتز روش از استفاده با
:داشت خواهيم نمايد مي ارضا را مسئله مرزي شرايط كه         دلخواه Φ

34

The( گالركين -ريتز روش Ritz-Galerkin Approach(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

(57)( ) 0T T T
i i

i

Adx fAdx Tdx Pσ ε φ φ φΦ − − − ٍه= ٍ ٍ
l l l

:آن در كه

( )

( )
( ) x

x
x

d

dx

φφ φ σ σ ε Φ= = = (58)

:مي شود نوشته زير صورت به بعدي يك حالت در )53( رابطه

( ) 0T T T
i i

i

Adx fAdx Tdx Pσ ε φ φ φΦ − − − ٍه= ٍ ٍ
l l l

 كار بايد كه است مجازي كار رابطه همان )57( رابطه همچنين .باشد برقرار بايد مرزي شرايط با سازگار     هر براي )57( رابطه
:كنيم رضف مجازي شكل تغيير يك     اگر .باشد برابر خارجي نيروهاي از ناشي مجازي كار با داخلي نيروهاي از ناشي مجازي

φ
φ

كار مجازي داخلي
)يضرب نيروهاي داخلي حقيقي در تغيير شكل هاي مجاز(

كار مجازي خارجي
)يضرب نيروهاي خارجي حقيقي در تغيير شكل هاي مجاز(
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The( گالركين -ريتز روش Ritz-Galerkin Approach(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

(59)( )(57) 0T T T
e e e i i

e e e ie e e

E A dx fA dx Tdx Pε ε φ φ φΦ

و ِ و ِ و ِ
ق − − − =ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ّ è ّ è ّ
ه ه ه ٍه ٍ ٍ

 روش در )57( رابطه حوزه،-زير به حوزه تبديل همچنين و )57( رابطه در كرنش برحسب تنش مقدار جايگذاري با
:مي گردد بازنويسي زير صورت به محدود المان

  جابجايي يك از ناشي كرنش         كه حالي در .است حقيقي بارهاي از ناشي كرنش               كه شود توجه
مي گردد تعريف زير روابط )21( و )9( روابط با مشابه .مي باشد مجازي

e eε = B q( )ε Φ

ق
(9)( )

eu ξ = Nq

(21)( )
e e

xε = B q

(60)eφ = Nψ

(61)( )
e eε Φ = B ψ

{ }1 2:
Te ψ ψ=ψالمان )مجازي( دلخواه گرهي جابجايي بردار e اُم
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان سختي ماتريس Stiffness Matrix(

:مي شود نتيجه آن در )61( و )21( روابط جايگذاري  )59( رابطه اولين گرفتن نظر در با

( )(21) & (61) (59) ( ) ( )T e T e T e e
e e e e

e e

first term E A dx E A dxε ε Φ→ ق =ٍ ٍ q B B ψ (62)

( )(62) ( ) ( )T e T e T e e
e e e e

e e

E A dx E A dxε ε Φ
و ِ

ق = ç ÷
è ّ

ٍ ٍq B B ψ (63)

 را ارامترهاپ اين مي توان المان طول در        و      بودن ثابت همچنين و      ماتريس بودن ثابت به توجه با ديگر طرف از
 به )63( رابطه ،)19( رابطه براساس طبيعي مختصات به مختصات تغيير با همچنين .كرد خارج )63( رابطه انتگرال از نيز

:مي آيد در زير صورت

eBeEeA

1

( ) 1
(19) (63) ( ) ( )

2
T e T e T e ee

e e e e

e

E A dx E A dε ε ξΦ −

و ِ→ ق = ç ÷
è ّ

ٍ ٍq B B ψ
l

(64)

The( گالركين -ريتز روش Ritz-Galerkin Approach(

:مي كنيم بازنويسي زير صورت به را )62( رابطه است ثابت        و     كه آنجايي از eqeψ



37

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان سختي ماتريس Stiffness Matrix(

{ }( )

1
(22) (64) ( ) 1 1

1
T e T ee e

e e

ee

E A
E A dxε ε Φ

و ى−ِ ü
→ ق = −ç ي ‎ ÷

î è‏ ّ
ٍ q ψ

l
(65)

:داشت خواهيم                     اينكه به توجه با همچنين و )64( رابطه در )22( رابطه از      ماتريس جايگذاري با
1

1
2dξ

−
=ٍ eB

:مي شود نتيجه )65( رابطه بسط با

( )

1 1
(65) ( )

1 1
T e T ee e

e e

ee

E A
E A dxε ε Φ

و ِ−é ù
ق = ç ÷ê ْ−ë ûè ّ

ٍ q ψ
l

(66)

:نوشت زير صورت به توان مي را )66( رابطه

( ) ( )T e T e e
e e

e

E A dxε ε Φ =ٍ q k ψ (67)

The( گالركين -ريتز روش Ritz-Galerkin Approach(

آن در كه

1 1

1 1
e e e

e

A E −é ù
= ê ْ−ë û

k
l

(34)

i j

i

j اُم e المان سختي ماتريس
2 2: e ×∈k ،
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان حجمي نيروي برداري Body Force Vector(

:است زير صورت به )59( رابطه در حجمي نيروي از ناشي خارجي مجازي كار به مربوط عبارت

:داشت خواهيم )68( رابطه در )60( رابطه از شكل تغيير جايگذاري با

(68)
T

e

e

fA dxφٍ=حجمي نيروي از ناشي خارجي مجازي كار

(69)(60) (68) ( )T e T T
e e

e e

fA dx fA dxφ→ ق =ٍ ٍ ψ N

: )69( رابطه در )10( رابطه از شكل تابع جايگذاري با

(70)1

2

( )

( )
(10) (69) ( )T e T

e e

e e

N
fA dx fA dx

N

ξ

ξ
φ

ى ü
→ ق = ي ‎

î ‏
ٍ ٍ ψ

The( گالركين -ريتز روش Ritz-Galerkin Approach(
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان حجمي نيروي برداري Body Force Vector(

  )هستند       از يتابع شكل توابع زيرا(       به     از انتگرال ديفرانسيلي متغير تغيير همچنين و )70( رابطه دادن بسط با

:مي شود نتيجه )19( رابطه كمك به

(71)

1

2

( )

( )

2
(19) (70) ( )

2

e e

eT e T
e

e ee

e

A f
N d

fA dx
A f

N d

ξ

ξ

ξ
φ

ξ

ى ü
ï ï
ï ï→ ق = ي ‎
ï ï
ï ïî ‏

ٍ
ٍ

ٍ
ψ

l

l

xddξξ

The( گالركين -ريتز روش Ritz-Galerkin Approach(

:مي شود نتيجه )71( رابطه در )39( رابطه جايگذاري با

(72)
1

(39) (71) ( )
12

T e T e e
e

e

A f
fA dxφ

ى ü
→ ق = ي ‎

î ‏
ٍ ψ

l
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان حجمي نيروي برداري Body Force Vector(

:نوشت زير صورت به توان مي را )72( رابطه

(73)( )T e T e
e

e

fA dxφ =ٍ ψ f

آن در كه

1

12
e e eA f ى ü= ي ‎

î ‏
f

l
(42)

i

j

The( گالركين -ريتز روش Ritz-Galerkin Approach(

Element( اُم e المان حجمي نيروي بردار Body force( 2: e ∈f ،
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان طولي نيروي برداري Traction Force Vector(

:است زير صورت به )59( رابطه در طولي نيروي از ناشي خارجي مجازي كار به مربوط عبارت

:داشت خواهيم )74( رابطه در )60( رابطه از شكل تغيير جايگذاري با

(74)
T

e

Tdxφٍ=طولي نيروي از ناشي خارجي مجازي كار

(75)(60) (74) ( )T e T T
x

e e

Tdx T dφ→ ق =ٍ ٍ ψ N

: )75( رابطه در )10( رابطه از شكل تابع جايگذاري با

(76)1

2

( )

( )
(10) (75) ( )T e T

x

e e

N
Tdx T d

N

ξ

ξ
φ

ى ü
→ ق = ي ‎

î ‏
ٍ ٍ ψ

The( گالركين -ريتز روش Ritz-Galerkin Approach(

42

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

  )هستند       از يتابع شكل توابع زيرا(       به     از انتگرال ديفرانسيلي متغير تغيير همچنين و )76( رابطه دادن بسط با

:مي شود نتيجه )19( رابطه كمك به

(77)

1

2

( )

( )

2
(19) (76) ( )

2

e

eT e T

ee

e

T
N d

Tdx
T

N d

ξ

ξ

ξ
φ

ξ

ى ü
ï ï
ï ï→ ق = ي ‎
ï ï
ï ïî ‏

ٍ
ٍ

ٍ
ψ

l

l

xddξξ

Element( المان طولي نيروي برداري Traction Force Vector(

:مي شود نتيجه )77( رابطه در )39( رابطه جايگذاري با

(78)
1

(39) (77) ( )
12

T e T e

e

T
Tdxφ

ى ü
→ ق = ي ‎

î ‏
ٍ ψ

l

The( گالركين -ريتز روش Ritz-Galerkin Approach(
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

:نوشت زير صورت به توان مي را )78( رابطه

(79)( )T e T e

e

Tdxφ =ٍ ψ T

آن در كه

1

12
e eT ى ü
= ي ‎

î ‏
T

l
(49)

i

j

Element( اُم e المان طولي نيروي بردار Traction force( 2: e ∈T ،

Element( المان طولي نيروي برداري Traction Force Vector(

The( گالركين -ريتز روش Ritz-Galerkin Approach(
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

(80)(67), (73) & (79) (59) ( ) ( ) ( ) ( ) 0e T e e e T e e T e e T e

e e e e

→ ق − − − ه= ه ه qه k ψ ψ f ψ T ψ P

:مي شود نوشته زير صورت به )59( رابطه در )79( و )73( ،)67( روابط جايگذاري با

:نوشت سيستم كل براي جامع تر صورت به را )80( رابطه

Element( امُ e المان متمركز نيروي بردار Traction force( 2: e ∈P ،

(81)( ) 0T − =Ψ KQ F

آن در كه

(52)= + +F f T P

The( گالركين -ريتز روش Ritz-Galerkin Approach(
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Global( كل جابجايي بردار Displacement Vector( { }1 2:
Te n

n
e

Q Q Q= = Qه∋ q L ،

Global( كل سختي ماتريس Stiffness Matrix( : n n e

e

×∈ Kه= k،

Global( كل گرهي نيروهاي بردار Load Vector( : n∈ = + +F f T P،

Global( كل گرهي حجمي نيروهاي بردار Body Force Vector( : n e

e

∈ fه= f،

Global( كل گرهي طولي نيروهاي بردار Traction Force Vector( : n e

e

∈ Tه= T،

Global( كل گرهي متمركز نيروهاي بردار Point Force Vector( : n e

e

∈ Pه= P،

( ) 0T − =
= + +

Ψ KQ F

F f T P

The( گالركين -ريتز روش Ritz-Galerkin Approach(

مايدن ارضا را مرزي شرايط بايد كه كل دلخواه گرهي جابجايي بردار { }1 2:
Te n

n
e

ψ ψ ψ= = Ψه∋ ψ L ،

46

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

 هر .مي دهد نشان را ميله از قسمت هر طول و مقطع سطح ترتيب به      و       شكل، در شده داده نشان ميله در -2 مثال

 و ثابت لهمي كل الاستيسيته مدول .دارد قرار      حجم واحد نيروي و      طول واحد كششي نيروي اثر تحت ميله از بخش

 نيروي بردار و كل سختي ماتريس تشكيل است مطلوب .مي شود وارد 2 شماره گره در     متمركز بار .است      با برابر

  .شده داده نشان ميله در كل گرهي

iAil

iTf

E
2P

x

2P
1T

2T

3T

4T

1

2

3

4

5

1 1,A l

2 2,A l

3 3,A l

4 4,A l

f
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-2 مثال پاسخ

4

3

2

1

x

1

2

3

4

5

1F 1Q

2F 2Q

3F 3Q

4F 4Q

5F 5Q

المان شماره گره شماره

e i j

1 1 2

2 2 3

3 3 4

4 4 5

آزادي درجات و المان ها ارتباط تعيين

المان و گره گذاري شماره و مختلف المان هاي به ميله تقسيم بندي

4en المان تعداد=

5DOFn }آزادي درجه تعداد= }1 2 3 4 5

T
Q Q Q Q Q=Q

48

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-2 مثال پاسخ

)34( رابطه براساس المان هر سختي ماتريس تشكيل

(34) ق

(2) 2

2

1 1

1 1

A E −é ù
= ê ْ−ë û

k
l

(2.2)

2 3

2

3

(3) 3

3

1 1

1 1

A E −é ù
= ê ْ−ë û

k
l

(2.3)

3 4

3

4

(4) 4

4

1 1

1 1

A E −é ù
= ê ْ−ë û

k
l

(2.4)

4 5

4

5

x

2P
1T

2T

3T

4T

1

2

3

4

5

1 1,A l

2 2,A l

3 3,A l

4 4,A l

f
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-2 مثال پاسخ

  المان ها تمامي سختي ماتريس كردن سرهم بندي وسيله به ميله كل سختي ماتريس تشكيل
4

5 5

1

e

e

×

=

∈ = Kهق k،

1 1

1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

3 32 2

2 2 3 3

3 3 4 4

3 3 4 4

4 4

4 4

0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0

A E A E

A E A E A E A E

A E A EA E A E

A E A E A E A E

A E A E

é ù−ê ْ
ê ْ
ê وْ ِ
− + −ê ْç ÷

è ّê ْ
ê ْ

و ِê ْ− + −= ç ÷ê ْè ّ
ê ْ

و ِê ْ− + −ç ÷ê ْ
è ّê ْ

ê ْ
−ê ْ

ë û

K

l l

l l l l

l l l l

l l l l

l l

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

(2.5)
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-2 مثال پاسخ

)42( رابطه براساس المان هر حجمي نيروي بردار تشكيل

(42) ق

x

2P
1T

2T

3T

4T

1

2

3

4

5

1 1,A l

2 2,A l

3 3,A l

4 4,A l

f

(2) 2 2
1

12

A f ى ü
= ي ‎

î ‏
f

l
(2.7)

2

3

(3) 3 3
1

12

A f ى ü= ي ‎
î ‏

f
l

(2.8)
3

4

(4) 4 4
1

12

A f ى ü
= ي ‎

î ‏
f

l
(2.9)

4

5
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-2 مثال پاسخ

  ان هاالم تمامي گرهي حجمي نيروي بردار كردن سرهم بندي وسيله به ميله كل گرهي حجمي نيروهاي بردار تشكيل

4
5

1

e

e =

∈ = fهق f،

1 1

1 1 2 2

3 32 2

3 3 4 4

4 4

2

2 2

2 2

2 2

2

A f

A f A f

A fA f

A f A f

A f

ى ü
ï ï
ï ï
ï ï+
ï ï
ï ï
ï ï= ي+ ‎
ï ï
ï ï

+ï ï
ï ï
ï ï
ï ïî ‏

f

l

l l

ll

l l

l

1

2

3

4

5

(2.10)
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-2 مثال پاسخ

)49( رابطه براساس المان هر طولي نيروي بردار تشكيل

(49) ق

x

2P
1T

2T

3T

4T

1

2

3

4

5

1 1,A l

2 2,A l

3 3,A l

4 4,A l

f

(2) 2 2
1

12

T ى ü
= ي ‎

î ‏
T

l
(2.12)

2

3

(3) 3 3
1

12

T ى ü
= ي ‎

î ‏
T

l
(2.13)

3

4

(4) 4 4
1

12

T ى ü
= ي ‎

î ‏
T

l
(2.14)

4

5
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-2 مثال پاسخ

  ان هاالم تمامي گرهي طولي نيروي بردار كردن سرهم بندي وسيله به ميله كل گرهي طولي نيروهاي بردار تشكيل

4
5

1

e

e =

∈ = Tهق T،

1 1

1 1 2 2

3 32 2

3 3 4 4

4 4

2

2 2

2 2

2 2

2

T

T T

TT

T T

T

ى ü
ï ï
ï ï
ï ï+
ï ï
ï ï
ï ï= ي+ ‎
ï ï
ï ï

+ï ï
ï ï
ï ï
ï ïî ‏

T

l

l l

ll

l l

l

1

2

3

4

5

(2.15)
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-2 مثال پاسخ

  المان ها تمامي گرهي متمركز نيروي بردار كردن سرهم بندي وسيله به ميله كل گرهي متمركز نيروهاي بردار تشكيل

4
5

1

e

e =

∈ = Pهق P،
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-2 مثال پاسخ

ميله كل گرهي نيروهاي بردار تشكيل

5∈ = + + Fق f T P،

1 1 1 1

1 1 1 1 2 2 2 2
2

3 3 3 32 2 2 2

3 3 3 3 4 4 4 4

4 4 4 4

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

A f T

A f T A f T
P

A f TA f T

A f T A f T

A f T

ى üو ِ+ç ÷ï ï
è ّï ï

ï ïو ِ و ِ+ + + +ï ïç ÷ ç ÷
è ّ è ّï ï
ï ïï ïو وِ ِ+ + += ي ‎ç ÷ ç ÷

è ّ è ّï ï
ï ïو ِ و ِ+ + +ï ïç ÷ç ÷

è ّè ّï ï
ï ïو ِ
ï ï+ç ÷
ï ïè ّî ‏

F

l l

l l l l

l ll l

l l l l

l l

1

2

3

4

5

(2.17)
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)EliminationApproach( حذفي روش به مرزي شرايط اعمال

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

انرژي روش در مرزي شرايط اعمال -الف

:است زير صورت به        ماتريس و        و       بردارهاي آزاد درجه    سيستم يك در nQFK

(82)

{ }1 2 3

Tn
nQ Q Q Q∈ =Q ، L

{ }1 2 3

Tn
nF F F F∈ =F ، L

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3

n

n

n n
n

n n n nn

K K K K

K K K K

K K K K

K K K K

×

é ù
ê ْ
ê ْ
ê ْ∈ =
ê ْ
ê ْ
ê ْë û

K

L

L

، L

M M M O M

L

:داشت خواهيم بديم بسط را آن و كرده جايگذاري )51( كل پتانسيل انرژي معادله در را )82( رابطه اگر
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)EliminationApproach( حذفي روش به مرزي شرايط اعمال

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

انرژي روش در مرزي شرايط اعمال -الف

1
(82) (51)

2
T T→ ق ∏ = − Qق KQ Q F

{ } { }

11 12 13 1 1 1

21 22 23 2 2 2

1 2 3 31 32 33 3 1 2 33 3

1 2 3

1

2

n

n

n n n

n n n nn n n

K K K K Q F

K K K K Q F

Q Q Q Q K K K K Q Q Q QQ F

K K K K Q F

é ù ى ü ى ü
ê ْ ï ï ï ï
ê ْ ï ï ï ïï ï ï ï
ê ْ∏ = ي− ‎ ي ‎
ê ْ ï ï ï ï
ê ْ ï ï ï ï
ê ْ ï ï ï ïî ‏ î ë‏ û

L

L

L L L

M M M O M M M

L

(83)

1 11 1 1 12 2 1 13 3 1 1

2 21 1 2 22 2 2 23 3 2 2

3 31 1 3 32 2 3 33 3 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1
( )

2

n n

n n

n n n n

n n n n n n n nn n

Q K Q Q K Q Q K Q Q K Q

Q K Q Q K Q Q K Q Q K Q

Q K Q Q K Q Q K Q Q K Q Q F Q F Q F Q F

Q K Q Q K Q Q K Q Q K Q

+ + + و+ ِ
ç ÷+ + + + +ç ÷
ç ق÷ ∏ = + + + + + − + + + +
ç ÷
ç ÷
ç ÷+ + + + +è ّ

L

L

L L

M

L
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)EliminationApproach( حذفي روش به مرزي شرايط اعمال

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

انرژي روش در مرزي شرايط اعمال -الف

(84)

1 11 1 1 12 2 1 13 3 1 1

2 21 1 2 22 2 2 23 3 2 2

3 31 1 3 32 2 3 33 3 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1
( )

2

n n

n n

n n n n

n n n n n n n nn n

K K Q K Q K

Q K Q K Q Q K Q Q K

Q K Q K Q Q K Q Q K F Q F Q F F

K K Q K Q K

α α α α α α
α α
α α α α

α α α α α α

+ + + و+ ِ
ç ÷+ + + + +ç ÷
ç ÷∏ = + + + + + − + + + +
ç ÷
ç ÷
ç ÷+ + + + +è ّ

L

L

L L

M

L

:مي شود نوشته زير صورت به )83( رابطه .باشد موجود                و              مرزي شرط دو كه آن فرض با 1 1Q α=n nQ α=

 كه ممكن جابجايي هاي همه بين از :مي كند بيان قضيه اين .مي شود استفاده )L1( پتانسيل انرژي حداقل قضيه از اينجا در

 را كل تانسيلپ انرژي باشند، سيستم تعادل حالت با متناظر كه آن هايي مي كنند، برآورده را سازه سيستم يك مرزي شرايط

 آن بر دلالت كه رابطه اي نتيجه در .شده اند حذف )84( رابطه در        و        عبارت هاي اكنون شود توجه .مي نمايند حداقل

:تاس زير صورت به داشت خواهد تعادل حالت در آزادي درجات ساير در را خود مقدار حداقل كل پتانسيل انرژي كه دارد

1QnQ

(85)0 2 , 3 , 4 , , 1
i

d
i n

dQ

∏ = = −L
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)EliminationApproach( حذفي روش به مرزي شرايط اعمال

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

انرژي روش در مرزي شرايط اعمال -الف

(86)

22 2 23 3 2,( 1) 1 2 21 1 2

32 2 33 3 3,( 1) 1 3 31 1 3

( 1),2 2 ( 1),3 3 ( 1),( 1) 1 1 ( 1),1 1 ( 1),

n n n n

n n n n

n n n n n n n n n n

K Q K Q K Q F K K

K Q K Q K Q F K K

K Q K Q K Q F K K

α α
α α

α α

− −

− −

− − − − − − − −

+ + + = − −
+ + + = − −

+ + + = − −

L

L

M

L

  :مي آيد دست به زير معادلات دسته )85( در )84( رابطه جايگذاري با

  :است زير صورت به )86( رابطه ماتريسي فرم

22 23 2,( 1) 2 21 1 22

32 33 3,( 1) 3 31 1 33

( 1),2 ( 1),3 ( 1),( 1) 1 ( 1),1 1 ( 1),1

n n n

n n n

n n n n n n n n nn

K K K F K KQ

K K K F K KQ

K K K F K KQ

α α
α α

α α

−

−

− − − − − − −−

− −é ù ى üى ü
ê ْ ï ïï ï − −ï ï ï ïê ْ ي= ‎ ي ‎ê ْ ï ï ï ïê ْ ï ï ï ï− −ê ْ î ë‏ û î ‏

L

L

M M O M MM

L

(87)
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)EliminationApproach( حذفي روش به مرزي شرايط اعمال

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

انرژي روش در مرزي شرايط اعمال -الف

KQ=(88):نوشت رو روبه صورت به مي توان را )87( رابطه F

آن در كه

(89)

2 21 1 2

3 31 1 32

1 ( 1),1 1 ( 1),

n n

n nn

n n n n n

F K K

F K K

F K K

α α
α α

α α

−

− − −

− ى− ü
ï ï− −ï ï∈ = ي ‎
ï ï
ï ï− −î ‏

F ،
M

2

32

1

n

n

Q

Q

Q

−

−

ى ü
ï ï
ï ï∈ = ي ‎
ï ï
ï ïî ‏

Q ،
M

22 23 2,( 1)

32 33 3,( 1)( 2) ( 2)

( 1),2 ( 1),3 ( 1),( 1)

n

nn n

n n n n

K K K

K K K

K K K

−

−− × −

− − − −

é ù
ê ْ
ê ْ∈ =
ê ْ
ê ْ
ê ْë û

K

L

L
،

M M O M

L

:مي دهد نتيجه را مجهول گرهي جابجايي هاي مقدار )88( رابطه حل

(90)1(88) ق− =Q K F
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)EliminationApproach( حذفي روش به مرزي شرايط اعمال

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

گالركين-ريتز روش در مرزي شرايط اعمال -ب

 دلخواه گرهي جابجايي بردارهاي )81( رابطه در بايد .مي باشد               و              مرزي شرط دو كه آن فرض با

.باشند برقرار زير

1 1Q α=n nQ α=

{ }
{ }
{ }

{ }

2

3

4

1

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

Tn

Tn

Tn

Tn
n−

∈ =

∈ =

∈ =

∈ =

Ψ

Ψ

Ψ

Ψ

، L

، L

، L

M

، L

(91)

:داشت خواهيم بديم بسط را آن و كرده جايگذاري )81( معادله در را )82( رابطه اگر

 با متناظر آخر و اول درايه هاي )91( رابطه در انتخابي دلخواه گرهي جابجايي بردارهاي تمامي در شود توجه نكته اين به

  .است صفر با برابر مي باشد معلوم آن ها مقدار كه آزادي درجات شماره هاي
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)EliminationApproach( حذفي روش به مرزي شرايط اعمال

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

گالركين-ريتز روش در مرزي شرايط اعمال -ب

(82) (81) ( ) 0T→ ق − = Ψق KQ F

11 12 13 1 1 1

21 22 23 2 2 2

31 32 33 3 3 3

1 2 3
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n n n nn n n

K K K K Q F
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K K K K Q F

K K K K Q F

و ِé ù ى ü ى ü
ç ÷ê ْ ï ï ï ï
ç ÷ê ْ ï ï ï ïï ï ï ïç ÷ê ْ − ي= ‎ ي ‎
ç ÷ê ْ ï ï ï ï
ç ÷ê ْ ï ï ï ï
ç ÷ê ْ ï ï ï ïî ‏ î ë‏ ûè ّ

Ψ

L

L

L

M M M O M M M

L

11 1 12 2 13 3 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

31 1 32 2 33 3 3 3

1 1 2 2 3 3

0

n n

n n

T
n n

n n n nn n n

K Q K Q K Q K Q F

K Q K Q K Q K Q F

K Q K Q K Q K Q F

K Q K Q K Q K Q F

+ + + + ى− ü
ï ï+ + + + −ï ïï ï

ق + + + + − ي= ‎
ï ï
ï ï

+ + + + −ï ïî ‏

Ψ

L

L

L

M

L

(92)



63

)EliminationApproach( حذفي روش به مرزي شرايط اعمال

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

گالركين-ريتز روش در مرزي شرايط اعمال -ب

{ }

11 1 12 2 13 3 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

2 31 1 32 2 33 3 3 3

1 1 2 2 3 3

( ) 0 1 0 0 0 0 0

n n

n n

T
n n

n n n nn n n

K K Q K Q K F

K K Q K Q K F

K K Q K Q K F

K K Q K Q K F

α α
α α
α α

α α

+ + + + ى− ü
ï ï+ + + + −ï ïï ï− = + + + + − = يق ‎
ï ï
ï ï

+ + + + −ï ïî ‏

Ψ KQ F

L

L

L L

M

L

براي مثال طور به
2Ψ

22 2 23 3 2,( 1) 1 2 21 1 2n n n nK Q K Q K Q F K Kα α− −+ + + = − −L

 مجدد نهايت در .رسيد خواهيم )86( رابطه همان به مجدد كه بينيم مي كنيم تكرار را فرآيند اين نيز      ساير براي اگر

    .مي گردد حاصل )90( رابطه

iΨ

(90)1−=Q K F

:)92( رابطه در )91( رابطه از شكل تغيير بردار تا             تك تك جايگذاري با 2n −
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)EliminationApproach( حذفي روش به مرزي شرايط اعمال گام به گام مراحل

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

1 21 2, , ,
rp p p rQ Q Qα α α= = =L (93)

:باشد معلوم )تكيه گاهي نقاط(      تا       گره هاي جابجايي مقدار اگر كه آن فرض با 1prp

 هك چرا      كل گرهي نيروهاي بردار و      كل سختي ماتريس از        تا      ،       ،      سطرهاي ذخيره كردن :اول گام

.مي شوند واقع استفاده مورد بعد مراحل در

1p2pLrpKF

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

,1 ,2 ,3 ,

,1 ,2 ,3 ,

,1 ,2 ,3 ,

,1 ,2 ,3 , 1r r r r r

p p p p n p

p p p p n p

p p p p n p

p p p p n pr n r

K K K K F

K K K K F

K K K K F

K K K K F
× ×

é ù ى ü
ê ْ ï ï
ê ْ ï ï

ï ïê ْ
ي ‎ê ْ
ï ïê ْ
ï ïê ْ
ï ïê ْë û î ‏

L

L

L

M M M O M M

L

(94)
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)EliminationApproach( حذفي روش به مرزي شرايط اعمال گام به گام مراحل

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

1 2, 1 , 2 ,( )
ri i i p i p i p rF F K K kα α α= − + + +L (94)

 ريسمات .               كل سختي ماتريس از      ستون و سطر و      ،      ستون و سطر ،      ستون و سطر حذف :دوم گام

 نيروهاي بردار از          و        ،        ،       سطرهاي مشابه طور به .شد خواهد                        آمده دست به كل سختي

 دارايه هاي از يك هر سپس .مي باشد            آمده دست به كل گرهي نيروهاي بردار .مي شوند حذف             كل گرهي

  :مي گردد اصلاح زير صورت به كل گرهي نيروهاي بردار

1p2pLrp
n n×∈K ،

( ) ( )n r n r− × −∈K ،1p2pLrp

n∈F ،n r−∈F ،

  طهراب حل از مجهول گرهي مقادير بردار نهايت در .نمي باشد معلوم آن مقدار كه است آزادي درجات تمام به مربوط i انديس
:مي آيد دست به )90(

(90)1−=Q K F
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)EliminationApproach( حذفي روش به مرزي شرايط اعمال گام به گام مراحل

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

 يه گاهتك به مربوط كه آزادي درجات در تكيه گاهي واكنش هاي اول، گام در شده ذخيره اطلاعات از استفاده با :سوم گام

:مي گردد محاسبه زير صورت به است

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

,1 ,2 ,3 ,
1

,1 ,2 ,3 , 2

3,1 ,2 ,3 ,

1,1 ,2 ,3 ,1r r r r r r

p p p p p n p

p p p p p n p

p p p p p n p

n np p p p p n pr r n

R K K K K FQ

R K K K K FQ

QR K K K K F

QR K K K K F×× ×

ى ü é ù ى üى ü
ï ï ê ْ ïï ï
ï ï ê ْ ïï ïï ï ï ï ïê ْ= ي− ‎ ي ‎ ي ‎ê ْ
ï ï ï ï ïê ْ
ï ï ï ï ïê ْ
ï ï ï ï ïî ê‏ ْî ‏ ë û î

L

L

L

MM M M M O M M

L
1r×

ï
ï
ï

ï
ï
ï
‏

(95)
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

 ضخامت با ورق يك از شده داده نشان تير -3 مثال

 رابرب ورق الاستيسيته مدول .است شده ساخته   يكنواخت

 علاوه .مي باشد    آن حجم واحد وزن همچنين و     با است

 اين هب دهانه وسط در     متمركز نيروي يك تير خود وزن بر

 رهيگ جابجايي بردار تعيين است مطلوب .مي شود وارد تير

 ملالع عكس همچنين و تير مختلف بخش هاي در تنش كل،

    .تكيه گاهي

t

Eρ

P

x

6 in

3 in

24 in

12 in

P

6

3

1

30 10

0.2836 /

100

t in

E psi

lb in

P lb

ρ

=
= ×
=
=

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

x

-3 مثال پاسخ

6 in

3 in

24 in

12 in

P

x

P

1

2

3

2

1
1Q

2Q

3Q

المان شماره گره شماره

e i j

1 1 2

2 2 3

آزادي درجات و المان ها ارتباط تعيين

المان و گره گذاري شماره و مختلف المان هاي به ميله تقسيم بندي

2en المان تعداد=

3DOFn آزادي درجه تعداد=

:BCمرزي شرايط



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-3 مثال پاسخ

)34( رابطه براساس المان هر سختي ماتريس تشكيل

6
(2) 1 1(3.75 1) (30 10 )

1 112

−é ù× × ×= ê ْ−ë û
k (3.2)

2 3

2

3

12 in

x

P

3.75 in

5.25 in

1

2

3

2

1
1Q

2Q

3Q

12 in

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-3 مثال پاسخ

12 in

x

P

3.75 in

5.25 in

1

2

3

2

1
1Q

2Q

3Q

12 in

  المان ها تمامي سختي ماتريس كردن سرهم بندي وسيله به ميله كل سختي ماتريس تشكيل

2
3 3

1

e

e

×

=

∈ = Kهق k،

6
5.25 5.25 0

30 10
5.25 9 3.75

12
0 3.75 3.75

−é ù
× ê ْ= − −ê ْ

ê ْ−ë û

K

1 2 3

1

2

3

(3.3)



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-3 مثال پاسخ

)42( رابطه براساس المان هر حجمي نيروي بردار تشكيل

(2) (2)1 6.3810(3.75 1) 12 0.2836

1 6.38102

ى ü ى ü× × ×= ق ي= ‎ ي ‎
î ‏ î ‏

f f (3.5)
2

3

12 in

x

P

3.75 in

5.25 in

1

2

3

2

1
1Q

2Q

3Q

12 in

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-3 مثال پاسخ
 كردن يسرهم بند وسيله به ميله كل گرهي حجمي نيروهاي بردار تشكيل

  المان ها تمامي گرهي حجمي نيروي بردار

2
3

1

e

e=

∈ = fهق f،

8.9334

15.3144

6.3810

ى ü
ï ï= ي ‎
ï ï
î ‏

f

1

2

3

(3.6)

 كردن نديسرهم ب وسيله به ميله كل گرهي متمركز نيروهاي بردار تشكيل

  المان ها تمامي گرهي متمركز نيروي بردار

2
3

1

e

e=

∈ = Pهق P،

12 in

x

P

3.75 in

5.25 in

1

2

3

2

1
1Q

2Q

3Q

12 in



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-3 مثال پاسخ

ميله كل گرهي نيروهاي بردار تشكيل
(3.6)&(3.7)

3∈ = + Fق f P،

8.9334 8.9334

15.3144 100 115.3144

6.3810 6.3810

ى ü ى ü
ï ï ï ï= + ق ي= ‎ ي ‎
ï ï ï ï
î ‏ î ‏

F F

1

2

3

(3.8)

حذفي روش به مرزي شرايط اعمال
1 0Q =

گرهي نيروهاي بردار و كل سختي ماتريس از 1 سطرهاي ذخيره كردن :اول گام

{ } { }
6

11 12 13

1

30 10
5.25 5.25 0

12

8.9334

K K K

F

×= −

=
(3.9)

12 in

x

P

3.75 in

5.25 in

1

2

3

2

1
1Q

2Q

3Q

12 in

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-3 مثال پاسخ

 سپس .مي شوند حذف كل گرهي نيروهاي بردار از 1 سطر مشابه طور به و كل سختي ماتريس از 1 ستون و سطر :دوم گام

  :مي گردد اصلاح زير صورت به كل گرهي نيروهاي بردار دارايه هاي از يك هر

(3.10) ق

2 115.3144F = (3.11)

( )3 3 31 1 3( ) 6.3810 0 0 6.3810F F K Fα= − = − × ق = (3.12)



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-3 مثال پاسخ

6
2

3

9 3.75 115.314430 10
(88)

3.75 3.75 6.381012

Q

Q

− ى üé ù ى ü×
ق = ق ي= ‎ ي ‎ê ْ−ë û î î‏ ‏

KQ F (3.13)

:داشت خواهيم )3.13( معادله حل از

2 5

3

0.9272
(3.13) 10

0.9953

Q
in

Q
ى− ü ى ü

ق = ي× ‎ ي ‎
î î‏ ‏

(3.14)

:ودمي ش تشكيل زير صورت به كل گرهي جابجايي بردار نتيجه در

1

5
2

3

0

(3.14) 0.9272 10

0.9953

Q

Q in

Q

−

ى ü ى ü
ï ï ï ï

ق = = ي× ‎ ي ‎
ï ï ï ï
î ‏ î ‏

Q (3.15)

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-3 مثال پاسخ

:تنش محاسبه

{ }( ) 1
(23) 1 1

ie
e

je

Q
E

Q
σ

ى ü
ق = − ي ‎

î l‏
(3.16)

(1) 23.18 psiσ = (3.17)

{ }
(3.15)

2(2)
2

32

1
1 1

Q
E

Q
σ

ى ü
= − يق ‎

î l‏
(3.16) ق

{ }
5

(2) 6 (2)

5

0.9272 101
30 10 1 1 1.70

12 0.9953 10
psiσ σ

−

−

ى ü×
= × − ق ي= ‎

×î ‏
(3.18)



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-3 مثال پاسخ

 يه گاهتك به مربوط كه آزادي درجات در تكيه گاهي واكنش هاي اول، گام در شده ذخيره اطلاعات از استفاده با :سوم گام

:مي گردد محاسبه زير صورت به است

{ }
1

1 11 12 13 2 1

3

(95)

Q

R K K K Q F

Q

ى ü
ï ï

ق = ي− ‎
ï ï
î ‏

(3.19)

:داريم )3.19( در )3.15( و )3.9( روابط جايگذاري با

1 130.6R lb= − (3.19)

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

  fem1d.m :برنامه فايل نام-3 مثال پاسخ

L04EX03.txt :ورودي فايل نام

RL04EX03.txt :خروجي فايل نام

Next line is problem title     << 1D STRESS ANALYSIS USING BAR ELEMENT >>
EXAMPLE 4.3
NN NE NM NDIM NEN NDN
3  2  1   1   2   1

ND NL NCH NPR NMPC
1  3  2   2   0

Node#   X-Coordinate
1      0
2     12
3     24

Elem#  N1  N2  Mat#  Area TempRise (NCH=2 Elem Char: Area, TempRise)
1     1   2    1    5.25   0
2     2   3    1    3.75   0

DOF#  Displacement
1     0

DOF#  Load
1    8.9334
2  115.3144
3    6.3810

MAT#  E   Alpha
1   30E6  0

B1  i B2 j  B3  (Multi-point constr. B1*Qi+B2*Qj=B3)

L04EX03.txt

12 in

x

P

3.75 in

5.25 in

1

2

3

2

1
1Q

2Q

3Q

12 in

78



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-3 مثال پاسخ
RL04EX03.txt

EXAMPLE 4.3

NODE#   DISPLACEMENT
1      5.8057E-10
2      9.2726E-06
3      9.9533E-06
ELEM#    STRESS
1           23.18
2          1.7016
NODE#    REACTION
1         -130.63

79

80

)PenaltyApproach( پنالتي روش به مرزي شرايط اعمال

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

انرژي روش در مرزي شرايط اعمال -الف

1α

1Q

C
C

Structure
Structure

 استفاده Cزياد سختي با فنر يك از تكيه گاه سازي مدل براي .باشد موجود              مرزي شرط كه آن فرض با

 .مي شود جابجا      مقدار به فنر انتهاي يك است، شده داده نشان شكل در كه همانطور حالت، اين در.مي شود

 .بود خواهد    با برابر تقريبا مي دهد نشان سازه كه كمي نسبتا مقاومت دليل به 1 آزادي درجه امتداد در        جابجايي

:با است برابر فنر در شده ذخيره كرنشي انرژي نتيجه در است                با برابر فنر خالص تغييرشكل

1 1Q α=

1α

1Q1α

1 1Q α−

2
1 1

1
( )

2
springU C Q α= − (96)
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

انرژي روش در مرزي شرايط اعمال -الف

2
1 1

1 1
(51) & (96) ( )

2 2
T TC Q αق ∏ = + − −Q KQ Q F (97)

:مي شود نوشته زير صورت به )51( رابطه فنر، در شده دخيره انرژي احتساب با

(98)0 1 , 3 , 4 , ,
i

d
i n

dQ

∏ = = L

 التح در آزادي درجات ساير در را خود مقدار حداقل كل پتانسيل انرژي كه دارد آن بر دلالت كه رابطه اي نتيجه در

:است زير صورت به داشت خواهد تعادل

)PenaltyApproach( پنالتي روش به مرزي شرايط اعمال

82

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

انرژي روش در مرزي شرايط اعمال -الف

:داشت خواهيم )98( رابطه بسط با

11 12 13 1 1 1 1

21 22 23 2 2 2

31 32 33 3 3 3

1 2 3

( ) n

n

n

n n n nn n n

K C K K K Q F C

K K K K Q F

K K K K Q F

K K K K Q F

α+ +é ù ى ü ى ü
ê ْ ï ï ï ï
ê ْ ï ï ï ïï ï ï ï
ê ْ ي= ‎ ي ‎
ê ْ ï ï ï ï
ê ْ ï ï ï ï
ê ْ ï ï ï ïî ‏ î ë‏ û

L

L

L

M M M O M M M

L

(99)

.باشد                كه مي دهد نتيجه طوري را كل گرهي جابجايي بردار )99( رابطه حل 1 1Q α≈

 زير صورت به 1 گره تكيه گاهي العمل عكس مقدار                فنر خالص شكل تغيير بودن دردسترس با

:مي شود محاسبه

1 1Q α−

1 1 1( )R C Q α= − − (100)

)PenaltyApproach( پنالتي روش به مرزي شرايط اعمال
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

گالركين-ريتز روش در مرزي شرايط اعمال -ب

)PenaltyApproach( پنالتي روش به مرزي شرايط اعمال

 يجابجاي اثر در فنر نيروي مجازي كار مقدار .باشد موجود               مرزي شرط كه آن فرض با

: با است برابر                                                  مجازي

1 1Q α=

{ }1 2

Tn
nψ ψ ψ∈ =Ψ ، L

1 1 1( )sW C Qδ ψ α= × − (101)

1 1 1(81) & (101) ( ) ( ) 0T C Qψ αق − + − =Ψ KQ F (102)

:مي شود نوشته زير صورت به )81( رابطه فنر، نيروي مجازي كار احتساب با

84

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

گالركين-ريتز روش در مرزي شرايط اعمال -ب

)PenaltyApproach( پنالتي روش به مرزي شرايط اعمال

.باشند برقرار بايد زير دلخواه گرهي جابجايي بردارهاي )102( رابطه در

{ }
{ }
{ }

{ }

1

2

3

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1

Tn

Tn

Tn

Tn
n

∈ =

∈ =

∈ =

∈ =

Ψ

Ψ

Ψ

Ψ

، L

، L

، L

M

، L

(103)

.رسيد خواهيم )99( معادله همان به مجدد )102( رابطه در )103( رابطه از شكل تغيير بردار تا      تك تك جايگذاري با n

11 12 13 1 1 1 1

21 22 23 2 2 2

31 32 33 3 3 3

1 2 3

( ) n

n

n

n n n nn n n

K C K K K Q F C

K K K K Q F

K K K K Q F

K K K K Q F

α+ +é ù ى ü ى ü
ê ْ ï ï ï ï
ê ْ ï ï ï ïï ï ï ï
ê ْ ي= ‎ ي ‎
ê ْ ï ï ï ï
ê ْ ï ï ï ï
ê ْ ï ï ï ïî ‏ î ë‏ û

L

L

L

M M M O M M M

L

(99)
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

C انتخاب نحوه

)PenaltyApproach( پنالتي روش به مرزي شرايط اعمال

:داشت خواهيم )99( رابطه از معادله اولين گرفتن نظر در با

11 1 12 2 13 3 1 1 1(99) ( ) n nK C Q K Q K Q K Q F Cαق + + + + + = +L (104)

:مي شود نتيجه C بر )104( رابطه طرفين تقسيم با

1311 12 1 1
1 2 3 1(104) ( 1)

C
n

n

KK K K F
Q Q Q Q

C C C C C
α

÷
ق + + + + + = +L (105)

   ودش انتخاب بزرگ كافي اندازه به       نيروي و        سختي درايه هاي با مقايسه در C مقدار اگر )105( رابطه به توجه با

:صورت اين در

ijKF

(104)

&ijif C K F>> ق
1311 12 1 1

1 2 3 1( 1) n
n

KK K K F
Q Q Q Q

C C C C C
α+ + + + + = +L

0 0 0 0 0

1 1Q αق = (105)

  :باشد بخش رضايت كامپيوترها اكثر در مي تواند محاسباتي نظر از زير صورت به C مقدار انتخاب

( ) 4max 10ijC K= × هد اگر محدوديت محاسبه كامپيوتري اجازه د((106)

.)بزرگتري را نيز انتخاب نمود Cمي توان 

86

)PenaltyApproach( پنالتي روش به مرزي شرايط اعمال گام به گام مراحل

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

1 21 2, , ,
rp p p rQ Q Qα α α= = =L (93)

:باشد معلوم )تكيه گاهي نقاط(      تا       گره هاي جابجايي مقدار اگر كه آن فرض با 1prp

 سختي ماتريس از       تا      ،       ،      قطري المان هاي به C بزرگ مقدار يك افزودن با سختي، ماتريس اصلاح :اول گام

 .         به نهايتا  ، ... ،         به         ،         به         نمودن اضافه با      كل گرهي نيروي بردار اصلاح همچنين  .      كل

 ماتريس               .مي شود              سازه كل گرهي جابجايي بردار تعيين به منجر كه                 معادله حل سپس

.مي باشند شده اصلاح گرهي نيروي بردار                 و  شده اصلاح سختي

1p2pLrp

KF1Cα
1p

F2Cα
2p

FrCα
rp

F

=KQ Fn∈Q ،n n×∈K ،

n∈F ،

تكيه گاهي واكنش هاي محاسبه :دوم گام

( ) 1, 2, ,
i ip p iR C Q i rα= − − = L (107)



 لوبمط .است شده ساخته آلومينيم و فولاد متفاوت جنس هاي با بخش دو از شكل در شده داده نشان ميله -4 مثال

:تعيين است

.گرهي جابجايي -الف

.مصالح از يك هر در تنش مقدار -ب

.تكيه گاهي العمل هاي عكس -ج
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

300 mm 400mm

3200 10P N= ×

2

9 2

2400

70 10 /

A mm

E N m

=
= ×

Aluminum Steel
2

9 2

600

200 10 /

A mm

E N m

=
= ×

3200 10P N= ×

300 mm 400 mm

2

9 2

2400

70 10 /

A mm

E N m

=
= ×

Aluminum Steel
2

9 2

600

200 10 /

A mm

E N m

=
= ×

-4 مثال پاسخ

88

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

x
1 2 3

2
1

1Q

المان شماره گره شماره

e i j

1 1 2

2 2 3

آزادي درجات و المان ها ارتباط تعيين

المان و گره گذاري شماره و مختلف المان هاي به ميله تقسيم بندي

2en المان تعداد=

3DOFn آزادي درجه تعداد=

:BCمرزي شرايط

2Q 3Q



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-4 مثال پاسخ

)34( رابطه براساس المان هر سختي ماتريس تشكيل

3200 10P N= ×

300 mm 400mm

2

9 2

2400

70 10 /

A mm

E N m

=
= ×

Aluminum Steel
2

9 2

600

200 10 /

A mm

E N m

=
= ×

x
1 2 3

2
1

1Q 2Q 3Q

29 6
(2) 1 1(600) (200 10 10 / )

1 1400

N mm− −é ù× × ×= ê ْ−ë û
k (4.2)

2 3

2

3

89

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-4 مثال پاسخ

3200 10P N= ×

300 mm 400mm

x
1 2 3

2
1

1Q 2Q 3Q

 لهوسي به ميله كل سختي ماتريس تشكيل

   هاالمان تمامي سختي ماتريس كردن سرهم بندي

2
3 3

1

e

e

×

=

∈ = Kهق k، 6

0.56 0.56 0

10 0.56 0.86 0.30

0 0.30 0.30

−é ù
ê ْ= × − −ê ْ
ê ْ−ë û

K

1 2 3

1

2

3

(4.3)

90



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-4 مثال پاسخ

3200 10P N= ×

300 mm 400mm

x
1 2 3

2
1

1Q 2Q 3Q

 به لهمي كل گرهي متمركز نيروهاي بردار تشكيل

 زمتمرك نيروي بردار كردن سرهم بندي وسيله

  المان ها تمامي گرهي

2
3

1

e

e=

∈ = Pهق P،

.است هيگر متمركز نيروهاي بردار همان كل گرهي نيروهاي بردار بنابراين نداريم طولي كشش و حجمي نيروهاي كه آنجايي از

3

0

200 10

0

ى ü
ï ï= ي× ‎
ï ï
î ‏

F

1

2

3

(4.5)
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-4 مثال پاسخ

3200 10P N= ×

300 mm 400mm

x
1 2 3

2
1

1Q 2Q 3Q

يپنالت روش به مرزي شرايط اعمال

68600 10C = × (4.6)

1 30 , 0Q Q= =

يگره نيروهاي بردار و سختي ماتريس اصلاح :اول گام

6

0.56 0

(4.3) & (4.6) 10 0.56 0.86 0.30

0 0.30

−é ù
ê قْ = × − −ê ْ
ê ْ−ë û

K

1 2 3

1

2

3

(4.7)

6

3 3

6

0 (8600 10 )(0) 0

200 10 200 10

0 (8600 10 )(0) 0

ى ü+ × ى ü
ï ï ï ï= × ق = ي× ‎ ي ‎
ï ï ï ï+ × î î‏ ‏

F

1

2

3

(4.8)

92



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-4 مثال پاسخ

93

1(4.7)&(4.8)
6 3

2

3

8600.56 0.56 0 0

10 0.56 0.86 0.30 200 10

0 0.30 8600.30 0

Q

Q

Q

−é ù ى ü ى ü
ï ï ï ïê ْ= ق × − − = ي× ‎ ي ‎ê ْ
ï ï ï ïê ْ−ë û î ‏ î ‏

KQ F (4.9)

:مي آيد دست به كل گرهي جابجايي هاي بردار )4.9( معادله حل با

1

1

3
2

3

6
1

2

6
3

8600.56 0.56 0 0

(4.9) 0.56 0.86 0.30 200 10

0 0.30 8600.30 0

15.1432 10

0.23257

8.1127 10

Q

Q

Q

Q

Q mm

Q

−

−

−

−

ى− ü é ù ى ü
ï ï ï ïê قْ = − − ي× ‎ ي ‎ê ْ
ï ï ï ïê ْ−î ‏ ë û î ‏

ى ü×ى ü
ï ïï ï

ق ي= ‎ ي ‎
ï ï ï ï×î ‏ î ‏

(4.10)

:مي شود نوشته زير صورت به تعادل معادله

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-4 مثال پاسخ

94

:تنش محاسبه

{ }
(4.10)

1(1)
1

21

1
1 1

Q
E

Q
σ

ى ü
= − يق ‎

î l‏
(4.11) ق

{ }
6

(1) 9 6 (1)

2

15.1432 101
70 10 10 1 1 54.27

300 0.23257

N
Mpa

mm
σ σ

−
− ى ü× و ِ= × × − ق = ي= ‎ ç ÷

è ّî ‏
(4.12)

(2)

2
116.29

N
Mpa

mm
σ و ِ= − =ç ÷

è ّ
(4.13)



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-4 مثال پاسخ

95

:يتكيه گاه العمل هاي عكس محاسبه

(4.15)( ) ( )6 6 3
1 1 1 1(4.14) 8600 10 15.1432 10 0 130.23 10R C Q R Nα ق− = − − = − × × − ق = − ×

(4.16)3
3 69.77 10R N= − ×

300 mm 400 mm

3200 10P N= ×
3

1 130.23 10R N= × 3
3 69.77 10R N= ×

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

  fem1d.m :برنامه فايل نام-4 مثال پاسخ

L04EX04.txt :ورودي فايل نام

RL04EX04.txt :خروجي فايل نام

Next line is problem title     << 1D STRESS ANALYSIS USING BAR ELEMENT >>
EXAMPLE 4.4
NN NE NM NDIM NEN NDN
3  2  2   1   2   1

ND NL NCH NPR NMPC
2  1  2   2   0

Node#   X-Coordinate
1      0
2      300
3      700

Elem#  N1  N2  Mat#  Area TempRise (NCH=2 Elem Char: Area, TempRise)
1     1   2    1    2400   0
2     2   3    2    600    0

DOF#  Displacement
1     0
3     0

DOF#  Load
2    200000

MAT#  E   Alpha
1   70e3  0
2   200e3 0

B1  i B2 j  B3  (Multi-point constr. B1*Qi+B2*Qj=B3)

L04EX04.txt

3200 10P N= ×

300 mm 400 mm

x
1 2 3

2
1

1Q 2Q 3Q

96



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-4 مثال پاسخ
RL04EX04.txt

EXAMPLE 4.4

NODE#   DISPLACEMENT
1      1.5143E-05
2         0.23257
3      8.1127E-06
ELEM#    STRESS
1          54.263
2         -116.28
NODE#    REACTION
1     -1.3023E+05
3          -69769

97

1.2 فاصله به شده داده نشان ميله -5 مثال mm تعيين است مطلوب  دارد فاصله كناري ديوار از:

.گرهي جابجايي -الف

.تنش مقدار -ب

.گاهي تكيه العمل هاي عكس -ج
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

150 mm 150 mm

P

3

2

3 2

60 10

250

20 10 /

P N

A mm

E N mm

= ×
=
= ×

1.2mm

Wall



x

-5 مثال پاسخ
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

150 mm 150 mm

P

3

2

3 2

60 10

250

20 10 /

P N

A mm

E N mm

= ×
=
= ×

1.2mm

Wall

1 2 3

21

1Q المان شماره گره شماره

e i j

1 1 2

2 2 3

آزادي درجات و المان ها ارتباط تعيين

المان و گره گذاري شماره و مختلف المان هاي به ميله تقسيم بندي

2en المان تعداد=

3DOFn آزادي درجه تعداد=

:BCمرزي شرايط

2Q 3Q

-5 مثال پاسخ
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

x

150 mm 150 mm

P

3

2

3 2

60 10

250

20 10 /

P N

A mm

E N mm

= ×
=
= ×

1.2mm

Wall

1 2 3

21

1Q 2Q 3Q

)34( رابطه براساس المان هر سختي ماتريس تشكيل

1 1
(34)

1 1
e e e

e

A E −é ù
ق = êق ْ−ë û

k
l

i j

i

j

3
(2) 1 1250 (20 10 )

1 1150

−é ù× ×= ê ْ−ë û
k (5.2)

2 3

2

3



-5 مثال پاسخ
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

x

150 mm 150 mm

P

3

2

3 2

60 10

250

20 10 /

P N

A mm

E N mm

= ×
=
= ×

1.2mm

Wall

1 2 3

21

1Q 2Q 3Q

 لهوسي به ميله كل سختي ماتريس تشكيل

   هاالمان تمامي سختي ماتريس كردن سرهم بندي

2
3 3

1

e

e

×

=

∈ = Kهق k،
3

1 1 0
250 (20 10 )

1 2 1
150

0 1 1

−é ù
× × ê ْ= × − −ê ْ

ê ْ−ë û

K

1 2 3

1

2

3

(5.3)

-5 مثال پاسخ
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

x

150 mm 150 mm

P

1.2mm

Wall

1 2 3

21

1Q 2Q 3Q

 به لهمي كل گرهي متمركز نيروهاي بردار تشكيل

 زمتمرك نيروي بردار كردن سرهم بندي وسيله

  المان ها تمامي گرهي

2
3

1

e

e=

∈ = Pهق P،

.است هيگر متمركز نيروهاي بردار همان كل گرهي نيروهاي بردار بنابراين نداريم طولي كشش و حجمي نيروهاي كه آنجايي از

3

0

60 10

0

ى ü
ï ï= ي× ‎
ï ï
î ‏

F

1

2

3

(5.5)



-5 مثال پاسخ
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

x

150 mm 150 mm

P

1.2mm

Wall

1 2 3

21

1Q 2Q 3Q

يپنالت روش به مرزي شرايط اعمال

 وردبرخ ديوار به ميله آيا كه شود بررسي بايد ابتدا در

 اي برخورد به كاملا مرزي شرايط كه چرا خير؟ يا مي كند

 ظورمن اين براي .دارد بستگي ديوار با ميله برخورد عدم

 اگر .ممي كني آناليز  ديوار وجود عدم فرض با را ميله ابتدا

 فتدا مي اتفاق برخور باشد                     گرهي جابجايي

.نمي پذيرد صورت برخوردي صورت اين غير در

3 1.2Q mm>

-5 مثال پاسخ

104

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

x

150 mm 150 mm

P

1.2mm

Wall

1 2 3

21

1Q 2Q 3Q

يپنالت روش به مرزي شرايط اعمال

92
10

3
C = × (5.6)

1 0Q =
يگره نيروهاي بردار و سختي ماتريس اصلاح :اول گام

5
1 0

10
(5.3) & (5.6) 1 2 1

3
0 1 1

−é ù
ê قْ = × − −ê ْ
ê ْ−ë û

K

1 2 3

1

2

3

(5.7)

3 3

0 (0) 0

60 10 60 10

0 0

C+ى ü ى ü
ï ï ï ï= × ق = ي× ‎ ي ‎
ï ï ï ï
î ‏ î ‏

F

1

2

3

(5.8)

ديوار وجود عدم فرض با مرزي شرايط -الف



-5 مثال پاسخ

105

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

15(5.7)&(5.8)
3

2

3

20001 1 0 0
10

1 2 1 60 10
3

0 1 1 0

Q

Q

Q

−é ù ى ü ى ü
ï ï ï ïê ْ= ق × − − = ي× ‎ ي ‎ê ْ
ï ï ï ïê ْ−ë û î ‏ î ‏

KQ F (5.9)

:مي آيد دست به كل گرهي جابجايي  بردار )5.9( معادله حل با

1

1 1

3
2 25

3 3

20001 1 0 0 0
3

(5.9) 1 2 1 60 10 1.8
10

0 1 1 0 1.8

Q Q

Q Q mm

Q Q

ى−− ü é ù ى ü ى ü ى ü
ï ï ï ï ï ï ï ïê قْ = × − − × ق ي= ‎ ي ‎ ي ‎ ي ‎ê ْ
ï ï ï ï ï ï ï ïê ْ−î ‏ ë û î ‏ î ‏ î ‏

(5.10)

:مي شود نوشته زير صورت به تعادل معادله

  .دارد برخورد ديوار با ميله بنابراين                               كه گرفت نتيجه مي توان  )5.10( رابطه به توجه با
3 1.8 1.2Q mm= >

-5 مثال پاسخ
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

x

150 mm 150 mm

P

1.2mm

Wall

1 2 3

21

1Q 2Q 3Q

يپنالت روش به مرزي شرايط اعمال

يگره نيروهاي بردار و سختي ماتريس اصلاح :اول گام

5
1 0

10
(5.3) & (5.6) 1 2 1

3
0 1

−é ù
ê قْ = × − −ê ْ
ê ْ−ë û

K

1 2 3

1

2

3

(5.11)

9

3 3

7
9

2
0 10 (0)

03

60 10 60 10

2 80 10
0 10 (1.2)

3

ى ü+ ×ï ï ى ü
ï ï ï ï= × ق = ي× ‎ ي ‎
ï ï ï ï×î ï‏ ï+ ×
î ‏

F

1

2

3

(5.12)

ديوار با ميله برخورد فرض با مرزي شرايط -ب



-5 مثال پاسخ

107

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

15(5.11)&(5.12)
3

2

7
3

20001 1 0 0
10

1 2 1 60 10
3

0 1 20001 80 10

Q

Q

Q

−é ù ى ü ى ü
ï ï ï ïê ْ= ق × − − = ي× ‎ ي ‎ê ْ
ï ï ï ïê ْ− ×ë û î ‏ î ‏

KQ F (5.13)

:مي آيد دست به كل گرهي جابجايي هاي بردار )5.13( معادله حل با

1

1

3
2 5

7
3

5
1

2

3

20001 1 0 0
3

(5.13) 1 2 1 60 10
10

0 1 20001 80 10

7.49985 10

1.500045

1.200015

Q

Q

Q

Q

Q mm

Q

−

−

ى− ü é ù ى ü
ï ï ï ïê قْ = × − − ي× ‎ ي ‎ê ْ
ï ï ï ïê ْ− ×î ‏ ë û î ‏

ى ü×ى ü
ï ïï ï

ق ي= ‎ ي ‎
ï ï ï ï
î ‏ î ‏

(5.14)

:مي شود نوشته زير صورت به تعادل معادله

-5 مثال پاسخ

108

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

:تنش محاسبه

{ }( ) 1
(23) 1 1

ie
e

je

Q
E

Q
σ

ى ü
ق = − ي ‎

î l‏
(5.15)

(1) 199.996Mpaσ = (5.16)

{ }
(5.14)

2(2)
2

32

1
1 1

Q
E

Q
σ

ى ü
= − يق ‎

î l‏
(5.15) ق

{ }(2) 3 (2)1.5000451
20 10 1 1 40.004

1.200015150
Mpaσ σ

ى ü
= × − ق = ي− ‎

î ‏
(5.17)



-5 مثال پاسخ
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

:يتكيه گاه العمل هاي عكس محاسبه

(5.19)3
1 49.999 10R N= − ×

(5.20)( ) ( )9 3
3 3 3 3

2
(5.18) 10 1.200015 1.20 10.001 10

3
R C Q R Nαق = − − = − × − ق = − ×

3
1 49.999 10R N= − × 3

3 10.001 10R N= − ×360 10P N= ×

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

  fem1d.m :برنامه فايل نام-5 مثال پاسخ

L04EX05.txt :ورودي فايل نام

RL04EX05.txt :خروجي فايل نام

Next line is problem title     << 1D STRESS ANALYSIS USING BAR ELEMENT >>
EXAMPLE 4.5
NN NE NM NDIM NEN NDN
3  2  1   1   2   1

ND NL NCH NPR NMPC
2  1  2   2   0

Node#   X-Coordinate
1      0
2      150
3      300

Elem#  N1  N2  Mat#  Area TempRise (NCH=2 Elem Char: Area, TempRise)
1     1   2    1    250   0
2     2   3    1    250    0

DOF#  Displacement
1     0
3     1.2

DOF#  Load
2    60000

MAT#  E   Alpha
1   20e3 0

B1  i B2 j  B3  (Multi-point constr. B1*Qi+B2*Qj=B3)

L04EX05.txt

x

150 mm 150 mm

P

1.2mm

Wall

1 2 3

21

1Q 2Q 3Q

110



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-5 مثال پاسخ
RL04EX05.txt

EXAMPLE 4.5

NODE#   DISPLACEMENT
1      7.4999E-05
2             1.5
3             1.2
ELEM#    STRESS
1             200
2         -40.004
NODE#    REACTION
1          -49999
3          -10001

111

112

Multipoint( وابسته مرزي شرايط Constraints(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

 بر يغلتك تكيه گاه داراي كه سازه اي سيستم هاي در

 به صلب قطعات از يا و هستند شيب دار سطح روي

 ايطشر باشد شده استفاده المان چند اتصال منظور

:مي باشند وابسته صورت به مرزي

A
1Q

2Q

1 2cos( ) sin( ) 0Q Qθ θ+ =1 1 1
1 5

5

2 1 2 1 2
2 5

5

0

0

Q
Q Q

Q

Q
Q Q

Q

= ق − =

+ += ق − =

l l

l l

l l l l

l l

1

3

2

4

1Q 2Q

3Q

4Q

5Q

5

1l

l

2l 3l

A

1 2: ,Q Qهوابست مرزي شرايط

3 4: ,Q Qمستقل مرزي شرايط

1 5: ,Q Qهوابست مرزي شرايط

2 5: ,Q Qهوابست مرزي شرايط

θ



113

Multipoint( وابسته مرزي شرايط  گام به گام مراحل Constraints(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

1 21 2 0p pQ Qβ β β+ = (108)

تكيه گاهي واكنش هاي محاسبه :سوم گام

( )
( )

1 1 2

2 1 2

1 1 2 0

2 1 2 0

p p p

p p p

R C Q Q

R C Q Q

β β β β

β β β β

= − + −

= − + −
(111)

:باشد داشته وجود زير       و      آزادي درجات به وابسته مرزي شرايط كه آن فرض با 1p2p

 لك گرهي نيروي بردار و كل سختي ماتريس از درايه هايي به C بزرگ كافي اندازه به عدد يك نمودن اضافه با  :اول گام

:مي شوند اصلاح زير به است      و      آزادي درجات با متناظر كه 1p2p

1 1 1 2 1 1 1 2

2 1 2 2 2 1 2 2

2
1 1 2

2
1 2 2

p p p p p p p p

p p p p p p p p

K K K C K C

K K K C K C

β β β

β β β

é ù+ +é ù
→ ê ْê ْ

+ +ê ْ ê ْë û ë û
(109)

1 1

2 2

0 1

0 2

p p

p p

F F C

F F C

β β

β β

ى+ ü ى üï ï ï ï→ي ‎ ي ‎+ï ï ï ïî ‏ î ‏
(110)

 ميله يك توسط شكل در شده داده نشان ميله دو -6 مثال

:ينتعي است مطلوب .شده اند متصل هم به وزن بدون صلب

.گرهي جابجايي -الف

.ميله ها از يك هر در تنش مقدار -ب

.تكيه گاهي العمل هاي عكس -ج

114

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

2

3 2

900

70 10 /

A mm

E N mm

=
= ×

Aluminum

Steel
2

3 2

1200

200 10 /

A mm

E N mm

=
= ×

2m 3m 1m

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m



-6 مثال پاسخ

115

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

x

2
1

1Q

المان شماره گره شماره

e i j

1 3 1

2 4 2

آزادي درجات و المان ها ارتباط تعيين
المان و گره گذاري شماره و مختلف المان هاي به ميله تقسيم بندي

2en المان تعداد=

5DOFn }آزادي درجه تعداد= }1 2 3 4 5

T
Q Q Q Q Q=Q

2m 3m 1m

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

-6 مثال پاسخ

116

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

x

2
1

1Q

المان و گره گذاري شماره و مختلف المان هاي به ميله تقسيم بندي

:BCمرزي شرايط

2m 3m 1m

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

1Q

2Q
5Q

3 4: ,Q Qمستقل مرزي شرايط

1 5: ,Q Qهوابست مرزي شرايط

2 5: ,Q Qهوابست مرزي شرايط

(6.1)



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-6 مثال پاسخ

)34( رابطه براساس المان هر سختي ماتريس تشكيل

(34)

1 1

1 1
e e e

e

A E

ق

−é ù
= êق ْ−ë û

k
l

i j

i

j

117

x

2
1

1Q

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

2

3 2

900

70 10 /

A mm

E N mm

=
= ×

AluminumSteel
2

3 2

1200

200 10 /

A mm

E N mm

=
= ×

3
(1) (1) 3

3

1 1 53.33 53.33(1200) (200 10 )
10

1 1 53.33 53.334.5 10 mm

− −é ù é ù× ×= ق = ×ê ْ ê ْ− −× ë û ë û
k k (6.2)

3 1

3

1

3 1

3

1

(2) 3 21 21
10

21 21

−é ù
= × ê ْ−ë û

k (6.3)

4 2

4

2

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-6 مثال پاسخ

 لهوسي به ميله كل سختي ماتريس تشكيل

   هاالمان تمامي سختي ماتريس كردن سرهم بندي

2
5 5

1

e

e

×

=

∈ = Kهق k،

118

x

2
1

1Q

2m 3m 1m

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

3

53.33 0 53.33 0 0

0 21 0 21 0

10 53.33 0 53.33 0 0

0 21 0 21 0

0 0 0 0 0

−é ù
ê ْ−ê ْ
ê ْ= × −
ê ْ−ê ْ
ê ْë û

K

1 2 3

1

2

3 (6.4)

4 5

4

5



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-6 مثال پاسخ

 به لهمي كل گرهي متمركز نيروهاي بردار تشكيل

 زمتمرك نيروي بردار كردن سرهم بندي وسيله

  المان ها تمامي گرهي

2
5

1

e

e =
∈ = Pهق P،

 بردار نبنابراي نداريم طولي كشش و حجمي نيروهاي كه آنجايي از

.است گرهي متمركز نيروهاي بردار همان كل گرهي نيروهاي

119

x

2
1

1Q

2m 3m 1m

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

(6.5)

3

0

0

0

0

30 10

ى ü
ï ï
ï ïï ï= ي ‎
ï ï
ï ï
×ï ïî ‏

P

1

2

3

4

5

(6.6)

3

0

0

0

0

30 10

ى ü
ï ï
ï ïï ï= ي ‎
ï ï
ï ï
×ï ïî ‏

F

1

2

3

4

5

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-6 مثال پاسخ

يپنالت روش به مرزي شرايط اعمال

753.33 10C = × (6.7)

يگره نيروهاي بردار و سختي ماتريس اصلاح :اول گام

120

x

2
1

1Q

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

3 4

1 5

2 5

0

0.333 0

0.833 0

Q Q

Q Q

Q Q

= =
− =
− =

(6.1)

7 53.33 17.77
10

17.77 5.9259

−é ù
= × ê ْ−ë û

(6.9)
1 5

1

5



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-6 مثال پاسخ

يپنالت روش به مرزي شرايط اعمال

يگره نيروهاي بردار و سختي ماتريس اصلاح :اول گام

121

x

2
1

1Q

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

1 2

2 5

1 2 0
1 2 0

0.833 0
(108) 1 , 0.833 , 0

p p

Q Q

Q Q
β β β

β β β
− =

ق ق = = − =
+ =

(6.11)

2 2
7 71 1 2

2 2
1 2 2

53.33 44.44(1) (1)( 0.833)
(109) 53.33 10 10

44.44 37.037(1)( 0.833) ( 0.333)
C

β β β
β β β
é ù −é ù− é ù

ق × = × × = ×ê ْ ê ْ ê ْ−− − ë ûë ûë û

(6.12)
2 5

2

5

0 1 7

0 2

(0)(1) 0
(110) 53.33 10

(0)( 0.833) 0
C

β β
β β
ى ü ى ü ى ü

ق × = × × ي= ‎ ي ‎ ي ‎−î ‏ î î‏ ‏

2

5
(6.13)

3 4

1 5

2 5

0

0.333 0

0.833 0

Q Q

Q Q

Q Q

= =
− =
− =

(6.1)

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-6 مثال پاسخ

يپنالت روش به مرزي شرايط اعمال

يگره نيروهاي بردار و سختي ماتريس اصلاح :اول گام

122

x

2
1

1Q

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

4 4

4 4

3 4

4

4 4 4 4

53.33 53.33 10 0 53.33 0 0 17.77 10

0 21 53.33 10 0 21 0 44.44 10

10 53.33 0 53.33 53.33 10 0 0

0 21 0 21 53.33 10 0

0 17.77 10 0 44.44 10 0 0 0 5.9259 10 37.037 10

é ù+ × − − ×
ê ْ+ × − − ×ê ْ
ê ْ= × − + ×
ê ْ

− + ×ê ْ
ê ْ− × − × + × + ×ë û

K

1 2 3

1

2

3

(6.14)

4 5

4

5

(6.9) & (6.12) (6.4)→ ق

 اصلاح ماتريس در                     به توجه با همچنين

 درجات با متناظر قطري درايه هاي به C بزرگ مقدار شده

.مي گردد اضافه         و        آزادي

3 4 0Q Q= =

3Q4Q



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-6 مثال پاسخ

يپنالت روش به مرزي شرايط اعمال

يگره نيروهاي بردار و سختي ماتريس اصلاح :اول گام

123

x

2
1

1Q

A

330 10P N= ×

St Al
4.5m

3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

3

533386.7 0 53.33 0 177777.7

0 533354.3 0 21 444444.4

(6.14) 10 53.33 0 533386.7 0 0

0 21 0 533354.3 0

177777.7 444444.4 0 0 429629.6

− −é ù
ê ْ− −ê ْ
ê قْ = × −
ê ْ−ê ْ
ê ْ− −ë û

K

1 2 3

1

2

3
(6.15)

4 5

4

5

:داشت خواهيم )6.14( رابطه سازي ساده يا

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-6 مثال پاسخ

124

1

2

3
3

4

3
5

533386.7 0 53.33 0 177777.7 0

0 533354.3 0 21 444444.4 0

10 53.33 0 533386.7 0 0 0

0 21 0 533354.3 0 0

177777.7 444444.4 0 0 429629.6 30 10

Q

Q

Q

Q

Q

− − ى üé ù ى ü
ï ïê ْ ï ï− − ï ïê ْ ï ïï ï ï ï

ê ْ× =− ي ‎ ي ‎
ê ْ ï ï ï ï−ê ْ ï ï ï ï
ê ْ− − ×ï ï ï ïë û î î‏ ‏

(6.16)

:مي آيد دست به كل گرهي جابجايي هاي بردار )6.16( معادله حل با

1

2

5
3

5
4

5

0.486

1.215

(6.16) 4.85 10

4.78 10

1.457

Q

Q

Q mm

Q

Q

−

−

ى ü ى ü
ï ï ï ï
ï ï ï ïï ï ï ï

ق = ي× ‎ ي ‎
ï ï ï ï×
ï ï ï ï
ï ï ï ïî î‏ ‏

(6.17)

:مي شود نوشته زير صورت به تعادل معادله

= KQق F



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-6 مثال پاسخ

125

:تنش محاسبه

{ }( ) 1
(23) 1 1

ie
e

je

Q
E

Q
σ

ى ü
ق = − ي ‎

î l‏
(6.18)

{ }(1) 3 (1)

2

1.2151
200 10 1 1 21.60

0.4864500

N
Mpa

mm
σ σ

ى ü و ِ= × − ق = ي= ‎ ç ÷
è ّî ‏

(6.19)

{ }
5

(2) 3 (2)

2

4.85 101
70 10 1 1 28.35

3000 1.215

N
Mpa

mm
σ σ

ى− ü× و ِ= × − ق = ي= ‎ ç ÷
è ّî ‏

(6.20)

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-6 مثال پاسخ

126

)(6.21):يتكيه گاه العمل هاي عكس محاسبه )(107) 3,4
i ip p iR C Q iαق = − − =

(6.22)( ) ( )7 5 3
3 3 3 3(6.21) 53.33 10 4.85 10 0 26.002 10R C Q R Nα ق− = − − = − × × − ق = − ×

(6.23)
3

4 25.599 10R N= − ×

3
3 26.002 10R N= − ×

3
4 25.599 10R N= − ×

A

330 10P N= ×

St
Al



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

  fem1d.m :برنامه فايل نام-6 مثال پاسخ

L04EX06.txt :ورودي فايل نام

RL04EX06.txt :خروجي فايل نام

Next line is problem title     << 1D STRESS ANALYSIS USING BAR ELEMENT >>
EXAMPLE 4.6
NN NE NM NDIM NEN NDN
5  2  2   1   2   1

ND NL NCH NPR NMPC
2  1  1   2   2

Node#   X-Coordinate
1      0
2      0
3     -4500
4     -3000
5      0

Elem#  N1  N2  Mat#  Area TempRise (NCH=2 Elem Char: Area, TempRise)
1     1   3    1    1200   0
2     2   4    2    900    0

DOF#  Displacement
3     0
4     0

DOF#  Load
5    30000

MAT#  E   Alpha
1   200000  0
2   70000   0

B1  i B2 j  B3  (Multi-point constr. B1*Qi+B2*Qj=B3)
1   1  -0.3333  5   0
1   2  -0.8333  5   0

L04EX06.txt

x

2
1

1Q

A

330 10P N= ×

S

t

A

l

4.5m
3m

3

4

1 2

2Q

3Q

4Q

5

5Q

127

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-6 مثال پاسخ
RL04EX06.txt

EXAMPLE 4.6

NODE#   DISPLACEMENT
1          0.4876
2          1.2191
3      4.8755E-05
4      4.8002E-05
5          1.4631
ELEM#    STRESS
1          21.669
2          28.446
NODE#    REACTION
3          -26003
4          -25601

128
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Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

نگاشت

(Mapping)

 .مي شود مواجه اخط با شكل تغيير آوردن دست به براي آن ها درون يابي و خطي شكل توابع از استفاده مسائل بعضي در

.شود استفاده دوم درجه شكل توابع از كه مي گردد پيشنهاد منظور همين به

ξ  :مي گردد تعريف زير صورت به     و x مختصات بين رابطه

(112)
2( )j

e

x x
ξ

−
=

l

.كرد خواهد تغيير 1 تا 1- از      مختصات مي كند تغيير       تا     از x مختصات كه زماني ξ ixkx

i k

e

e k ix x= −l

x
O

ix kx

المان يك بعدي در مختصات كلي

(Global Coordinate)

j

jx

2

اتي المان يك بعدي در مختصات طبيعي يا ذ

)Natural or Intrinsic Coordinate(

i k

e

ξ
1iξ = − 1kξ =

j

0jξ =

130

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Lagrange( لاگرانژ جمله اي چند polynomial(

Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

 نوشته زير صورت به باشد 1 با برابر آن مقدار       نقطه در و باشد صفر آن مقدار                      نقاط در كه تابعي

:مي شود

1 2, , , nx x xLmx

(113)1 2 1 1

1 2 1 1

( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )
m m n

m m m m m m m n

x
x x x x x x x x x x

f
x x x x x x x x x x

− +

− +

− − − − −=
− − − − −

L L

L L

x
O 1x

( )xf

2x nx1nx −3x
1mx −

mx
1mx +

1
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Lagrange( لاگرانژ جمله اي چند polynomial(

Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

  :مي آيد دست به زير صورت به گرهي سه المان يك براي شكل توابع لاگرانژ جمله اي چند به توجه با

1 1 1 1( ) ( 1) (0) (1)@ 1 , 0 , 0N N N Nξ ق − = = =

 شكل تابع -1
1( ):N ξ

1 1( ) ( )
( )( ) ( 0)( 1) ( 1)

(113)
( )( ) ( 1 0)( 1 1) 2

j k

i j i k

N N
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
− − − − −

ق = = ق =
− − − − − −

(114)

2 2 2 2( ) ( 1) (0) (1)@ 0 , 1 , 0N N N Nξ ق − = = =  شكل تابع -2
2 ( ):N ξ

2
2 2( ) ( )

( )( ) ( ( 1))( 1)
(113) 1

( )( ) (0 ( 1))(0 1)
i k

j i j k

N N
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
− − − − −

ق = = ق = −
− − − − −

(115)

3 3 3 3( ) ( 1) (0) (1)@ 0 , 0 , 1N N N Nξ ق − = = =

 شكل تابع -3
3 ( ):N ξ

3 3( ) ( )
( )( ) ( ( 1))( 0) ( 1)

(113)
( )( ) (1 ( 1))(1 0) 2

i j

k i k j

N N
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
− − − − − +

ق = = ق =
− − − − −

(116)

132

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

: شودمي رسم زير صورت به شكل توابع نمودار

Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

ξ

1ξ = − 1ξ =

1( )N ξ

گرهي سهالمان روي بر              شكل تابع نمودار
1( )N ξ

e

1( )0 0N =

1( )1 1N − =

i j k

1( )1 0N =

0ξ =

2 ( )0 1N =

2 ( )1 0N − =
2 ( )1 0N =

ξ

1ξ = − 1ξ =

1( )N ξ

گرهي سهالمان روي بر              شكل تابع نمودار
2 ( )N ξ

e

i j k
0ξ =

3 ( )0 0N =
3 ( )1 0N − =

3 ( )1 1N =

ξ

1ξ = − 1ξ =

1( )N ξ

گرهي سهالمان روي بر              شكل تابع نمودار
3 ( )N ξ

e

i j k
0ξ =
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Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

:وشتن زير صورت به لاگرانژ قضيه كمك رابه گرهي چهار المان شكل توابع سادگي به مي توان مشابه طور به

i kx
O

ix kx

(Global Coordinate)

j

jx

z

zx

)Natural or Intrinsic Coordinate(

i k

ξ

1iξ = − 1

3
kξ =

j

1

3
jξ = −

z

1zξ =

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 3

2 4

( ) ( )

1 1 1

( ) ( )

1 1

1 1 1
1 1 1

3 3 3

1 1 1 1 1 1
1 1 1

3 3 3 3 3 3

1 1 1
1 1 1

3 3 3

1 1 1 1 1
1 1 1

3 3 3 3 3

N N

N N

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

− − −

و وِ ِ و ِ+ − − + + −ç ÷ç ÷ ç ÷
è ّè ّ è ّ= =
و وِ ِ و ِ و وِ ِ+ − − + + −ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷
è ّè ّ è ّ è ّè ّ

و ِ و وِ ِ+ − − + + −ç ÷ ç ÷ç ÷
è ّ è ّè ّ= =

و وِ ِ و ِ− + − − − − + +ç ÷ç ÷ ç ÷
è ّè ّ è ّ

1
1

3

و ِ و ِ−ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ

(117)

134

Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

 هب را گرهي چهار المان شكل توابع نمودار

:است مقابل صورت

i k

ξ

1iξ = − 1

3
kξ =

j

1

3
jξ = −

z

1zξ =

ξ
1( )N ξ

ξ
2 ( )N ξ

ξ
3 ( )N ξ

ξ
4 ( )N ξ
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

(119)( )
eu ξ = Nq

آن در كه

(120){ }1 2 3( ) ( ) ( )N N Nξ ξ ξ=N (121)
i

e
j

k

Q

Q

Q

ى ü
ï ï= ي ‎
ï ï
î ‏

q

(118)( ) 1 2 3( ) ( ) ( )i j ku N Q N Q N Qξ ξ ξ ξ+ +=

:دمي شو نوشته زير صورت به )118( رابطه ماتريسي فرم

  هايجابجايي براساس المان روي بر موجود نقاط جابجايي          و              ،            شكل توابع از استفاده با

:مي آيد دست به زير صورت به             و           ،        نقاط گرهي

1( )N ξ2 ( )N ξ

iQjQ

3 ( )N ξ

kQ

Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

136

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

:است شده داده نشان زير شكل در )118( رابطه براساس المان روي بر موجود نقاط جابجايي نمودار

Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

ξ

1ξ = − 1ξ =

jQ
iQ

O

e

i j k

( )u ξ

( ) 1 2 3( ) ( ) ( )i j ku N Q N Q N Qξ ξ ξ ξ+ +=
kQ

0ξ =

:مي شود تكرار اين جا در شد بررسي پيش تر كه جابجايي -كرنش رابطه

(16)( ) ( )

( ) ( )(2) x x

du du d

dx d dx

ξ ξ ξε ε
ξ

ق = ق = ×
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

:داشت خواهيم      به نسبت )119( رابطه از گيري مشتق با ξ

(122)
(120)

( ) ( ) ( ) 31 2 ( )( ) ( )
(119) e e

du d du dNdN dN

d d d d d d

ξ ξ ξ ξξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ى ü

ق = × ق = ي ‎
î ‏

N
q q

:مي شود نتيجه         به نسبت )112( رابطه در       از مشتق گيري با همچنين ξx

(123)
2( ) 2

(112)
j

e e

x xd d d

dx dx dx

ξ ξ−و ِ
ق = ق =ç ÷

è ّl l

Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

 به زير صورت به المان گرهي جابجايي هاي برحسب كرنش رابطه )16( رابطه در )123( و )122( روابط جايگذاري با

  :مي آيد دست

(124)31 2
( )

( )( ) ( )2
(122) & (123) (16) e

x

e

dNdN dN

d d d

ξξ ξε
ξ ξ ξ

ى ü→ ق = ي ‎
î ‏

q
l

138

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

:با است برابر كرنش مقدار )124( رابطه در )116( تا )114( روابط جايگذاري با

(125)( )(114) (116) (124) e e
xto ε→ ق = B q

آن در كه

(126)
1 12 2 2

2
2 2

e

e

ξ ξ
ξ

− ى+ ü= ي− ‎
î ‏

B
l

Element( المان جابجايي-كرنش ماتريس Strain-Displacement Matrix( : eB

Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

( )II( )(125) (2) e e
x eEσ→ ق = B q

Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

 طول در كرنش رو، اين از .مي گردد به نسبت    ماتريس بودن خطي به منجر دوم درجه شكل توابع از استفاده

 بكارگيري با  .ندك تغيير خطي صورت به المان طول در مي تواند تنش آن بالتبع و كرنش بنابراين .نيست ثابت المان

 به زير صورت به المان گرهي جابجايي هاي برحسب گرهي سه بعدي يك المان در تنش )2( رابطه از هوك قانون

:مي آيد دست

eBξ

 محاسبه زير صورت به گرهي سه بعدي يك المان در تنش مقدار )II( رابطه در )126( روابط جايگذاري با نهايت در

:مي گردد

(127)
1 12 2 2

(121) & (126) ( ) 2
2 2

i

e e
j

e
k

Q
E

II Q

Q

ξ ξ
ξσ − +

ى ü
ï ïى ü→ ق = ي− ‎ي ‎

î ï‏ ï
î ‏

l

140

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان سختي ماتريس Stiffness Matrix(

 المان كرنشي انرژي رابطه در آن جايگذاري و )127( و )125( روابط در آمده دسته به كرنش و تنش روابط به توجه با
:مي شود نتيجه )26( رابطه در

1
(125) & (127) (26) ( ) ( )

2
e T e T e e

e e e x

e

U E A d→ ق = ٍ q B B q (128)

1
(128) ( ) ( )

2
e T e T e e

e e e x

e

U E A d
و ِ

ق = ç ÷
è ّ
ٍq B B q (129)

:مي كنيم بازنويسي زير صورت به را )128( رابطه است ثابت المان گرهي جابجايي بردار     كه آنجايي از eq

1

1

1
(123) (129) ( ) ( )

2 2
e T e T e ee

e e eU A E dξ
−

و ِ→ ق = ç ÷
è ّ

ٍq B B q
l

(130)

Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

 خارج )129( رابطه انتگرال از نيز را پارامترها اين مي توان المان طول در        و      بودن ثابت به توجه با ديگر طرف از
 به اتمختص تغيير با همچنين .نمود خارج انتگرال از را آن نمي توان و نبوده ثابت       ماتريس كه شود توجه اما .كرد

:مي آيد در زير صورت به )129( رابطه ،)123( رابطه براساس طبيعي مختصات

eEeA
eB
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان سختي ماتريس Stiffness Matrix(

1

1

1

1 1

1

2

2
21 2 2

(126) (130) ( ) 2 2
2 2 2

2

2

e T ee e
e

e

A E
U d

ξ

ξ ξ
ξ ξ

ξ

ξ
−

−

− +

+

و ىِ ü
ç ÷ï ï
ç ÷ï ïى ü→ ق = − −ç ي÷ ‎ي ‎

î ç‏ ÷ï ï
ç ÷ï ïç ÷

î è‏ ّ

ٍq q
l

(131)

:داشت خواهيم )130( رابطه در )126( رابطه از      ماتريس جايگذاري با eB

:مي شود نتيجه )31( رابطه بسط با

7 8 1
1

(131) ( ) 8 16 8
2 3

1 8 7

e T ee e
e

e

A E
U

و ِ−é ù
ç ÷ê قْ = − −ç ÷ê ْ
ç ÷ê ْ−ë ûè ّ

q q
l

(132)

:نوشت زير صورت به توان مي را )132( رابطه

1
( )

2
e T e e

eU = q k q (133)

Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

142

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان سختي ماتريس Stiffness Matrix(

آن در كه

گرهي سه خطي المان حالت در اُم e المان سختي ماتريس
3 3: e ×∈k ،

Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

7 8 1

8 16 8
3

1 8 7

e e e

e

A E
−é ù

ê ْ= − −ê ْ
ê ْ−ë û

k
l

(134)

i j

i

j

k

k
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان حجمي نيروي برداري Body Force Vector(

:داشت خواهيم )35( رابطه در )119( رابطه از شكل تغيير جايگذاري با

(135)(119) (35) ( )T e T T
e x e x

e e

u f A d f A d→ ق =ٍ ٍ q N

: )135( رابطه در )120( رابطه از شكل تابع جايگذاري با

(137)2

( 1)

2

(114) (116) (136) ( ) 1

( 1)

2

T e T
e x e x

e e

to u f A d f A d

ξ ξ

ξ

ξ ξ

ى− ü
ï ï
ï ï

→ ق = ي− ‎
ï ï+
ï ï
î ‏

ٍ ٍq

Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

: )136( رابطه در )116( تا )114( روابط از شكل توابع مقدار جايگذاري با

(136)
1

2

3

( )

( )

( )

(120) (135) ( )T e T
e x e x

e e

N

u f A d N f A d

N

ξ

ξ

ξ

ى ü
ï ï→ ق = ي ‎
ï ï
î ‏

ٍ ٍq
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان حجمي نيروي برداري Body Force Vector(

(138)

1

(123) (137) ( ) 4
6

1

T e T e e
e x

e

A f
u f A d

ى ü
ï ï→ ق = ي ‎
ï ï
î ‏

ٍ q
l

     از يتابع شكل توابع زيرا(       به     از انتگرال ديفرانسيلي متغير تغيير همچنين و )137( رابطه دادن بسط با

:مي شود نتيجه )123( رابطه كمك به  )هستند

xddξξ

Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

:نوشت زير صورت به توان مي را )138( رابطه

(139)( )T e T e
e x

e

u f A d =ٍ q f

آن در كه

گرهي سه خطي المان حالت درامُ e المان حجمي نيروي بردار 3: e ∈f ،

1

4
6

1

e e eA f
ى ü
ï ï= ي ‎
ï ï
î ‏

f
l

(140)

i

j

k
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

Element( المان طولي نيروي برداري Traction Force Vector(

:داشت خواهيم )43( رابطه در )119( رابطه از شكل تغيير جايگذاري با

(141)(119) (43) ( )T e T T
x x

e e

u T d T d→ ق =ٍ ٍ q N

(142)
1

2

3

( )

( )

( )

(120) (141) ( )T e T
x x

e e

N

u T d N T d

N

ξ

ξ

ξ

ى ü
ï ï→ ق = ي ‎
ï ï
î ‏

ٍ ٍq

Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

: )141( رابطه در )120( رابطه از شكل تابع جايگذاري با

: )142( رابطه در )116( تا )114( روابط از شكل توابع مقدار جايگذاري با

(143)2

( 1)

2

(114) (116) (142) ( ) 1

( 1)

2

T e T
x x

e e

to u T d T d

ξ ξ

ξ

ξ ξ

ى− ü
ï ï
ï ï

→ ق = ي− ‎
ï ï+
ï ï
î ‏

ٍ ٍq
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

(144)

1

(123) (143) ( ) 4
6

1

T e T e
x

e

T
u T d

ى ü
ï ï→ ق = ي ‎
ï ï
î ‏

ٍ q
l

Element( المان طولي نيروي برداري Traction Force Vector(

Quadratic( دوم درجه شكل توابع Shape Functions(

     از يتابع شكل توابع زيرا(       به     از انتگرال ديفرانسيلي متغير تغيير همچنين و )143( رابطه دادن بسط با

:مي شود نتيجه )123( رابطه كمك به  )هستند

xddξξ

:نوشت زير صورت به توان مي را )144( رابطه

(145)( )T e T e
x

e

u T d =ٍ q T

آن در كه

گرهي سه خطي المان حالت دراُم e المان طولي نيروي بردار 3: e ∈T ،

1

4
6

1

e eT
ى ü
ï ï= ي ‎
ï ï
î ‏

T
l

(146)

i

j

k



 رنظ در با .است دوران حال در                             ثابت زاويه اي سرعت با شده داده نشان صلب ميله -7 مثال

Centrifugal( مركز از گريز نيروي گرفتن Force( تعيين است مطلوب:  

.گرهي جابجايي -الف

.ميله طول در تنش توزيع -ب

.ميله محور راستاي در تكيه گاهي العمل  عكس -ج
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

2

7

3

0.6

10

0.2836 /

A in

E psi

lb inρ

=
=
=

30 / secradω =

ω

-7 مثال پاسخ

148

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

x
2

1

1Q

المان و گره گذاري شماره و مختلف المان هاي به ميله تقسيم بندي

2en المان تعداد=

5DOFn }آزادي درجه تعداد= }1 2 3 4 5

T
Q Q Q Q Q=Q

:BCمرزي شرايط

ω 1

3

5

2

4
2Q

3Q

4Q

5Q

المان شماره

آزادي درجات و المان ها ارتباط تعيين

گره شماره

e i j

1 1 2

2 3 4

k

3

5



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-7 مثال پاسخ

)134( رابطه براساس المان هر سختي ماتريس تشكيل

149

x
2

1

1Q

ω 1

3

5

2

4
2Q

3Q

4Q

5Q

7
(2)

7 8 1
0.6 10

8 16 8
3(21)

1 8 7

−é ù
× ê ْ= − −ê ْ

ê ْ−ë û

k

3 4

3

4

5

5

(7.2)

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-7 مثال پاسخ

 لهوسي به ميله كل سختي ماتريس تشكيل

   هاالمان تمامي سختي ماتريس كردن سرهم بندي

150

x
2

1

1Q

ω 1

3

5

2

4
2Q

3Q

4Q

5Q

2
5 5

1

e

e

×

=

∈ = Kهق k، (7.3)
7

7 8 1 0 0

8 16 8 0 0
0.6 10

1 8 14 8 1
3(21)

0 0 8 16 8

0 0 1 8 7

−é ù
ê ْ− −ê ْ×
ê ْ= × − −
ê ْ− −ê ْ
ê ْ−ë û

K

1 2 3

1

2

3

4 5

4

5



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-7 مثال پاسخ

151

x
2

1

1Q

ω 1

3

5

2

4
2Q

3Q

4Q

5Q

:ي شودم محاسبه زير صورت به مركز از گريز نيروي براساس حجمي نيروي

 آن متوسط مقدار از المان طول در رو اين از است    از تابعي حجمي نيروي آنجايي از

.شد خواهد گرفته نظر در المان مركز فاصله ديگر عبارت به .مي شود استفاده

r

3
1 6.94 /f lb in= (7.5)

2 2
32

2 22

0.2836 (21 10.5) (30)
(7.4) 20.81 /

32.2 ( / sec ) 12

r
f f lb in

g ft in

ρ ω × + ×
ق = = ق =

×
(7.6)

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-7 مثال پاسخ
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x
2

1

1Q

ω 1

3

5

2

4
2Q

3Q

4Q

5Q

)140( رابطه براساس المان هر حجمي نيروي بردار تشكيل

(2)

1
0.6 21 20.81

4
6

1

ى ü
× × ï ï= ي ‎

ï ï
î ‏

f

3

4

5

(7.8)

  ان هاالم تمامي گرهي حجمي نيروي بردار كردن سرهم بندي وسيله به ميله كل گرهي حجمي نيروهاي بردار تشكيل

2
5

1

e

e =

∈ = fهق f،

14.57

58.26

58.26

174.79

43.7

ى ü
ï ï
ï ïï ï= ي ‎
ï ï
ï ï
ï ïî ‏

f

1

2

3 (7.9)
4

5



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-7 مثال پاسخ

(7.9)
5∈ = Fق f،

حذفي روش به مرزي شرايط اعمال
1 0Q =

گرهي نيروهاي بردار و كل سختي ماتريس از 1 سطرهاي ذخيره كردن :اول گام

{ } { }
7

11 12 13 14 15

1

0.6 10
7 8 1 0 0

3(21)

14.57

K K K K K

F

×= × −

=
(7.11)

:مي شود     با برابر كل گرهي نيروهاي بردار رو اين از ندارم طولي و متمركز نيروهاي كه آنجايي از f

14.57

58.26

58.26

174.79

43.7

ى ü
ï ï
ï ïï ï= ي ‎
ï ï
ï ï
ï ïî ‏

F

1

2

3 (7.10)
4

5

x
2

1

1Q

ω 1

3

5

2

4
2Q

3Q

4Q

5Q

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-7 مثال پاسخ

1 0

1 1(94) ( ) 2 , 3 , 4 , 5i i i i iF F K F F i
α

α
=

ق = − ق = = (7.12)

 سپس .مي شوند حذف كل گرهي نيروهاي بردار از 1 سطر مشابه طور به و كل سختي ماتريس از 1 ستون و سطر :دوم گام

  :مي گردد اصلاح زير صورت به كل گرهي نيروهاي بردار دارايه هاي از يك هر

2

7(7.3)&(7.10)
3

4

5

16 8 0 0 58.26

8 14 8 1 58.260.6 10

0 8 16 8 174.793(21)

0 1 8 7 43.7

Q

Q

Q

Q

− ى üé ù ى ü
ï ïê ْ ï ï− −× ï ï ï ïê ْ= ق × ي= ‎ ي ‎

ê ْ− − ï ï ï ï
ê ْ ï ï ï ï−ë û î î‏ ‏

KQ F (7.13)

:مي شود نوشته زير صورت به تعادل معادله

:مي آيد دست به كل گرهي جابجايي هاي بردار )7.13( معادله حل با

3

0

0.5735

(7.13) 101.0706

1.4147

1.5294

in−

ى ü
ï ï
ï ïï ï

ق = ي× ‎
ï ï
ï ï
ï ïî ‏

Q (7.14)
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155

:تنش محاسبه

1 12 2 2
(127) 2

2 2

i

e
e j

e
k

Q

E Q

Q

ξ ξ
ξσ − +

ى ü
ï ïى ü

ق = ي− ‎ي ‎
î ï‏ ï

î ‏
l

(7.15)

.است      از تابعي و متغير المان طول در تنش مقادير مي شود مشاهده كه همان طور ξ

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-7 مثال پاسخ

156

:تنش محاسبه

(1)
1 583psiσ = (7.17)

{ }
(7.16)

(1) 7 3 (1)
2 20

0
2

@ 2 10 10 0.5 0 0.5 0.5735 510
21

1.0706

Node psiξ σ σ−= ق ق

ى ü
ï ï= × × − ي= ‎
ï ï
î ‏

(7.18)

{ }
(7.16)

(1) 7 3 (1)
3 31

0
2

@ 3 10 10 0.5 2 1.5 0.5735 437
21

1.0706

Node psiξ σ σ−= ق ق

ى ü
ï ï= × × − ي= ‎
ï ï
î ‏

(7.19)
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157

:تنش محاسبه
(2) 7 31 1

1.0706
2 2 2

(7.15) 10 2 1.4147 10
21 2 2

1.5294

ξ ξ
ξσ −− +

ى ü
ï ïى ü

ق = × − ي× ‎ي ‎
î ï‏ ï

î ‏

(7.20)

{ }
(7.16)

(2) 7 3 (2)
1 31

1.0706
2

@ 3 10 10 1.5 2 0.5 1.4147 437
21

1.5294

Node psiξ σ σ−= − ق ق

ى ü
ï ï= × × − − ي= ‎
ï ï
î ‏

(7.21)

(2)
4 218psiσ = (7.22)

{ }
(7.16)

(2) 7 3 (2)
3 51

1.0706
2

@ 5 10 10 0.5 2 1.5 1.4147 0
21

1.5294

Node ξ σ σ−= ق ق

ى ü
ï ï= × × − ي= ‎
ï ï
î ‏

(7.23)

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-7 مثال پاسخ

158

:تنش محاسبه

( )Node Numberx

( )x psiσ

1 2 3 4 5

583

510
473

218

546

255

هميل طول در تنش توزيع نمودار

FEM
2

2 2: ( )
2

Exact x
g

ρωσ = −l



One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(
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159

 يه گاهتك به مربوط كه آزادي درجات در تكيه گاهي واكنش هاي اول، گام در شده ذخيره اطلاعات از استفاده با :سوم گام

:مي گردد محاسبه زير صورت به است

:داريم )7.24( در )7.14( و )7.11( روابط جايگذاري با

{ }
7

3
1 1

(7.11) & (7.14) (7.24)

0

0.5735
0.6 10

7 8 1 0 0 10 14.57 349.561.0706
3(21)

1.4147

1.5294

R R lb−

→ ق

ى ü
ï ï
ï ï× ï ï= × − × − ق = ي− ‎
ï ï
ï ï
ï ïî ‏

(7.25)

160

Temperature( حرارت اثرات Effects(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

(147)0 Tε α= Δ

:مي شود نوشته زير صورت به اوليه كرنش وجود با تنش رابطه فرم

  ،      ،اوليه كرنش يك عنوان به مي توان را دما تغيير اين از ناشي كرنش باشد مشخص ،          ،دما تغييرات توزيع اگر

:است زير صورت به كه گرفت نظر در

TΔ0ε

:αحرارتي انبساط ضريب )Coefficient of Thermal Expansion(

: TΔحرارتي تغييرات )Temperature Gradient(

(148)0( )x xEσ ε ε= −

xε

xσ

0u

E

1

0ε

0( )Eσ ε ε= −
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Temperature( حرارت اثرات Effects(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

 ءجز يك براي )حجم واحد در انرژي( كرنشي انرژي چگالي

:است كرنش تنش نمودار زير مساحت همان ديفرانسيلي

(149)
0 0

1
( )

2
Tu = −σ ε ε

xε

xσ

0u

E

1

0ε

0( )Eσ ε ε= −

:دمي آي دست به المان حجم روي بر انتگرال گيري كمك به المان يك براي كرنشي انرژي

(150)0

1
( )

2
T

e e

e

U A dx= −ٍ σ ε ε

:مي آيد دست به المان ها تمامي كرنشي انرژي جمع از سيستم كل كرنشي انرژي محدود المان روش در

(151)0

1
( )

2
T

e
e e

U A dx
و ِ

= −ç ÷
è ّ

ه ٍ σ ε ε

162

Temperature( حرارت اثرات Effects(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

0 0

1
(148) (151) ( ) ( )

2 2
Te

e e
e e

U A E dξ
و ِ

→ ق = − −ç ÷
è ّ

ه ٍ ε ε ε ε
l

(152)

:داشت خواهيم )152( رابطه در )21( رابطه جايگذاري با

 متغير تغيير همچنين و )151( رابطه در آن جايگذاري و )148( رابطه از آمده دسته به كرنش و تنش روابط به توجه با

:مي شود نتيجه )19( رابطه كمك به  )هستند       از تابعي شكل توابع زيرا(       به       از انتگرال ديفرانسيلي
xddξξ

1

1

1

0 0 01

1
(21) (152) ( ) ( )

2 2

( ) ( )
2 2

e T e T e ee
e e

e

e T e T Te e
e e e e

e e

U A E d

A E d A E

ξ

ξ

−

−

و وِ ِ→ ق = ç ÷ç ÷
è ّè ّ

و وِ ِ و ِ− +ç ÷ç ÷ ç ÷
è ّ è ّè ّ

ه ٍ

ه ٍه

q B B q

q B ε ε ε

l

l l
(153)

  كه مي دهد دست به را المان سختي ماتريس راست، سمت در اول عبارت كه مي بينيم كرنشي، انرژي عبارت بررسي با

  عادلاتم از استفاده هنگام رو اين از است ثابت مقدار يك نيز آخر عبارت كه آنجايي از .است آمده دست به پيش تر

 نظر مورد المان بار بردار دوم، عبارت .مي شود حذف رابطه از مي آيند، دست به                         دادن قرار با كه تعادل

.مي دهد دست به دمايي تغييرات نتيجه در را

/ 0id dQΠ =
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Temperature( حرارت اثرات Effects(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

:مي شود گرفته نظر در زير صورت به المان در گرهي حرارتي بار بردار

( )1

01
( )

2
e e Te

e eA E dξ
−

= ٍθ B ε
l

(154)

:2  گرهي دو المان در حرارتي نيروي بردار e ∈θ ،

:)154( در )147( رابطه جايگذاري با

1

1
(147) (154) ( )

2
e e Te e eE A T

d
α ξ

−

Δ→ ق = ٍθ B
l

(155)

  با است برابر گرهي دو المان در حرارتي بار بردار )155( در )22( رابطه جايگذاري با

1
(22) (155)

1
e

e eE A Tα
ى− ü

→ ق = Δ ي ‎
î ‏

θ (156)
i

j

:3  گرهي سه المان در حرارتي نيروي بردار e ∈θ ،

  با است برابر گرهي سه المان در حرارتي بار بردار )155( در )126( رابطه جايگذاري با

1

(126) (155) 0

1

e
e eE A Tα

ى− ü
ï ï→ ق = Δ ي ‎
ï ï
î ‏

θ (157)

i

j

k

164

Temperature( حرارت اثرات Effects(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

(158){ }( ) 1
(23) & (147) (148) 1 1

ie
e e e

je

Q
E T

Q
σ α

و ىِ ü
→ ق = − − Δç ي÷ ‎ç ÷

î è‏ ّl

(159)
1 12 2 2

(127) & (147) (148) 2
2 2

i

e
e j e e

e
k

Q

E Q T

Q

ξ ξ
ξσ α− +

و ىِ ü
ç ÷ï ïى ü→ ق = − − Δي ‎ي ‎ç ÷

î ï‏ ïç ÷
î è‏ ّ

l

:مي شود محاشبه زير صورت به گرهي دو المان حالت در تنش مقدار

:مي شود محاشبه زير صورت به گرهي سه المان حالت در تنش مقدار
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Defect( عضو نقص اثرات Effects(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

مي گردد ظاهر اوليه كرنش صورت به حرارت مانند هم عضو نقص اثر

1

1
e e e

e

e

E A ى− ü
= Δ ي ‎

î ‏
D l

l
(161)

i

j

:3  گرهي سه المان در عضو نقص از ناشي نيروي بردار e ∈D ،

1

0

1

e e e
e

e

E A
ى− ü
ï ï= Δ ي ‎
ï ï
î ‏

D l
l

(162)

i

j

k

(160)0
e

e

ε Δ= l

l

: eΔlعضو نقص از ناشي تغييرشكل  e ثبتم بيشتر طول با عضو منفي، كوتاهتر عضو( اُم(  

:2  گرهي دو المان در عضو نقص از ناشي نيروي بردار e ∈D ،

166

Defect( عضو نقص اثرات Effects(

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

(163){ }( )(23) & (160) (148) 1 1
ie e

e
je

QE

Q
σ

و ىِ ü
→ ق = − −Δç ي÷ ‎ç ÷

î è‏ ّ
l

l

(164)
1 12 2

(127) & (160) (148) 2 2
2 2

i

e e
j e

e
k

Q
E

Q

Q

ξ ξ
ξσ − +

و ىِ ü
ç ÷ï ïى ü→ ق = − −Δي ‎ي ‎ç ÷
î ï‏ ïç ÷

î è‏ ّ

l
l

:مي شود محاشبه زير صورت به گرهي دو المان حالت در تنش مقدار

:مي شود محاشبه زير صورت به گرهي سه المان حالت در تنش مقدار



 دماي اگر .مي شود وارد شكل در شده داده نشان ميله به        دماي در                           محوري نيروي -8 مثال

:تعيين است مطلوب برسد           به ميله

.گرهي جابجايي -الف

.مصالح از يك هر در تنش مقدار -ب

.تكيه گاهي العمل هاي عكس -ج

3300 10P N= ×20oC

60oC

167

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

200 mm 300 mm

P

2

9 2

6

900

70 10 /

23 10 (1/ )

A mm

E N m

cα −

=
= ×
= × o

Aluminum Steel

2

9 2

6

1200

200 10 /

11.7 10 (1 / )

A mm

E N m

cα −

=
= ×
= × o

-8 مثال پاسخ
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One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

x

21
1Q

المان شماره گره شماره

e i j

1 1 2

2 2 3

آزادي درجات و المان ها ارتباط تعيين

المان و گره گذاري شماره و مختلف المان هاي به ميله تقسيم بندي

2en المان تعداد=

3DOFn }آزادي درجه تعداد= }1 2 3

T
Q Q Q=Q

:BCمرزي شرايط

2Q 3Q

200 mm 300 mm

P

2

9 2

6

900

70 10 /

23 10 (1/ )

A mm

E N m

cα −

=
= ×
= × o

Aluminum Steel

2

9 2

6

1200

200 10 /

11.7 10 (1 / )

A mm

E N m

cα −

=
= ×
= × o

1 2 3
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-8 مثال پاسخ

)34( رابطه براساس المان هر سختي ماتريس تشكيل

29 6
(1) (1) 31 1 1 1(900) (70 10 10 / )

315 10
1 1 1 1200

N mm− − −é ù é ù× × ×= ق = ×ê ْ ê ْ− −ë û ë û
k k (8.1)

1 2

1

2

1 1
(34)

1 1
e e e

e

A E −é ù
ق = êق ْ−ë û

k
l

i j

i

j

(2) 3 1 1
800 10

1 1

−é ù
= × ê ْ−ë û

k (8.2)

2 3

2

3

169

x

21
1Q 2Q 3Q

200 mm 300 mm

P

2

9 2

6

900

70 10 /

23 10 (1 / )

A mm

E N m

cα −

=
= ×
= × o

Aluminum Steel

2

9 2

6

1200

200 10 /

11.7 10 (1/ )

A mm

E N m

cα −

=
= ×
= × o

1 2 3

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-8 مثال پاسخ

  المان ها تمامي سختي ماتريس كردن سرهم بندي وسيله به ميله كل سختي ماتريس تشكيل

2
3 3

1

e

e

×

=

∈ = Kهق k، 3

315 315 0

10 315 1115 800

0 800 800

−é ù
ê ْ= × − −ê ْ
ê ْ−ë û

K

1 2 3

1

2

3

(8.3)

170

x

21
1Q 2Q 3Q

200mm 300 mm

P

1 2 3
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171

)156( رابطه براساس المان هر حرارتي نيروي بردار تشكيل

1
(156)

1
e

e eE A Tα
ى− ü

ق = Δ يق ‎
î ‏

θ
i

j

x

21
1Q 2Q 3Q

200mm 300 mm

P

1 2 3

40oCTΔ = + (8.4)

(2) 3 6 (2) 31 112.32
(200 10 ) 1200 (11.7 10 ) 40 10

1 112.32
− − ى− ü ى ü

= × × × × × ق = ي× ‎ ي ‎
î ‏ î ‏

θ θ (8.6)
2

3

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-8 مثال پاسخ

172

x

21
1Q 2Q 3Q

200mm 300 mm

P

1 2 3  كردن ديسرهم بن وسيله به ميله كل گرهي حرارتي نيروهاي بردار تشكيل

  المان ها تمامي گرهي حرارتي نيروي بردار

2
3

1

e

e=

∈ = θهق θ، 3

57.96

10 54.36

112.32

ى− ü
ï ï= × ي− ‎
ï ï
î ‏

θ

1

2

3

(8.7)

  المان ها تمامي گرهي متمركز نيروي بردار كردن سرهم بندي وسيله به ميله كل گرهي متمركز نيروهاي بردار تشكيل

2
3

1

e

e =

∈ = Pهق P، 3

0

10 300

0

ى ü
ï ï= × ي ‎
ï ï
î ‏

P

1

2

3

(8.8)
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173

x

21
1Q 2Q 3Q

200mm 300 mm

P

1 2 3 لهمي كل گرهي نيروهاي بردار تشكيل

3∈ = + Fق θ P،

3 3 3

57.96 0 57.96

10 54.36 10 300 10 245.64

112.32 0 112.32

− ى− ü ى ü ى ü
ï ï ï ï ï ï= × − + × ق = ي× ‎ ي ‎ ي ‎
ï ï ï ï ï ï
î ‏ î ‏ î ‏

F F

1

2

3

(8.9)

حذفي روش به مرزي شرايط اعمال
1 3 0Q Q= =

گرهي نيروهاي بردار و كل سختي ماتريس از 3 و 1 سطرهاي ذخيره كردن :اول گام

11 12 13 3

31 32 33

1 3

3

315 315 0
10

0 800 800

57.96
10

112.32

K K K

K K K

F

F

−é ù é ù
= ×ê ْ ê ْ−ë ûë û

ى− ü ى ü
= ي× ‎ ي ‎

î î‏ ‏

(8.10)

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(

-8 مثال پاسخ
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x

21
1Q 2Q 3Q

200mm 300 mm

P

1 2 3

1 1 3 3(94) ( ) 2i i i iF F K K iα αق = − + = (8.11)

 به و كل سختي ماتريس از 3 و 1 ستون هاي و سطر :دوم گام

 حذف كل گرهي نيروهاي بردار از 3 و 1 سطرهاي مشابه طور

 هب كل گرهي نيروهاي بردار دارايه هاي از يك هر سپس .مي شوند

  :مي گردد اصلاح زير صورت

(8.11) ق ( )3 3 3
2 2 21 1 23 3

3
2

( ) 245.64 10 ( 315 10 )(0) ( 800 10 )(0)

245.64 10

F F K K

F

α α= − + = × − − × + − ×

ق = × (8.12)

3

315 315 0

10 315 1115 800

0 800 800

−é ù
ê ْ= × − −ê ْ
ê ْ−ë û

K
3

57.96

10 245.64

112.32

ى− ü
ï ï= × ي ‎
ï ï
î ‏

F
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3 3
2(88) 10 1115 245.64 10Qق = ق × × = ×KQ F (8.13)

:داشت خواهيم )8.13( معادله حل از

2(8.13) 0.2203Q mmق = (8.14)

:ودمي ش تشكيل زير صورت به كل گرهي جابجايي بردار نتيجه در

1

2

3

0

(8.14) 0.2203

0

Q

Q mm

Q

ى ü ى ü
ï ï ï ï

ق = ي= ‎ ي ‎
ï ï ï ï
î ‏ î ‏

Q (8.15)

One( بعدي يك مسائل Dimensional Problems(
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176

:تنش محاسبه

{ }( ) 1
(158) 1 1

ie
e e e

je

Q
E T

Q
σ α

و ىِ ü
ق = − − Δç ي÷ ‎ç ÷

î è‏ ّl
(8.16)

{ }(1) 3 6 (1)
01

70 10 1 1 (23 10 ) 40 12.60
0.2203200

Mpaσ σ−و ىِ ü
= × − − × × ق =ç ي ‎ ÷

î è‏ ّ
(8.17)

{ }
(8.15)

2(2)
2 2 2

32

1
1 1

Q
E T

Q
σ α

و ىِ ü
= − − Δ çق ي÷ ‎

î è‏ ّl
(8.16) ق

{ }(2) 3 6 (2)
0.22031

200 10 1 1 (11.7 10 ) 40 240.27
0300

Mpaσ σ−و ىِ ü
= × − − × × ق = −ç ي ‎ ÷

î è‏ ّ
(8.18)
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:يتكيه گاه العمل هاي عكس محاسبه

x

21
1Q 2Q 3Q

200 mm 300 mm

P

1 2 3

 در تكيه گاهي واكنش هاي اول، گام در شده ذخيره اطلاعات از استفاده با

:رددمي گ محاسبه زير صورت به است تكيه گاه به مربوط كه آزادي درجات

3
1 11.44 10R N= × 3

3 288.56 10R N= ×

200mm 300 mm

3300 10P N= ×

1 13 3 3

3 3

(8.16)

0
315 315 0 57.96 11.44

10 0.2203 10 10
0 800 800 112.32 288.56

0

R R
N

R R

ق

ى ü
− − ى− ü ى üé ù ى ü ى üï ï= × − × ق = ي× ‎ ي ‎ ي ‎ ي ‎ ي ‎ê ْ− −ë û î ‏ î î‏ ‏ î ï‏ ï

î ‏

(8.17)
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  fem1d.m :برنامه فايل نام-8 مثال پاسخ

L04EX08.txt :ورودي فايل نام

RL04EX08.txt :خروجي فايل نام

Next line is problem title     << 1D STRESS ANALYSIS USING BAR ELEMENT >>
EXAMPLE 4.8
NN NE NM NDIM NEN NDN
3  2  2   1   2   1

ND NL NCH NPR NMPC
2  1  2   2   0

Node#   X-Coordinate
1      0
2      200
3      500

Elem#  N1  N2  Mat#  Area TempRise (NCH=2 Elem Char: Area, TempRise)
1     1   2    1    900   40
2     2   3    2    1200    40

DOF#  Displacement
1     0
3     0

DOF#  Load
2    300000

MAT#  E   Alpha
1   70000  23e-6
2   200000   11.7e-6

B1  i B2 j  B3  (Multi-point constr. B1*Qi+B2*Qj=B3)

L04EX08.txt
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RL04EX08.txt

EXAMPLE 4.8

NODE#   DISPLACEMENT
1      1.0262E-06
2         0.22032
3       2.588E-05
ELEM#    STRESS
1          12.713
2         -240.47
NODE#    REACTION
1          -11442
3     -2.8856E+05
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abbreviation( اختصارها جدول tables(

Computer( كامپيوتري برنامه نويسي Programing(

NN )Number of Nodes(گره ها تعداد 

NE )Number of Elements( المان هاتعداد 

NM )Number of Different Materials( مصالحتعداد نوع 

NDIM )Number of Coordinates per Node)(e.g. NDIM = 2 for 2D( ابعادتعداد 

NEN )Number of Nodes per Element( المانتعداد گره هاي 

)e.g. NEN = 3 for constant strain triangle (CST) Element(

NDN )Number of DOFs per Node()e.g. NDN = 2 for BEAM( گره هاتعداد درجه آزادي 

ND )Number of Specified Displacement DOFs( استآن ها مشخص  مقدارتعداد درجات آزادي كه 

NL .مولفه هاي باري كه در راستاي درجات آزادي اعمال شده اندتعداد 

)Number of Applied Component Loads along DOF directions(

NCH   )مساحت، دما، ضخامت و ممان اينرسي( تعداد ويژگي المان ها

(Number of Element Characteristics like Area and Temperature rise in BAR or TRUSS, Thickness 

and Temperature rise in CST and so on. Area, Moment of Inertia, Temperature Rise etc. are treated 

as Element Characteristics)

NPR )و مدول برشي الاستيسيتهمدول  ، ضريب پواسون،حرارتيضريب ( تعداد ويژگي هاي مصالح 

)Number of Material Properties(

NMPC )Number of MultiPoint Constraints( وابستهتعداد شرايط مرزي 

NNREF )Number of Node Reference( مرجعتعداد گره هاي 


