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FEM( محدود المان روش فرمول بندي Formulation(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

 تابع عنوان به جمله اي ها چند اغلب مواردي چنين در

 يدرون ياب انجام با كه طوري به .مي شوند انتخاب حدسي

  نيزما اما .نمايد برآورده را ديفرانسيل معادله مرزي شرايط

 وجود امكان اين است بزرگ       )سيستم( حوزه كل كه

  .گيرد انجام ضعيفي برازش و درون يابي كه دارد

Ω

 را تابع تاررف مي تواند پايين درجه جمله اي هاي چند باشد، كوچك     )سيستم( حوزه كل اگر كه است داده نشان تجربه

 ،       كوچك تر )المان هاي( حوزه هاي -زير به      )سيستم( حوزه كل تقسيم با اميدواريم بنابراين، .نمايد منعكس

 چند از ما كه معنا اين به .كنيم اعمال موفقيت با پايين درجه جمله اي چند از استفاده با را وزني باقيمانده روش هاي

 اينكه جاي به مي كنيم، استفاده        كوچك تر )المان هاي( حوزه هاي -زير در تكه اي صورت به پايين تر درجه جمله اي

 روش رد استفاده مورد استراتژي همان اين .كنيم استفاده     )سيستم( حوزه كل براي بالاتر درجه جمله اي چند از

.است محدود المان

Ω

Ω( )eΩ

( )eΩ

Ω

 زيرا .است واردش       مناسب تقريبي توابع يافتن كه است آن وزني باقيمانده روش اصلي مشكل

  .اشدب نداشته        نظر مورد حل همان يا سيستم رفتار از قبلي دانش هيچ فرد است ممكن

( )xψ

( )xφ

1 2( ) ( )( ) ( )i mxg x c x c x c= − − −L (1)



Ω
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Steps( محدود المان روش گام هاي in FEM(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

: mسيستم )المان هاي( حوزه زير تعداد

( ): eΩالمان( حوزه -زير(  e بررسي مورد سيستم در اُم

 .ندمي ك تبديل         )المان( حوزه -زير محدودي تعداد به را     )سيستم( حوزه كل محدود المان روش -اول گام

  .ندارند همپوشاني هم با حوزه ها – زير

Ω( )eΩ

(1)Ω
(2)Ω

( )mΩ

( )

1

m
e

e=

Ω = ΩU (2)

 اين با .باشد برقرار )Continuity( پيوستگي بايد گره ها در .مي شوند متصل همديگر به گره ها توسط )المان ها( حوزه ها -زير

.مي شود برقرار ... و ولتاژ تنش، كرنش، جابجايي، در پيوستگي كار

)Node( گره

1
2

n

: nگره ها تعداد

1n −

 .است مهندسي قضاوت و تمرين براساس اساسا سازي گسسته فرآيند

 ندشو انتخاب دقت با بايد )حوزه ها -زير( المان ها تعداد و اندازه شكل،

 حد تا ياصل )سيستم( حوزه محاسبات، حجم افزايش بدون كه گونه اي به

.شود سازي شبيه امكان
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Steps( محدود المان روش گام هاي in FEM(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

 روي بر ار        تغييرات تا كنيد انتخاب          براي درون يابي جمله اي چند عنوان به تقريبي تابع يك -دوم گام

.دهد نشان المان ها

( )xψ( )xφ

 مقادير ينب ديفرانسيل معادله به توجه با تا مي گردد اعمال گالركين روش جداگانه طور به المان هر در -سوم گام

.شود انجام درون يابي            و           انتهايي گرهي ( )jxψ ( )ixψ

 مقادير همان آن مجهولات كه است معادله سري يك  امeُ المان روي بر گالركين روش اعمال نتيجه -چهارم گام

 كه ددمي گر تشكيل معادلاتي دسته شود، انجام المان هر براي كار اين وقتي .مي باشد اُمe المان انتهاي در گرهي

 گاهدست يك المان ها، تمامي معادلات كردن بندي سرهم با ديگر عبارت به .مي شود شامل را گرهي مقادير تمام

  تمعادلا از مجموعه اي بعدي يك حالت در مثال طور به .مي گيرد شكل )سيستم( حوزه كل براي معادلات جامع

.است المان يك با متناظر معادله هر كه مي گيرد شكل جبري

 .ي شوندم حل گره ها در        تقريب آوردن بدست براي و شده تنظيم مرزي شرايط براي معادلات اين -پنجم گام

.مي آيد بدست         براي مياني مقادير خطي درونيابي با

( )xφ

( )xφ

.آيد دست به        تقريبي جواب تا مي شود حل جبري معادلات سيستم سپس -ششم گام ( )xφ
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Selection( المان ها انتخاب of Elements(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

 مانال روي بر مناسب تقريبي تابع تعريف و المان ها مناسب نوع انتخاب ،FEM روش آناليز در مراحل مهمترين از يكي

 وقتي اين،بنابر .مي شود مشخص ويژگي چندين با المان هر .دارد اشاره  درون يابي جمله اي چند به تقريبي تابع .است

 اتاطلاع كردن مشخص هدف واقع در ،"كنيد مي استفاده خاص مسئله يك براي الماني نوع چه از" كه مي شود سوال

:است زير متمايز

.باشد غيره و وجهي چهار مستطيلي، مثلثي، خطي، قطعات مي تواند كه المان هندسي شكل -1

المان خطي دو گرهي

 )Segment element(

)1D(يك بعدي

گرهيسه  المان مثلثي

 )Triangle element(

)2D(دو بعدي

گرهيچهار  المان چهارضلعي

 )Quadrangle element(

)2D(دو بعدي

گرهيچهار  المان چهاروجهي

 )Tetrahedron element(

)3D(سه بعدي

6

Selection( المان ها انتخاب of Elements(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

.باشد غيره و وجهي چهار مستطيلي، مثلثي، خطي، قطعات مي تواند كه المان هندسي شكل -1

گرهيهشت  المان شش وجهي

 )Hexahedron element(

)3D(سه بعدي

هيگرالمان پنج وجهي يا منشوري شش 

 )Pentahedron or prism element (

)3D(سه بعدي

گرهيالمان هرمي پنج 

 )Pyramid element(

)3D(سه بعدي



7

Selection( المان ها انتخاب of Elements(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

 ره،گ نوع از منظور .است غيره و گره سه يا گره دو شامل المان آيا كه معني اين به المان هر در گره ها انواع و تعداد -2

 الاتص نقطه و دارند قرار المان مرزهاي روي بر كه هستند گره هايي خارجي گره هاي .است گره ها بودن خارجي يا داخلي

.نمي شوند متصل مجاور المان هاي به كه هستند گره هايي داخلي گره هاي .مي دهند نشان را المان ها مرزهاي بين

گرهي 3 المان خطي

 )Segment element(

)1D(يك بعدي

گرهي 6 المان مثلثي

 )Triangle element(

)2D(دو بعدي

گرهي 8 المان چهارضلعي

 )Quadrangle element(

)2D(دو بعدي

گرهي 10 المان چهاروجهي

 )Tetrahedron element(

)3D(سه بعدي
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Selection( المان ها انتخاب of Elements(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

 ره،گ نوع از منظور .است غيره و گره سه يا گره دو شامل المان آيا كه معني اين به المان هر در گره ها انواع و تعداد -2

 الاتص نقطه و دارند قرار المان مرزهاي روي بر كه هستند گره هايي خارجي گره هاي .است گره ها بودن خارجي يا داخلي

.نمي شوند متصل مجاور المان هاي به كه هستند گره هايي داخلي گره هاي .مي دهند نشان را المان ها مرزهاي بين

گرهي 20 المان شش وجهي

 )Hexahedron element(

)3D(سه بعدي

گرهي 15 المان پنج وجهي يا منشوري

 )Pentahedron or prism element (

)3D(سه بعدي

گرهي 13 المان هرمي

 )Pyramid element(

)3D(سه بعدي
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Selection( المان ها انتخاب of Elements(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

  .باشد وتمتفا آزادي درجه چندين تا آزادي درجه يك نوع از مسئله شرايط به توجه با مي تواند كه گرهي متغير نوع -3

 پيدا گسترده اي وليتمقب جمله اي چند تقريبي توابع .باشد غيره و مثلثاتي جمله اي، چند مي تواند كه تقريبي تابع نوع -4

.هستند رياضي دستكاري قابل راحتي به زيرا كرده اند

.است ناقص المان توصيف باشد، نداشته وجود مشخصه ويژگي هاي اين از از كدام هر اگر

x

y

e

i

j

12 −iq

iq2

12 −jq
jq2

),( 11 yx

),( 22 yx

θ
el

خرپايي المان

x

y

e

i

j

23 −iq

13 −iq

),( 11 yx

),( 22 yx

θ
el

Frame المان

iq3

23 −jq

13 −jq

jq3
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Selection( گره ها انتخاب of Nodes(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

 همچنين .رعكسب يا و بالا به پايين از يا راست به چپ از مثلا باشد داشته مناسبي الگوي گره ها گذاري شماره است بهتر

:شوند رعايت بايد كه هستند خاصي قوانين نيست دلخواه گره ها مكان انتخاب

 محل كه است بهتر است زياد )تنش تمركز وجود مانند( متغيرها تغيير نرخ كه نواحي در -1

 است كم رهامتغي تغيير نرخ كه نواحي در ترتيب همين به .گردد انتخاب هم به نزديك تر گره ها

.گردد انتخاب هم از دور تر مي تواند گره ها محل
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Selection( گره ها انتخاب of Nodes(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

 هندسي خواص در ناگهاني تغييرات كه جاهايي در -2

  و )ترك يا سوراخ وجود مقطع، سطح ناگهاني تغييرات(

  .است ضروري گره وجود دهد روي مصالح

.مي شود داده قرار گره ،)خاص مكان يك جابجايي مثلا( است نظر مورد مجهول متغير عددي مقدار كه جاهايي در -3

 منظور اين ايبر .باشد داشته حوزه در مجهول متغير رفتار مورد در اطلاعاتي كاربر كه است آن مستلزم قوانين اين رعايت

.شود گرفته كمك به مي تواند مهندسي قضاوت و دانش

12

( )
( )

1

( )
n

e
x i i

i

xNψ α
=

ه= (3)

 كلي زهحو مياني ناحيه در المان است ممكن چون .نيست مرزي شرايط ارضاي به نيازي كنيم مي كار المان روي بر كه زماني

 به . گرددمي اعمال مرزي شرايط آخر در المان ها تمامي بررسي اتمام از بعد .نباشد مرزي نواحي نزديكي در و باشد گرفته قرار

 ديگر كه چرا است ما پسند مورد كار اين كه مي شود حذف )L2-9( رابطه از تقريبي پاسخ عبارت در          ترم دليل همين

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت به اُم e  المان در تقريبي پاسخ .نمي باشد          حدس به نيازي

( )xψ

( )xψ

: nالمان گره هاي تعداد  

( ): i xNشكل تابع )Shape Function( گره نظير i دارد نظارت المان روي بر شكل تابع .اُم.

: iαگره نظير مجهول ثابت i گره در        مقدار با برابر كه اُم i ُگره نظير جابجايي معادل فيزيكي نظر از( است ام i مي باشد اُم(. ( )xψ

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(
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( )
( ) 1 2
e
x xψ α α+= (4)

:نوشت زير صورت به درون يابي چندجمله اي يك فرم به را اُم e  المان در تقريبي پاسخ مي توان خطي المان يك براي

: elالمان طول

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

One-dimensional( بعدي يك خطي المان Linear Element(

 j و i با ربراب انتهاي و ابتدا گره هاي شماره اگر .كرد بيان گرهي مجهولات برحسب مي توان را       و      ثابت دو مقادير

  .بود خواهد        و        با برابر نيز متناظر گرهي مقدار بنابراين باشد

1α2α

iψjψ

i je

el

iψ jψ
xO

ix
jx

  .مي باشد j و i گره هاي مختصات ترتيب به       و      انتخابي، مختصات دستگاه براساس
ixjxالمان طول رو اين از  e با است برابر اُم:

e j ix x= −l (5)

14

( )
( )
e
xψ = Pα (6)

:نوشت ماتريسي فرم به مي توان را تقريبي تابع )4( رابطه

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

One-dimensional( بعدي يك خطي المان Linear Element(

:آن در كه

1 2

1 2

i i

j j

x

x

ψ α α
ψ α α

+

+

=
=

(8)

{ } 1

2

1 ,x
α
α
ى ü

= = ي ‎
î ‏

P α (7)

 زير معادلات مجموعه )4( رابطه در گره ها مختصات جايگذاري با رو، اين از .باشد برقرار گره ها از هريك در بايد تقريبي تابع

  :مي گردد حاصل
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=ψ Gα (9)

:مي آيد در زير صورت به )8( رابطه ماتريسي فرم

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

One-dimensional( بعدي يك خطي المان Linear Element(

:آن در كه

(5)&(7)&(10)
1

1 2,
i j j i j i

e e

x xψ ψ ψ ψ
α α− − −

= ق = =α G ψ
l l

(11)

1
,

1
i i

j j

x

x

ψ
ψ
ى ü é ù
= ي= ‎ ê ْ
î ‏ ë û

ψ G (10)

:مي آيد دست به      بردار )9( رابطه حل با α

16

( )
( )(11) (4) je i
x i j

e e

x x x xψ ψ ψ
و− ِ و ِ−→ ق = +ç ÷ ç ÷

è ّ è ّl l
(12)

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

One-dimensional( بعدي يك خطي المان Linear Element(

:فتعري با

( )
( ) ( ) ( )(13) (12) e
x i i j jx xN Nψ ψ ψ→ ق = + (14)

( ) ( ),j i
i j

e e

x x
x x x x

N N
و− ِ و ِ−= =ç ÷ ç ÷

è ّ è ّl l
(13)

:مي آيد در زير صورت به )12( رابطه

:داشت خواهيم )4( رابطه تقريبي پاسخ رابطه در )11( رابطه از       و      ثابت مقدار دو جايگذاري با 1α2α
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( )
( ) ( )
e
x xψ = N ψ (15)

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

One-dimensional( بعدي يك خطي المان Linear Element(

:مي شود نوشته زير صورت به )14( رابطه ماتريسي فرم

:آن در كه

{ }( ) ( ) ( )i jx x xN N=N (16)

( ): xNتابع يا شكل تابع را شود مي ضرب گرهي مقادير در كه تابعي تقريبي، پاسخ در .است شكل توابع از سطري بردار 

Interpolation( يابي درون function( عنوان به شكل توابع از كه شد خواهد داده نشان ادامه در .شود مي ناميده 

  .شد خواهد استفاده وزني بافيمانده روش در المان روي بر وزني توابع

:ψاست المان گرهي مقادير

18

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شوند رسم زير صورت به المان روي بر شكل توابع نمودار

i j
e

el

x
O

ix

jx

1( ) ( )
ei jxN x x= −l

1

( ) 0i jN x =

( ) 1i iN x =

i j
e

el

x
O

ix

jx

1( ) ( )
ej ixN x x= −
l

1
( ) 1j jN x =

( ) 0j iN x =

One-dimensional( بعدي يك خطي المان Linear Element(

بعدي يك خطيالمان روي بر              شكل تابع نمودار ( )i xN بعدي يك خطيالمان روي بر              شكل تابع نمودار ( )j xN
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Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

: شوندمي رسم زير صورت به تقريبي پاسخ

i j
e

el

x
O

ix

jx

( )
( ) ( ) ( )
e
x i i j jx xN Nψ ψ ψ= +

iψ

One-dimensional( بعدي يك خطي المان Linear Element(

jψ

x

( )xψ

اُم e المان روي بر              خطي تقريبي تابع  تغييرات نمودار ( )
( )

e
xψ

20

( ) 2
( ) 1 2 3
e
x x xψ α α α+= + (17)

 اُمe  المان در تقريبي پاسخ مي توان دوم درجه المان يك براي

:تنوش زير صورت به درون يابي چندجمله اي يك فرم به را

: elالمان طول

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

One-dimensional( بعدي يك دوم درجه المان Quadratic Element(

i jeiψ jψ

xO
ix

jx

e k ix x= −l (18)

 ثابت سه داراي تقريبي تابع كه آنجايي از .كرد بيان گرهي مجهولات برحسب مي توان را      و       ،     ثابت سه مقادير

 اين از داهيم؛ نشان k و i ، j  با را گره هاي شماره اگر .باشد گره 3 داراي بايد بعدي يك دوم درجه المان رو اين از است

  .بود خواهد        و        ،         با برابر نيز متناظر گرهي مقدار  رو،

1α2α

iψjψ

3α

kψ

k

kx

kψ

el

 اُم e  المان طول رو اين از .مي باشد k و i، j گره هاي مختصات ترتيب به      و        ،      انتخابي مختصات دستگاه براساس

:با است برابر

ixjxkx
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( )
( )
e
xψ = Pα (19)

:نوشت ماتريسي فرم به مي توان را تقريبي تابع )17( رابطه

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:آن در كه

2
1 2 3

2
1 2 3

2
1 2 3

i i i

j j j

k k k

x x

x x

x x

ψ α α α

ψ α α α

ψ α α α

+

+

+

= +

= +

= +

(21)

{ }
1

2
2

3

1 ,x x

α
α
α

ى ü
ï ï= = ي ‎
ï ï
î ‏

P α (20)

 زير معادلات مجموعه )17( رابطه در گره ها مختصات جايگذاري با رو، اين از .باشد برقرار گره ها از يك هر در بايد تقريبي تابع

  :مي گردد حاصل

One-dimensional( بعدي يك دوم درجه المان Quadratic Element(

22

=ψ Gα (22)

:مي آيد در زير صورت به )21( رابطه ماتريسي فرم

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:آن در كه

1

1
2

3

(23)

α
α
α

−

ى ü
ï ï

ق = ي= ‎
ï ï
î ‏

α G ψ (24)

2

2

2

1

, 1

1

i i i

j j j

k k k

x x

x x

x x

ψ
ψ
ψ

é ùى ü
ê ْï ï= ي= ‎ ê ْ

ï ï ê ْî ‏ ë û

ψ G (23)

:مي آيد دست به      بردار )23( رابطه حل با α

One-dimensional( بعدي يك دوم درجه المان Quadratic Element(
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( )
( ) 2 2 2

(24) (17)

2 4 2
( )( ) ( )( ) ( )( )e

x j k i i k j i j k

e e e

x x x x x x x x x x x xψ ψ ψ ψ

→ ق

= − − − − − + − −
l l l

(25)

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:فتعري با

( )
( ) ( ) ( ) ( )(26) (25) e
x i i j j k kx x xN N Nψ ψ ψ ψ→ ق = + + (27)

2

2

2

( )

( )

( )

2
( )( )

4
( )( )

2
( )( )

i j k

e

j i k

e

k i j

e

x

x

x

N x x x x

N x x x x

N x x x x

= − −

= − − −

= − −

l

l

l

(26)

:مي آيد در زير صورت به )25( رابطه

:داشت خواهيم )17( رابطه تقريبي پاسخ رابطه در )24( رابطه از        و          ،      ثابت مقادير جايگذاري با 1α2α

One-dimensional( بعدي يك دوم درجه المان Quadratic Element(

3α

24

( )
( ) ( )
e
x xψ = N ψ (28)

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شود نوشته زير صورت به )27( رابطه ماتريسي فرم

:آن در كه

{ }( ) ( ) ( ) ( )i j kx x x xN N N=N (29)

One-dimensional( بعدي يك دوم درجه المان Quadratic Element(
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Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شوند رسم زير صورت به المان روي بر شكل توابع نمودار

One-dimensional( بعدي يك دوم درجه المان Quadratic Element(

x
O

2
( )

2
( )( )i j k

e

xN x x x x= − −
l

e

ix

1

( ) 0i jN x =

( ) 1i iN x =

بعدي يك دوم درجه المان روي بر              شكل تابع نمودار ( )i xN

i j k

el

jx

kx

( ) 0i kN x =

26

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شوند رسم زير صورت به المان روي بر شكل توابع نمودار

One-dimensional( بعدي يك دوم درجه المان Quadratic Element(

x
O

2
( )

4
( )( )j i k

e

xN x x x x= − − −
l

e

ix

1

( ) 1j jN x =

( ) 0j iN x =

بعدي يك دوم درجه المان روي بر              شكل تابع نمودار ( )j xN

i j k

el

jx

kx

( ) 0j kN x =
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Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شوند رسم زير صورت به المان روي بر شكل توابع نمودار

One-dimensional( بعدي يك دوم درجه المان Quadratic Element(

x
O

2
( )

2
( )( )k i j

e

xN x x x x= − −
l

e

ix

1

( ) 0k jN x =( ) 0k iN x =

بعدي يك دوم درجه المان روي بر              شكل تابع نمودار ( )k xN

i j k

el

jx

kx

( ) 1k kN x =

28

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

: شوندمي رسم زير صورت به تقريبي پاسخ

jψ

x

( )xψ

اُم e انالم روي بر              دوم درجه تقريبي تابع  تغييرات نمودار ( )
( )

e
xψ

One-dimensional( بعدي يك دوم درجه المان Quadratic Element(

x
O

( )
( ) ( ) ( ) ( )
e
x i i j j k kx x xN N Nψ ψ ψ ψ= + +

e

ix

i j k

el

jx

kx

iψ

kψ
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( )
( ) 1 2 3
e
x x yψ α α α+= + (30)

  .ستا گوشه هر در گره يك و مستقيم لبه هاي داراي خطي مثلثي المان

:مي شود گرفته نظر در زير صورت به اُمe  المان در تقريبي پاسخ

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

Linear( خطي مثلثي المان Triangular Element(

eiψ

( , )i ix y

 y و x حسب بر كامل اي جمله چند يك تقريبي تابع

  جمله هاي تمام و ثابت عبارت يك شامل زيرا است؛

 مثلثي المان نتيجه، در .مي باشد y و x حسب بر ممكن

 رد .باشد داشته حوزه در را جهت گيري گونه هر مي تواند

  را آنها مقدار كه هستند ثابت هايي       و     ،    ،اينجا

 كه يآنجاي از .كرد بيان گرهي مجهولات حسب بر مي توان

 ثلثيم المان رو اين از است ثابت سه داراي تقريبي تابع

  ، i  با را گره هاي شماره اگر .باشد گره 3 داراي بايد خطي

j و k رابرب نيز متناظر گرهي مقدار  رو، اين از داهيم؛ نشان 

  .بود خواهد                 و                 ،                 با

1α2α3α

( , )i ix yψ( , )j jx yψ( , )k kx yψ

x

O
y

( )
( , )

e
x yψ

( , )i ix y

( , )k kx y
jψ

kψ

i
j

k

30

( )
( , )
e
x yψ = Pα (31)

:نوشت ماتريسي فرم به مي توان را تقريبي تابع )30( رابطه

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:آن در كه

1 2 3

1 2 3

1 2 3

i i i

j j j

k k k

x y

x y

x y

ψ α α α
ψ α α α

ψ α α α

+

+

+

= +
= +

= +
(33)

{ }
1

2

3

1 ,x y

α
α
α

ى ü
ï ï= = ي ‎
ï ï
î ‏

P α (32)

 زير معادلات مجموعه )30( رابطه در گره ها مختصات جايگذاري با رو، اين از .باشد برقرار گره ها از يك هر در بايد تقريبي تابع

  :مي گردد حاصل

Linear( خطي مثلثي المان Triangular Element(
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=ψ Gα (34)

:مي آيد در زير صورت به )33( رابطه ماتريسي فرم

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:آن در كه

1

1
2

3

(35)

α
α
α

−

ى ü
ï ï

ق = ي= ‎
ï ï
î ‏

α G ψ (36)

1

, 1

1

i i i

j j j

k k k

x y

x y

x y

ψ
ψ
ψ

ى ü é ù
ï ï ê ْ= ي= ‎ ê ْ
ï ï ê ْî ‏ ë û

ψ G (35)

:مي آيد دست به      بردار )35( رابطه حل با α

Linear( خطي مثلثي المان Triangular Element(

32

( )
( , )

(36) (30)

1 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2
e
x y i i i i j j j j k k k ka b x c y a b x c y a b x c y

A A A
ψ ψ ψ ψ

→ ق

= + + + + + + + + (37)

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:فتعري با

( , )

( , )

( , )

1
( )

2

1
( )

2

1
( )

2

i i i i

j j j j

k k k k

x y

x y

x y

N a b x c y
A

N a b x c y
A

N a b x c y
A

= + +

= + +

= + +

(39)

:داشت خواهيم )30( رابطه تقريبي پاسخ رابطه در )36( رابطه از        و          ،      ثابت مقادير جايگذاري با 1α2α3α

Linear( خطي مثلثي المان Triangular Element(

 از و است المان سطح مساحت A پارامتر

:مي آيد دست به  رو به رو رابطه

1
1

1
2

1

i i

j j

k k

x y

A x y

x y

= (38)
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( )
( , ) ( , )
e
x y x yψ = N ψ (42)

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شود نوشته زير صورت به )41( رابطه ماتريسي فرم

:آن در كه

{ }( , ) ( , ) ( , ) ( , )i j kx y x y x y x yN N N=N (43)

Linear( خطي مثلثي المان Triangular Element(

( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )(39) (37) e
x y i i j j k kx y x y x yN N Nψ ψ ψ ψ→ ق = + + (41)

:مي آيد در زير صورت به )37( رابطه

:آن در كه

i j k k j i j k i k j

j k i i k j k i j i k

k i j j i k i j k j i

a x y x y b y y c x x

a x y x y b y y c x x

a x y x y b y y c x x

= − = − = −
= − = − = −
= − = − = −

(40)

34

Shape( شكل توابع Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:وندمي ش رسم زير صورت به المان روي بر شكل توابع نمودار

طيخ مثلثي المان روي بر                شكل تابع نمودار ( , )i x yN

Linear( خطي مثلثي المان Triangular Element(

ex

O y

( , )i x yN

i

j

k

( , ) 1i i ix yN =
( , ) 0i j jx yN =

( , ) 0i k kx yN =

طيخ مثلثي المان روي بر                شكل تابع نمودار ( , )j x yN

e

x

O y

( , )j x yN

i
j

k

( , ) 0j i ix yN =

( , ) 1j j jx yN =

( , ) 0j k kx yN =

طيخ مثلثي المان روي بر                شكل تابع نمودار ( , )k x yN

e

x

O y

( , )k x yN

i

jk

( , ) 0k i ix yN =

( , ) 0k j jx yN =

( , ) 1k k kx yN =
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Continuity( پيوستگي شرايط -الف conditions(

Properties( شكل توابع ويژگي هاي of Shape Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

 جزء انتگرال گيري اعمال از پس )RGM( گالركين ريتز روش در         ديفرانسيلي درجه اگر .مشتقات پيوستگي شرط )1

  .است Continuity همان مخفف C .باشد مشتق پذير و پيوسته            صورت به بايد شكل توابع باشد S معادل جزء به

( )xR

1SC −

x

iN

idN

dx

2

2
id N

dx

x

x

∞

ي درجه  يعن. پيوستگي اين تابع شكل        است Aدر گره 

.  ستمشتق پذيري آن صفر و فقط خود تابع پيوسته ا

.مشتق هاي آن پيوسته نيست

0C

A گره

x

iN

idN

dx

2

2
id N

dx

3

3
id N

dx

x

x

x
A گره

∞

 پذيري آن  يعني درجه مشتق. پيوستگي اين تابع شكل        است Aدر گره 

.ستمشتق هاي آن پيوسته ني. صفر و فقط خود تابع پيوسته است

1C

36

Continuity( پيوستگي شرايط -الف conditions(

Properties( شكل توابع ويژگي هاي of Shape Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

 به نه( ستنده گره به متعلق كه آزادي درجات تعريف با مي تواند سادگي به مطلب اين .شود ارضا گره ها در پيوستگي )2

  .مي شود تامين خودكار طور به شرط اين )خاص المان يك گره

1

1 3

2

4

2

4u

4v

3u

3v

2u

2v

1u

1v

  گره به مربوط      و      آزادي درجات مثال طور به

 به مربوط 3 گره كه نداريم آن به كاري .مي باشد 3

  .2 يا است 1 المان

3u3v



37

Continuity( پيوستگي شرايط -الف conditions(

Properties( شكل توابع ويژگي هاي of Shape Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

 نيافتد اتفاق ه هالب در پيوستگي اگر مثال طور به .شود ارضا لبه ها در پيوستگي )3

 اين از .دارد مغايرت واقعيت با كه مي شود ايجاد )Gap( فاصله يك 3-2 لبه در

  .شود رفع بايد GAP اين رو

1

1
3

2

4

2

 لبه ره جابجايي  كه كرد كاري بايد شرط اين ارضاي براي

 اييجابج و باشد وابسته لبه همان جابجايي گره هاي به

.اشدب نداشته تاثيري لبه آن جابجايي در گره ها ساير

(1)
1 1 2 2 3 3

(2)
2 2 3 3 4 4

(41)
N N N

N N N

ψ ψ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ

= + +
ق

= + +
(44)

1
1

3

2
3ψ

2ψ
2 2 3 3N Nψ ψ+

3

2

4

2
3ψ

2ψ

(1)
2 3 1 1 2 2 3 3

(2)
2 3 2 2 3 3 4 4

(44)

N N N

N N N

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

−

−

= + +
ق

= + +

0

0

(1)
2 3 2 2 3 3

(2)
2 3 2 2 3 3

N N

N N

ψ ψ ψ
ψ ψ ψ

−

−

= +
ق

= +
(1) (2)

2 3 2 3ψ ψ− ق− = (45)

38

Completeness( بودن كامل شرايط -ب condition(

Properties( شكل توابع ويژگي هاي of Shape Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

 اعمال از پس گالركين ريتز روش در         ديفرانسيلي درجه( S اگر كه گردد تعريف صورتي به بايد شكل تابع )1

.شود ثابت مقدار شودحاصل گرفته مشتق آن از بار )جزء به جزء انتگرال گيري

( )xR

 انامك كه شود تعريف صورتي به بايد شكل تابع )2

  .سازد ميسر را المان در گونه صلب حركت

(1)
1 1 2 2 3 3(41) N u N u N uψق = + +

1 2 3u u u αق = = هگون صلب حركت=

(1)
1 2 3( )N N Nψ α

ü
ق = + +‎

‏

دباي

1 2 3 1N N Nق + + =

(1)ψ αق =

1

1 3

2

3u

2u

1u

(1)ψ

.است كي با برابر المان كل در شكل توابع مجموع بنابراين

1

( ) 1
n

i
i

xN
=

ه= (46)

تا
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.است مرتبط ردف به منحصر گره يك به شكل تابع هر .دارد بستگي المان گره هاي تعداد به المان يك شكل توابع تعداد )1

General( شكل توابع عمومي ويژگي هاي properties of Shape Functions(

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

.است ديگر گره هاي در صفر و خود گره در يك مقدار داراي شكل تابع هر )2

 تقريبي تابع اگر مثال طور به .هستند )نوع( مرتبه يك از المان يك )درون يابي جمله اي چند( تقريبي تابع و شكل توابع )4

.هستند دوم درجه نيز حاصل شكل توابع نتيجه در باشد دوم درجه

.است صفر با برابر مستقل متغير به نسبت شكل توابع مشتق جمع )5

1

( ) 0
n

i
i

x
d

N
dx =

و ِ =ç ÷
è ّ
ه (47)

40

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

 گرفته نظر در زير صورت به )14( رابطه اساس بر اُم e المان نظير تقريبي تابع بعدي يك خطي المان از استفاده فرض با

:مي شود
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
e e e
x i i j jx xN Nψ ψ ψ= + (14)

( )
( ): e

i xNگره نظير شكل تابع i المان در اُم e اُم

: iψگره در تقريبي تابع مقدار i اُم

e j ix x= −l (5)

( )
( ): e

j xNگره نظير شكل تابع j المان در اُم e اُم

( ) ( )
( ) ( ),je e i

i j

e e

x x
x x x x

N N
و− ِ و ِ−= =ç ÷ ç ÷

è ّ è ّl l
(13)

:با است برابر اُم e المان طول آن در كه

:مي آيند دست به )13( رابطه از بعدي يك خطي المان در شكل توابع

: jψگره در تقريبي تابع مقدار j اُم
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بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

( ) 0 0
m

e e
x x x

e e

x R dx R dx
=Ω

ü
و ِï

ق = = =ç ÷‎
è ّï

‏

ٍه ٍW W (48)

 ريطو به مي شود تبديل حوزه -زير محدودي تعداد به حوزه كل محدود المان روش در شد اشاره پيش تر كه طور همان

.باشند نداشته همپوشاني هم با حوزه ها – زير  كه

( )

1

( )( )

(2) :

( 2 52) : 0

m
e

e

xxL R dx

=

Ω

Ω = Ω

− =ٍW

U

: mسيستم )المان هاي( حوزه زير تعداد

( )
( ): e
xRالمان يا حوزه زير روي بر باقيمانده مقدار e رابطه براساس كه اُم )L3-4( مي شود تشكيل زير صورت به:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )e e e
x x xp R inψ + = ΩL (49)

{ }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ie e e e e e e
x x x i j

j

x xN N
ψ

ψ
ψ

=
ى ü

= = ي ‎
î ‏

N ψ N ψ (50)

آن در كه
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بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

  :مي شود هگرفت نظر در زير صورت به گاركين روش براساس وزني تابع

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

e
T ie e

x x e
j

x

x

N

N
=

ى üï ï= ي ‎
ï ïî ‏

W N (51)

:مي آيد دست به مجهول n معادله n دستگاه يك )48( رابطه در )51( رابطه جايگذاري با

( )( ) ( )
( ) ( )

1

(51) (48) 0
m Te e

x x
e e

R dx
=

و ِ
→ ق =ç ÷

è ّ
ه ٍ N (52)

 آن ماتريسي فرمت كه است اُم e  المان سطح در مجهول دو معادله دو دستگاه يك )52( رابطه در سيگما داخل عبارت

:مي شود نوشته زير صورت به

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

Te e e e e
x x

e

R dx ق =ٍ N s ψ f (53)

آن در كه

( ) 2 2 ( ) 2 ( ) 2e e e×∈ ∈ ∈s ψ f، ، ، (54)

: nتمسيس گره هاي تمامي تعداد
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بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

  نكرد سرهم بندي با حوزه كل در معادلات نهايت در شد نوشته )المان ها( حوزه ها-زير تمامي براي )54( رابطه كه آن از بعد

)Assembling( الما ن ها معادلات )مي شود نوشته زير صورت به )52( رابطه ماتريسي فرمت .مي آيد دست به )52:

:آن در كه

( ) ( ) ( )

1 1 1

m m m
n n e n e n e

e e e

×

= = =

∈ = ∈ = ∈ ه= ه Sه s ψ ψ F f، ، ، (56)

=Sψ F (55)

:مرزي شرايط اعمال

1 21 2, , ,
rp p p rψ α ψ α ψ α= = =L (57)

 تقريبي تابع مقدار اگر كه آن فرض با رو، اين از .گردد لحاظ گره ها در تقريبي تابع مقدار تعيين در مرزي شرايط بايد

:باشد معلوم      تا       گره هاي در 1prp

44

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مرزي شرايط اعمال

 تغيير زير صورت به )55( رابطه پارامترهاي ابعاد و مي گردد حذف      بردار و     ماتريس از       تا       ستون هاي و سطر

  :مي كنند

1prpSF

:دمي آي دست به زير صورت به      بردار درايه هاي از هريك F

1−=ψ S F (60)

1 2, 1 , 2 ,( )
ri i i p i p i p rF F S S Sα α α= − + + +L (59)

.نمي باشد معلوم آن ها مقدار كه است گرهي مقادير بردار : ( )n r−∈ψ ،

 مجهول رهيگ مقادير بردار نهايت در .نمي باشد معلوم  آن در تقريبي تابع مقدار كه است گره هايي تمام به مربوط i انديس

:مي شود محاسبه زير صورت به )58( رابطه حل از

( ) ( ) ( ) ( ), ,n r n r n r n r− × − − −

=
∈ ∈ ∈

Sψ F

S ψ F، ، ،
(58)
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.نماييد محاسبه FEM روش به را شده داده نشان تير خيز ديفرانسيل معادله تقريبي پاسخ  -1 مثال

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

2
( )

02
0 (0 , )xd y

EI M x
dx

− = ∈ l

(0)

( )

@ 0 0
:

@ 0

x y
BC

x y

= ق ى=
ي = ق =î ll

:است زير صورت به تحليلي يا دقيق پاسخ

0
( ) ( )

2
x

M
y x x

EI
= − l

0M

,EIl

0M

46

-1 مثال پاسخ

.مي شود تقسيم حوزه زير سه به حوزه كل جا اين در

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

1 1

1 0ψ =

xO

1 0x =

2 3 42 3

1 3= ll 2 3= ll 3 3= ll
2 3x = l 2

3 3x = l
4x = l

2 ?ψ =
3 ?ψ = 4 0ψ =

[ ]0 ,Ω = l
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شود نتيجه )52( رابطه در باقيمانده مقدار جايگذاري با

:داشت خواهيم )1.2( رابطه بسط با

( ) ( )
2 ( )

( )( ) ( )0
( ) ( )2

1 1

(1.2) 0
em mT Txe e

x x
e ee e

d M
dx dx

dx EI

ψ

= =

و ِ و ِ
ق − =ç ÷ ç ÷ç ÷

è ّè ّ
ه ٍه ٍN N (1.3)

:مي گردد محاسبه )49( رابطه براساس باقيمانده مقدار

48

-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد ساده )1.3( رابطه در اول عبارت جزء به جزء انتگرال گيري روش از استفاده با

( )
2 ( )

( )( )
( ) 2

e
T xe

x

e

d
dx

dx

ψ
ٍ N

u v ′ uv dx uv u vdx′ ق′ = −ٍ ٍ

:مي شود نتيجه )1.3( رابطه در )1.4( رابطه جايگذاري با

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )0

( ) ( )
1 1 1

(1.4) (1.3)

Te e em m mT Tx x xe e
x x

e e ee ee

d d d M
dx dx

dx dx dx EI

ψ ψ

= = =

→ ق

و ِ و وِ ِ و ِ و ِ
ç ÷ ç ÷= −ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷ è ّè ّ è ّè ّè ّ

ه ه ٍه ٍ
N

N N (1.5)
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

  :است شده مهم نتيجه دو به منجر جزء به جزء انتگرال گيري از استفاده

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )0

( ) ( )
1 1 1

Te e em m mT Tx x xe e
x x

e e ee ee

d d d M
dx dx

dx dx dx EI

ψ ψ

= = =

و ِ و وِ ِ و ِ و ِ
ç ÷ ç ÷= −ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷ è ّè ّ è ّè ّè ّ

ه ه ٍه ٍ
N

N N

 يمرز شرايط تعدادي اعمال طبيعي صورت به -1

 تمعادلا دستگاه حل در مستقيم طور به گره ها در

  .مي شود وارد

 هدرج به دو درجه( است يافته كاهش مرتبه يك مشتق درجه -2

 تقريبي عتاب در فقط پيوستگي حفظ كه مي شود باعث امر اين )يك

.تنيس                  در پيوستگي رعايت به نيازي و باشد نياز ( )
( )
e
x

d

dx
ψ

50

-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:داشت خواهيم )1.5( رابطه چپ سمت عبارات در )50( رابطه از تقريبي تابع جايگذاري با

:مي گردد تشكيل زير صورت به )53( رابطه پارامترهاي )1.6( رابطه به توجه با

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( )( ) ( ) ( )0

( ) ( )

Te e
x xe

e

e
T Txe e e

x x

ee

d d
dx

dx dx

d M
dx

dx EI

ψ

و ِ
= ç ÷ç ÷

è ّ

و ِ
= −ç ÷ç ÷
è ّ

ٍ

ٍ

N N
s

f N N

(1.7)
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:داشت خواهيم )1.7( رابطه در )50( رابطه از شكل تابع جايگذاري با

( )

( )( )
( )

( )

( )( ) ( )
( )( ) 0

( ) ( )

( )

( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

e
i

ee
je i

e
e j

ee e
xi ie

e e
j je

e

x

xx

x

x x

x x

dN
dNdNdx

dx
dx dxdN

dx

dN NM
dx

N Ndx EI

ψ

ى ü
ï ïى üï ïï ï= ي ‎ي ‎

ï ïï ïî ‏
ï ïî ‏

و ىِ ü ى üï ï ï ï= −ç ي÷ ‎ ي ‎ç ÷ï ï ï ïî ‏ î è‏ ّ

ٍ

ٍ

s

f

(1.8)(50) (1.7)→ ق

52

-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شود نتيجه )1.8( رابطه دادن بسط با

( )( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )0

( )

( )
( )( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

ee e e
ji i i

e ee

e e ee
j j ji

e e

e
xe e

i i

eee

e
xe

j

e

xx x x

x x xx

x x

x

dNdN dN dN
dx dx

dx dx dx dx

dN dN dNdN
dx dx

dx dx dx dx

d M
N N dx

dx EI

d
N

dx

ψ

ψ

é ù
ê ْ
ê ْ= ê ْ
ê ْ
ê ْë û

و ِ
−ç ÷ç ÷

è ّ
=

و ِ
−ç ÷ç ÷

è ّ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

ٍ

s

f

( )0 ( )
e
j

e

x
M

N dx
EI

ى ü
ï ï
ï ïï ï
ي ‎
ï ï
ï ï
ï ïî ‏

ٍ

(1.9)(1.8) ق



( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

j i

e e
x xe e

j j

x x

x x
d d

N N
dx dx

ψ ψو ِ و ِ
= −ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شود ساده زير صورت به      بردار درايه هاي همچنين ( )ef

(1.11)

0

( ) ( )
( ) ( )( )

( )

i

e e
x xe

i

xe

x
d d

N
dx dx

ψ ψو ِ
ق = −ç ÷ç ÷

è ّ

( )
( )( )

( )

e
xe

j

e

x
d

N
dx

ψو ِ
ç ÷ç ÷
è ّ

( ) ( )
( ) ( )( )

( )

j

e e
x xe

j

xe

x
d d

N
dx dx

ψ ψو ِ
ق =ç ÷ç ÷

è ّ

1

:مي گردد محاسبه زير صورت به شكل توابع مشتق

( )

( )

( )

( )

1

1

e
i

e

e
j

e

x

x

dN

dx

dN

dx

= −

=

l

l

(1.10)

54

-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:داشت خواهيم )1.9( رابطه در )1.11( و )1.10( روابط جايگذاري با

2 2

( )

2 2

( )
( ) ( )0

( )

( )
( ) ( )0

( )

( )

1 1

1 1

i

j

e ee ee

e ee e

e
x e

i

exe

e
x e

j

ex

x

x

dx dx

dx dx

d M
N dx

dx EI

d M
N dx

dx EI

ψ

ψ

é ù−ê ْ
ê ْ=
ê ْ
−ê ْ
ë û

ى ü
− −ï ï
ï ïï ï= ي ‎
ï ï−ï ï
ï ïî ‏

ٍ ٍ

ٍ ٍ

ٍ

ٍ

s

f

l l

l l

(1.12)(1.10) & (1.11) (1.9)→ ق
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

( )
( )

2
e e

i

e

xN dx =ٍ
l

(1.14)

:مي كنيم محاسبه را )1.12( رابطه در        بردار و      ماتريس درايه هاي ( )es( )ef

2(13)
( ) ( )

( ) ( )
1

2 2

j

i

x

e e ei
j i j

e ee e ex

x x
x x x

N dx dx x x N dx
و ِ و ِ−= = − ق =ç ÷ ç ÷

è ّè ّ
ٍ ٍ ٍ

l

l l
(1.15)
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:داشت خواهيم )1.12( رابطه در )1.15( تا )1.13( روابط جايگذاري با

(1.16)( )
1 13

1 1
e

−é ù
= ê ْ−ë û

s
l

i j

i

j

( )
( ) 0

( )

( )
( ) 0

6

6

i

j

e
x

xe

e
x

x

d M

dx EI

d M

dx EI

ψ

ψ

ى ü
− −ï ï
ï ïï ï= ي ‎
ï ï−ï ï
ï ïî ‏

f

l

l
(1.17)

i

j
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي دهيم تشكيل المان يا حوزه زير هر براي را )1.17( و )1.16( روابط

(1.19)
(2) (2)

(2) 11 12

(2) (2)
21 22

1 13

1 1

s s

s s

é ù −é ù
= =ê ْ ê ْ−ë ûë û

s
l

2 3

2

3

(1.20)
(3) (3)

(3) 11 12

(3) (3)
21 22

1 13

1 1

s s

s s

é ù −é ù
= =ê ْ ê ْ−ë ûë û

s
l

3 4

3

4
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي دهيم تشكيل المان يا حوزه زير هر براي را )1.17( و )1.16( روابط

(1.22)

( )
( ) 0

(2)
3(2) 1

(2) ( )
2 ( ) 0

2

3

6

6

e
x

e
x

d M

dx EI
f

f d M

dx EI

ψ

ψ

ى ü
− −ï ï
ï ïى ü ï ï= ي= ‎ ي ‎

î ‏ ï ï−ï ï
ï ïî ‏

f

l

l

l

l

2

3

(1.23)

( )
( ) 0

(3) 2
(3) 1 3

(3)
( )

2
( ) 0

6

6

e
x

e
x

d M

dx EI
f

f d M

dx EI

ψ

ψ

ى ü
− −ï ï
ï ïى ü ï ï= ي= ‎ ي ‎

î ‏ ï ï
−ï ï

ï ïî ‏

f
l

l

l

l

3

4
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد تشكيل زير صورت به    كلي ماتري )56( رابطه براساس       ماتريس هاي كردن بندي سرهم با S
( )es

(1.24)

1 1 0 0

1 2 1 03

0 1 2 1

0 0 1 1

−é ù
ê ْ− −ê قْ =
ê ْ− −
ê ْ−ë û

S
l

1 2 3 4

1

2

3

4
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد تشكيل زير صورت به    كلي ماتري )56( رابطه براساس       ماتريس هاي كردن بندي سرهم با F
( )ef

(1.25)

( )
( ) 0

( )
( ) 0

0

( ) ( ) 0
( ) ( )0 0
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3 3
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0( ) ( )0 0

2 2
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6 6
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36 6

6

e
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e
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e e
x x

e e
x x
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d Mdx EI
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Mdx EI dx EI
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EIdx EI dx EI

d

d M dx

dx EI

ψ
ψ

ψ ψ

ψ ψ

ψ
ψ

ى ü
− −ï ï

ï ï − −
ï ï
ï ï− − −ï ï −ï ïï ï
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:داشت خواهيم )55( معادلات دستگاه در )1.25( و )1.24( روابط جايگذاري با-1 مثال پاسخ

( )
( ) 0

0

1
0

2

3 0

4
( )
( ) 0

6

1 1 0 0

1 2 1 03 3
(1.24) & (1.25) (55)

0 1 2 1

30 0 1 1

6

e
x

e
x

d M

dx EI

M

EI

M

EI

d M

dx EI

ψ

ψ
ψ
ψ
ψ

ψ

ى ü
− −ï ï
ï ï
ï ï− ى üé ù
ï ï−ï ïê ْ− − ï ïï ïê ْ→ ق ي= ‎ ي ‎

ê ْ− − ï ï ï ï−ê ْ ï ï ï ï−ë û î ‏
ï ï
ï ï−
ï ï
î l‏

l

l

ll

l

(1.26)

)است متقارن ضرايب ماتريس(

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مرزي شرايط اعمال

.مي گردد حذف      بردار و     ماتريس از 4 و 1 ستون هاي و سطر SF
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مرزي شرايط اعمال

:مي آيد دست به زير صورت به      بردار درايه هاي از هريك )59( رابطه اساس بر F

0
2

3

M
F

EI
= − l

(1.28)

0 0
3 3 3,1 1 3,4 4 3

3
( ) (0)(0) (0) 0

3 3

M M
F F S S F

EI EI
α α و وِ ِ= − + = − − + − = ق = −ç ÷ç ÷

è ّè ّ

l l

l
(1.29)

:مي شود نوشته زير صورت به )58( رابطه نتيجه در
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2 13 3

1 2
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M
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ى ü−ï ï− ى üé ù ï ï=ي ‎ ي ‎ê ْ−ë û î ‏ ï ï−
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l
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(1.30)

64

-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

2
0 01

2 2

2
3 30 0

2 13 3 9
(3.30)
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(1.31)

:داشت خواهيم )1.30( رابطه حل از

:مي آيد دست به زير صورت به       كلي بردار )1.31( رابطه براساس ψ
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

( )xψ

( )xy

x

( )y x

زير حوزه 3نمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسيل مورد نظر در حالت 

3 0.1ψ = −
2 0.1ψ = −

4 0ψ =
1 0ψ =

0( 5 , 200 , 6)M EI= = =l
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد اصلاح زير صورت به )1.17( و )1.16( روابط

(1.33)
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(1.34)

 ادامه در رو، اين از .نمي باشد زياد آمده دست به تقريبي پاسخ دقت حوزه زير سه به حوزه كل تقسيم بندي با كه شد مشاهده

.شد خواهد محاسبه تقريبي پاسخ حوزه، زير 10 به حوزه كل تقسيم فرض با
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد تشكيل زير صورت به    كلي ماتري )56( رابطه براساس       ماتريس هاي كردن بندي سرهم با S
( )es

(1.35)
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد تشكيل زير صورت به    كلي ماتري )56( رابطه براساس       ماتريس هاي كردن بندي سرهم با F
( )ef

(1.36)
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:داشت خواهيم )55( معادلات دستگاه در )1.34( و )1.33( روابط جايگذاري با-1 مثال پاسخ
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(1.37)

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مرزي شرايط اعمال

.مي گردد حذف      بردار و     ماتريس از 11 و 1 ستون هاي و سطر SF
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مرزي شرايط اعمال

:مي آيد دست به زير صورت به      بردار درايه هاي از هريك )59( رابطه اساس بر F
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مرزي شرايط اعمال

:مي شود نوشته زير صورت به )58( رابطه نتيجه در
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي آيد دست به زير صورت به       كلي بردار نهايت در ψ
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-1 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

0( 5 , 200 , 6)M EI= = =l
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x

( )y x

زير حوزه 10نمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسيل مورد نظر در حالت 
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.نماييد محاسبه FEM روش به را زير ديفرانسيل معادله تقريبي پاسخ  -2 مثال

( )

3
sin( )

sin(2)
xy x x= +

2
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( )2
(0 , 2)x
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d y
y x x

dx
+ = ∈

(0)
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@ 0 0
:

@ 2 5

x y
BC

x y

= ق ى=
ي = ق =î

:است زير صورت به تحليلي يا دقيق پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(
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-2 مثال پاسخ

.مي شود تقسيم حوزه زير چهار به حوزه كل جا اين در

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

1 1
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شود نتيجه )52( رابطه در باقيمانده مقدار جايگذاري با
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2 ( )

( )( ) ( )
( ) ( )2

1

(2.1) (52) 0
em T xe e

x x
e e

d
x dx

dx

ψ
ψ

=

و وِ ِ
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è ّè ّ
ه ٍ N (2.2)

:داشت خواهيم )2.2( رابطه بسط با

:مي گردد محاسبه )49( رابطه براساس باقيمانده مقدار
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد ساده )2.3( رابطه در اول عبارت جزء به جزء انتگرال گيري روش از استفاده با
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

  :است شده مهم نتيجه دو به منجر جزء به جزء انتگرال گيري از استفاده

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

Te e em m m mT T Tx x xe e e e
x x x x

e e e ee e ee

d d d
dx dx xdx

dx dx dx

ψ ψ
ψ

= = = =

و ِ و وِ ِ و وِ ِ و ِ
ç ÷ ç ÷− = −ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷ è ّ è ّè ّ è ّè ّè ّ

ه ه ه ٍه ٍ ٍ
N

N N N

 يمرز شرايط تعدادي اعمال طبيعي صورت به -1

 تمعادلا دستگاه حل در مستقيم طور به گره ها در

  .مي شود وارد

 هدرج به دو درجه( است يافته كاهش مرتبه يك مشتق درجه -2

 تقريبي عتاب در فقط پيوستگي حفظ كه مي شود باعث امر اين )يك

.تنيس                  در پيوستگي رعايت به نيازي و باشد نياز ( )
( )
e
x

d

dx
ψ

80

-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:داشت خواهيم )2.5( رابطه چپ سمت عبارات در )50( رابطه از تقريبي تابع جايگذاري با

:مي گردد تشكيل زير صورت به )53( رابطه پارامترهاي )2.6( رابطه به توجه با

( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

Te e
Tx xe e e

x x

e

e
T Txe e e

x x

ee

d d
dx

dx dx

d
xdx

dx

ψ

و وِ ِ
ç ÷= −ç ÷ç ÷ç ÷è ّè ّ

و ِ
= −ç ÷ç ÷
è ّ

ٍ

ٍ

N N
s N N

f N N

(2.7)



81

-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:داشت خواهيم )2.7( رابطه در )50( رابطه از شكل تابع جايگذاري با
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شود نتيجه )2.8( رابطه دادن بسط با
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شود ساده زير صورت به      بردار درايه هاي همچنين ( )ef
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:داشت خواهيم )2.9( رابطه در )2.11( و )2.10( روابط جايگذاري با
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(2.10) & (2.11) (2.9)→ ق
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي كنيم محاسبه را )2.12( رابطه در        بردار و      ماتريس درايه هاي ( )es( )ef

(5)
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي كنيم محاسبه را )2.12( رابطه در        بردار و      ماتريس درايه هاي ( )es( )ef
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:داشت خواهيم )2.12( رابطه در )2.18( تا )2.13( روابط جايگذاري با

(2.19)
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي دهيم تشكيل المان يا حوزه زير هر براي را )2.20( و )2.19( روابط
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(
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:مي دهيم تشكيل المان يا حوزه زير هر براي را )2.20( و )2.19( روابط
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد تشكيل زير صورت به    كلي ماتري )56( رابطه براساس       ماتريس هاي كردن بندي سرهم با S
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد تشكيل زير صورت به    كلي ماتري )56( رابطه براساس       ماتريس هاي كردن بندي سرهم با F
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:داشت خواهيم )55( معادلات دستگاه در )2.30( و )2.29( روابط جايگذاري با-2 مثال پاسخ
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)است متقارن ضرايب ماتريس(

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مرزي شرايط اعمال

.مي گردد حذف      بردار و     ماتريس از 5 و 1 ستون هاي و سطر SF
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مرزي شرايط اعمال

:مي آيد دست به زير صورت به      بردار درايه هاي از هريك )59( رابطه اساس بر F

( )( )2 2 2,1 1 2,5 5 2( ) 3 25 (0) (0)(5) 0 3F F S S Fα α= − + = − − − + = ق = − (2.33)

( )( )3 3 3,1 1 3,5 5 3( ) 6 (0)(0) 0 (5) 0 6F F S S Fα α= − + = − − + = ق = − (2.34)

:مي شود نوشته زير صورت به )58( رابطه نتيجه در
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(
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:داشت خواهيم )2.36( رابطه حل از
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-2 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(
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.نماييد محاسبه FEM روش به را زير ديفرانسيل معادله تقريبي پاسخ  -3 مثال

( ) 0.42546 0.42546x x
xu e e −= −

2
( )

( )2
0 (0 ,1)

x

x

d u
u x

dx
− = ∈

(0)

(1)

@ 0 0
:

@ 1 1

x u
BC

x u

= ق ى=
ي = ق =î

:است زير صورت به تحليلي يا دقيق پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(
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-3 مثال پاسخ

.مي شود تقسيم حوزه زير سه به حوزه كل جا اين در

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

1 1

1 0ψ =

xO

1 0x =

2 3 42 3

1
1 3=l 1

2 3=l
1

3 3=l

1
2 3x = 2

3 3x = 4 1x =

2 ?ψ =
3 ?ψ = 4 1ψ =

[ ]0 ,1Ω =
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شود نتيجه )52( رابطه در باقيمانده مقدار جايگذاري با

( )
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( ) ( )2
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(3.1) (52) 1 0
m Te e

x x
e e

d
dx

dx
ψ

=

و وِ ِ
→ ق − =ç ÷ç ÷

è ّè ّ
ه ٍ N (3.2)

:داشت خواهيم )3.2( رابطه بسط با

:مي گردد محاسبه )49( رابطه براساس باقيمانده مقدار
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد ساده )3.3( رابطه در اول عبارت جزء به جزء انتگرال گيري روش از استفاده با

( )
2 ( )

( )( )
( ) 2

e
T xe

x

e

d
dx

dx

ψ
ٍ N

u v ′ uv dx uv u vdx′ ق′ = −ٍ ٍ

:مي شود نتيجه )3.3( رابطه در )3.4( رابطه جايگذاري با

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1 1

(3.4) (3.3)

Te e em m mT Tx x xe e e
x x x

e e ee e e

d d d
dx dx

dx dx dx

ψ ψ
ψ

= = =

→ ق

و ِ و وِ ِ و وِ ِ
ç ÷ ç ÷+ =ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷è ّ è ّ è ّè ّè ّ

ه ه ٍه ٍ
N

N N (3.5)
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

  :است شده مهم نتيجه دو به منجر جزء به جزء انتگرال گيري از استفاده

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1 1

Te e em m mT Tx x xe e e
x x x

e e ee e e

d d d
dx dx

dx dx dx

ψ ψ
ψ

= = =

و ِ و وِ ِ و وِ ِ
ç ÷ ç ÷+ =ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷è ّ è ّ è ّè ّè ّ

ه ه ٍه ٍ
N

N N

 يمرز شرايط تعدادي اعمال طبيعي صورت به -1

 تمعادلا دستگاه حل در مستقيم طور به گره ها در

  .مي شود وارد

 هدرج به دو درجه( است يافته كاهش مرتبه يك مشتق درجه -2

 تقريبي عتاب در فقط پيوستگي حفظ كه مي شود باعث امر اين )يك

.تنيس                  در پيوستگي رعايت به نيازي و باشد نياز ( )
( )
e
x

d

dx
ψ
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:داشت خواهيم )3.5( رابطه چپ سمت عبارات در )50( رابطه از تقريبي تابع جايگذاري با

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1

(50) (3.5)

Te e em mT Tx x xe e e e
x x x

e ee e

d d d
dx

dx dx dx

ψ

= =

→ ق

و وِ ِ و وِ ِ و ِ
ç ÷ç ÷ ç ÷+ =ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷è ّ è ّè ّè ّè ّ

ه ٍه
N N

N N ψ N (3.6)

:مي گردد تشكيل زير صورت به )53( رابطه پارامترهاي )3.6( رابطه به توجه با

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )

Te e
T x xe e e

x x

e

e
T xe e

x

e

d d
dx

dx dx

d

dx

ψ

و وِ ِ
ç ÷= + ç ÷ç ÷ç ÷è ّè ّ

و ِ
= ç ÷ç ÷
è ّ

ٍ
N N

s N N

f N

(3.7)
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:داشت خواهيم )3.7( رابطه در )50( رابطه از شكل تابع جايگذاري با

{ }
( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( )
( )( )

( )

( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

e
i

ee e
jie e e i

i je e
je j

ee
xie

e
j

e

x

xx x
x x

x x

x

x

dN
dNN dNdx

N N dx
N dx dxdN

dx

dN

N dx

ψ

و ىِ ü
ç ÷ï ïى üى üï ï ï ïï ïç ÷= ي+ ‎ ي ‎ي ‎
ç ÷ï ï ï ïï ïî ‏ î ‏
ç ÷ï ïî è‏ ّ

و ىِ üï ï= ç ي÷ ‎ç ÷ï ïî è‏ ّ

ٍs

f

(3.8)

(50) (3.7)→ ق
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شود نتيجه )3.8( رابطه دادن بسط با

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

ee e e
je e e ei i i

i i i j

e ee

e e ee
j j je e e ei

j i j j

e

xx x x
x x x x

x x xx
x x x x

dNdN dN dN
N N dx N N dx

dx dx dx dx

dN dN dNdN
N N dx N N

dx dx dx dx

+ +

+ +

و وِ ِ
ç ÷ç ÷ ç ÷è ّ è ّ=

و ِ و ِ
ç ÷ çç ÷ ç
è ّ è

ٍ ٍ

ٍ

s

( )
( )( )

( )

( )
( )( )

( )

( )

e

e
xe

i

ee

e
xe

j

e

x

x

dx

d
N

dx

d
N

dx

ψ

ψ

é ù
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ

÷ê ْ÷
ّë û

ى üو ِ
ï ïç ÷ç ÷ï ïè ّï ï= ي ‎
و ِï ï
ç ÷ï ïç ÷
è ّï ïî ‏

ٍ

f

(3.9)
(3.8) ق



( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

j i

e e
x xe e

j j

x x

x x
d d

N N
dx dx

ψ ψو ِ و ِ
= −ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

j i

e e
x xe e

i i

x x

x x
d d

N N
dx dx

ψ ψو ِ و ِ
= −ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد محاسبه زير صورت به شكل توابع مشتق

(13) ق

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

e e
ji i

e e

e e
j ji

e e

x x

x x

x xdN dNd

dx dx dx

dN dNx xd

dx dx dx

و− ِ
= ق = −ç ÷

è ّ

و ِ−= ق =ç ÷
è ّ

l l

l l

(3.10)

:مي شود ساده زير صورت به      بردار درايه هاي همچنين ( )ef

( )
( )( )

( )

e
xe

i

e

x
d

N
dx

ψو ِ
ç ÷ç ÷
è ّ

(3.11)
0

0

( ) ( )
( ) ( )( )

( )

i

e e
x xe

i

xe

x
d d

N
dx dx

ψ ψو ِ
ق = −ç ÷ç ÷

è ّ

( )
( )( )

( )

e
xe

j

e

x
d

N
dx

ψو ِ
ç ÷ç ÷
è ّ

( ) ( )
( ) ( )( )

( )

j

e e
x xe

j

xe

x
d d

N
dx dx

ψ ψو ِ
ق =ç ÷ç ÷

è ّ

1

1
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:داشت خواهيم )3.9( رابطه در )3.11( و )3.10( روابط جايگذاري با

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

i

j

e e e e
i i i j

e ee ee

e e e e
j i j j

e ee e

e
x

xe

e
x

x

x x x x

x x x x

N N dx N N dx

N N dx N N dx

d

dx

d

dx

ψ

ψ

+

+

é ùو ِ و ِ
−ê ْç ÷ ç ÷

è ّ è ّê ْ= ê وْ ِ و ِê ْ−ç ÷ ç ÷
ê ْè ّ è ّë û

ى ü
−ï ï
ï ïï ï= ي ‎
ï ï
ï ï
ï ïî ‏

ٍ ٍ

ٍ ٍ

s

f

l l

l l

(3.12)

(3.10) & (3.11) (3.9)→ ق
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

2
3(13)

( ) ( ) 2 2

2 2 2

(5)
( ) ( )

2

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

3

1 1

3

j

i

x

je e
i i j j

e e e ee e x

e e e
i i

e ee

x x

x x

x x x
N N dx dx x x x x x

N N dx

+ +

+

و و−ِ ِ و ِ و ِ
ç ÷= = − + +ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ è ّè ّ è ّè ّ

و ِ
ق = +ç ÷

è ّ

ٍ ٍ

ٍ

l l l l

l

l l
(3.13)

2
3(13)

( ) ( ) 2 2

2 2 2

(5)
( ) ( )

2

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

3

1 1

3

j

i

x

e e i
j j i i

e e e ee e x

e e e
j j

e ee

x x

x x

x x x
N N dx dx x x x x x

N N dx

+ +

+

و وِ ِ و ِ و ِ−
ç ÷= = − + +ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ è ّè ّ è ّè ّ

و ِ
ق = +ç ÷

è ّ

ٍ ٍ

ٍ

l l l l

l

l l
(3.14)

2 23 (5)
( ) ( )

2 2
( ) ( )

1 1 1

2 3 2 6

j

i

x

j e e ei
j i i j

e e eex

x x
x x x xx

x x x x N N dx−
و ِ و ِ

= − − + − ق =− +ç ÷ ç ÷ç ÷
è ّè ّ
ٍ

l

l l l
(3.15)

:مي كنيم محاسبه را )3.12( رابطه در       ماتريس درايه هاي ( )es
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:داشت خواهيم )3.12( رابطه در )3.15( تا )3.13( روابط جايگذاري با

(3.16)

1
( ) ( )

3
( ) ( )11 12

( ) ( )
21 22

1 1

3 6 56 531

53 561 1 18

6 3

e

e e

e e
e ee e

e e
e e

e e

s s

s s

=
é ù+ − +ê ْé ù −é ùê ْ= = ق =ê ْ ê ْê ْ −ë ûë û − + +ê ْ
ë û

s s

l

l l

l l

l l

l l

i j

i

j

( )
( )

( )

( )
( )

i

j

e
x

xe

e
x

x

d

dx

d

dx

ψ

ψ

ى ü
−ï ï
ï ïï ï= ي ‎
ï ï
ï ï
ï ïî ‏

f (3.17)

i

j
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي دهيم تشكيل المان يا حوزه زير هر براي را )3.17( و )3.16( روابط

(3.18)
(1) (1)

(1) 11 12

(1) (1)
21 22

56 531

53 5618

s s

s s

é ù −é ù
= =ê ْ ê ْ−ë ûë û

s

1 2

1

2

(3.19)
(2) (2)

(2) 11 12

(2) (2)
21 22

56 531

53 5618

s s

s s

é ù −é ù
= =ê ْ ê ْ−ë ûë û

s

2 3

2

3

(3.20)
(3) (3)

(3) 11 12

(3) (3)
21 22

56 531

53 5618

s s

s s

é ù −é ù
= =ê ْ ê ْ−ë ûë û

s

3 4

3

4
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي دهيم تشكيل المان يا حوزه زير هر براي را )3.17( و )3.16( روابط

(3.21)

( )
( )

(1)
0(1) 1

( )(1)
( )2

1

3

e
x

e
x

d

dx
f

df

dx

ψ

ψ

ى ü
−ï ï
ï ïى ü ï ï= ي= ‎ ي ‎

î ‏ ï ï
ï ï
ï ïî ‏

f

1

2

(3.22)

( )
( )

1(2)
3(2) 1

(2) ( )
2 ( )

2

3

e
x

e
x

d

dx
f

f d

dx

ψ

ψ

ى ü
−ï ï
ï ïى ü ï ï= ي= ‎ ي ‎

î ‏ ï ï
ï ï
ï ïî ‏

f

2

3

(3.23)

( )
( )

(3) 2
(3) 1 3

(3)
( )

2
( )

1

e
x

e
x

d

dx
f

f d

dx

ψ

ψ

ى ü
−ï ï
ï ïى ü ï ï= ي= ‎ ي ‎

î ‏ ï ï
ï ï
ï ïî ‏

f

3

4



111

-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد تشكيل زير صورت به    كلي ماتري )56( رابطه براساس       ماتريس هاي كردن بندي سرهم با S
( )es

3
4 4 ( )

1

(56) e

e

×

=

ق ∈ Sه= s،

(1) (1)
11 12

(1) (1) (2) (2)
21 22 11 12

(2) (2) (3) (3)
21 22 11 12

(3) (3)
21 22

0 0

0

0

0 0

s s

s s s s

s s s s

s s

é ù
ê ْ+ê قْ =
ê ْ+
ê ْ
ê ْë û

S

1 2 3 4

1

2

3

4

(3.24)

56 53 0 0

53 112 53 01

0 53 112 5318

0 0 53 56

−é ù
ê ْ− −ê قْ =
ê ْ− −
ê ْ−ë û

S

1 2 3 4

1

2

3

4
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد تشكيل زير صورت به    كلي ماتري )56( رابطه براساس       ماتريس هاي كردن بندي سرهم با F
( )ef

3
4 ( )

1

(56) e

e=

ق ∈ Fه= f،

(1)
1

(1) (2)
2 1

(2) (3)
2 1

(3)
2

f

f f

f f

f

ى ü
ï ï+ï ï

ق = ي ‎+ï ï
ï ïî ‏

F

1

2

3

4

(3.25)

( )
( )

( )0
( )

( ) ( )
( ) ( )

0
1 1

3 3

( ) ( )
( ) ( )

( )
2 2 ( )

3 3

( ) 1
( )

1

0

0

e
x

e
x

e e
x x

e e
x x

e
x

e
x

d

dx
d

d d dx
dx dx

d d

ddx dx

dx
d

dx

ψ

ψ
ψ ψ

ψ ψ
ψ

ψ

ى ü
−ï ï

ï ï
ى üï ï −ï ïï ï
ï ï−ï ï
ï ïï ïï ï ï ï

ق = ق ي= ‎ ي ‎
ï ï ï ï−ï ï ï ï
ï ï ï ï
ï ï ï ï

î ï‏ ï
ï ï
ï ïî ‏

F F

1

2

3

4



113

:داشت خواهيم )55( معادلات دستگاه در )3.25( و )3.24( روابط جايگذاري با-3 مثال پاسخ

( )
( )

01

2

3

( )
4 ( )

1

56 53 0 0

53 112 53 0 01
(3.24) & (3.25) (55)

0 53 112 53 018

0 0 53 56

e
x

e
x

d

dx

d

dx

ψ

ψ
ψ
ψ
ψ ψ

ى ü
−ï ï
ï ï− ى üé ù
ï ïï ïê ْ− − ï ï ï ïê ْ→ ق ي= ‎ ي ‎

ê ْ− − ï ï ï ï
ê ْ ï ï ï ï−ë û î ‏

ï ï
ï ï
î ‏

(3.26)

)است متقارن ضرايب ماتريس(

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مرزي شرايط اعمال

.مي گردد حذف      بردار و     ماتريس از 4 و 1 ستون هاي و سطر SF

( )
( )

01

2

3

( )
4 ( )

1

56 53 0 0

53 112 53 0 01

0 53 112 53 018

0 0 53 56

e
x

e
x

d

dx

d

dx

ψ

ψ
ψ
ψ
ψ ψ

ى ü
−ï ï
ï ï− ى üé ù
ï ïï ïê ْ− − ï ï ï ïê ْ ي= ‎ ي ‎

ê ْ− − ï ï ï ï
ê ْ ï ï ï ï−ë û î ‏

ï ï
ï ï
î ‏
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مرزي شرايط اعمال

:مي آيد دست به زير صورت به      بردار درايه هاي از هريك )59( رابطه اساس بر F

2 2 21 1 24 4 2

53
( ) 0 (0) (0)(1) 0 0

18
F F S S Fα α و وِ ِ= − + = − − + = ق =ç ÷ç ÷

è ّè ّ
(3.28)

3

53

18
F = (3.29)

:مي شود نوشته زير صورت به )58( رابطه نتيجه در

2

3

0
112 531

53
53 11218

18

ψ
ψ

ى ü− ى üé ù ï ï=ي ‎ ي ‎ê ْ−ë û î ‏ ï ïî ‏

(3.30)
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

1

2 2

3 3

0
112 53 0.28851

(3.30) 53
53 112 0.609818

18

ψ ψ
ψ ψ

− ى ü
و ى−ِ ü ى üé ù ى üï ï

ق = ق ي= ‎ ç ÷ ي ‎ ي ‎ ي ‎ê ْ−ë û î î‏ ‏ î è‏ ّ ï ïî ‏

(3.31)

:داشت خواهيم )3.30( رابطه حل از

:مي آيد دست به زير صورت به       كلي بردار )3.31( رابطه براساس ψ

0

0.2885

0.6098

1

ى ü
ï ï
ï ï= ي ‎
ï ï
ï ïî ‏

ψ (3.32)
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-3 مثال پاسخ

بعدي يك خطي المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 

 

( )xψ

( )xu

x

( )u x

زير حوزه 3نمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسيل مورد نظر در حايت 

3 0.6098ψ =

2 0.2885ψ =

4 1ψ =

1 0ψ =

118

.نماييد محاسبه گرهي سه المان از استفاده با و FEM روش به را زير ديفرانسيل معادله تقريبي پاسخ  -4 مثال

( )

3
sin( )

sin(2)
xy x x= +

2
( )

( )2
(0 , 2)x

x

d y
y x x

dx
+ = ∈

(0)

(2)

@ 0 0
:

@ 2 5

x y
BC

x y

= ق ى=
ي = ق =î

:است زير صورت به تحليلي يا دقيق پاسخ

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(
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-4 مثال پاسخ

.مي شود تقسيم حوزه زير چهار به حوزه كل جا اين در

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

1

1

1 0ψ =

xO

2 3 4

2 3

[ ]0 , 2Ω =

1 0.5=l 2 0.5=l 3 0.5=l
4 0.5=l

4

5

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

6 7 8

2 ?ψ = 3 ?ψ = 4 ?ψ = 5 ?ψ = 6 ?ψ = 7 ?ψ = 8 ?ψ =

9

9 5ψ =

x
1 =

0

x
2=

0
.2

5

x
3=

0
. 5

x
4=

0
.7

5

x
5=

1

x
6=

1
.2

5

x
7=

1
. 5

x
8=

1
.7

5

x
9=

2
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شود نتيجه )52( رابطه در باقيمانده مقدار جايگذاري با

( )
2 ( )

( )( ) ( )
( ) ( )2

1

(4.1) (52) 0
em T xe e

x x
e e

d
x dx

dx

ψ
ψ

=

و وِ ِ
→ ق + − =ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷

è ّè ّ
ه ٍ N (4.2)

:داشت خواهيم )4.2( رابطه بسط با

:مي گردد محاسبه )49( رابطه براساس باقيمانده مقدار

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد ساده )4.3( رابطه در اول عبارت جزء به جزء انتگرال گيري روش از استفاده با

( )
2 ( )

( )( )
( ) 2

e
T xe

x

e

d
dx

dx

ψ
ٍ N

u v ′ uv dx uv u vdx′ ق′ = −ٍ ٍ

:مي شود نتيجه )4.3( رابطه در )4.4( رابطه جايگذاري با

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

(4.4) (4.3)

Te e em m m mT T Tx x xe e e e
x x x x

e e e ee e ee

d d d
dx dx xdx

dx dx dx

ψ ψ
ψ

= = = =

→ ق

و ِ و وِ ِ و وِ ِ و ِ
ç ÷ ç ÷− = −ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷ è ّ è ّè ّ è ّè ّè ّ

ه ه ه ٍه ٍ ٍ
N

N N N

(4.5)

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

  :است شده مهم نتيجه دو به منجر جزء به جزء انتگرال گيري از استفاده

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

Te e em m m mT T Tx x xe e e e
x x x x

e e e ee e ee

d d d
dx dx xdx

dx dx dx

ψ ψ
ψ

= = = =

و ِ و وِ ِ و وِ ِ و ِ
ç ÷ ç ÷− = −ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷ è ّ è ّè ّ è ّè ّè ّ

ه ه ه ٍه ٍ ٍ
N

N N N

 يمرز شرايط تعدادي اعمال طبيعي صورت به -1

 تمعادلا دستگاه حل در مستقيم طور به گره ها در

  .مي شود وارد

 هدرج به دو درجه( است يافته كاهش مرتبه يك مشتق درجه -2

 تقريبي عتاب در فقط پيوستگي حفظ كه مي شود باعث امر اين )يك

.تنيس                  در پيوستگي رعايت به نيازي و باشد نياز ( )
( )
e
x

d

dx
ψ

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:داشت خواهيم )4.5( رابطه چپ سمت عبارات در )50( رابطه از تقريبي تابع جايگذاري با

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

(50) (4.5)

Te e em mT T Tx x xe e e e e
x x x x

e ee ee

d d d
dx xdx

dx dx dx

ψ

= =

→ ق

و وِ ِ و وِ ِ و ِ
ç ÷ç ÷ ç ÷− = −ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷è ّ è ّè ّè ّè ّ

ه ٍه ٍ
N N

N N ψ N N (4.6)

:مي گردد تشكيل زير صورت به )53( رابطه پارامترهاي )4.6( رابطه به توجه با

( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

Te e
Tx xe e e

x x

e

e
T Txe e e

x x

ee

d d
dx

dx dx

d
xdx

dx

ψ

و وِ ِ
ç ÷= −ç ÷ç ÷ç ÷è ّè ّ

و ِ
= −ç ÷ç ÷
è ّ

ٍ

ٍ

N N
s N N

f N N

(4.7)

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

124

-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:داشت خواهيم )4.7( رابطه در )29( رابطه از شكل تابع جايگذاري با

{ }

( )

( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

e
i

e
ie ee e

j je e e e ei k
j i j k

ee
e k

k

e
i

e e
j

x

x
x xx x

x x x x

x
x

x

dN

dx
N

dN dNdN dN
N N N N dx

dx dx dx dx
N

dN

dx

N

N

و ىِ ü
ç ÷ï ï
ç ÷ï ï ى ü
ç ى÷ üï ï ï ïï ï= −ç ي÷ ‎ي ‎ ي ‎

ï ïç ÷ï ï ï ïî ‏
î ç‏ ÷ï ï

ç ÷ï ïç ÷
î è‏ ّ

=

ٍs

f

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

e
ie

x e
j

e ee
k k

e

x

x x

x x

N
d

N xdx
dx

N N

ψ
و ىِ ü ى ü
ç ÷ï ï ï ï−ي ‎ ي ‎ç ÷
ï ï ï ïç ÷
î ‏ î è‏ ّ

ٍ

(4.8)(29) (4.7)→ ق

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شود نتيجه )4.8( رابطه دادن بسط با

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

ee e e
je e e ei i i

i i i j

e e

e e ee
j j je e e e ei

j i j j

e

xx x x
x x x x

x x xx
x x x x

dNdN dN dN
N N dx N N dx

dx dx dx dx

dN dN dNdN
N N dx N N

dx dx dx dx

و وِ ِ
− −ç ÷ç ÷ ç ÷

è ّ è ّ

و ِ و ِ
= − −ç ÷ çç ÷ ç

è ّ è

ٍ ٍ

ٍs

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

e

ee e e
je e e ek i k

k i k j

e e

e e
e ei k

i k

e

e e
j ek

j k

xx x x
x x x x

x x
x x

x x
x

dx

dNdN dN dN
N N dx N N dx

dx dx dx dx

dN dN
N N dx

dx dx

dN dN
N N

dx dx

é
ê
ê
ê
ê

÷ê ÷
ّê

ê و وِ ِ
ê − −ç ÷ç ÷ ç ÷ê è ّ è ّë

و ِ
−ç ÷

è ّ

−

ٍ

ٍ ٍ

ٍ

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

e

e

e e
e ek k

k k

e

x

x x
x x

dx

dN dN
N N dx

dx dx

ù
ْ
ْ
وْ ِ
ْç ÷ç ÷ ْè ّ ْ
وْ ِ

−ç ÷ ْ
è ّ û

ٍ

ٍ

(4.9)(4.8) ق

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شود نتيجه )4.8( رابطه دادن بسط با

( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

e
xe e

i i

ee

e
xe e e

j j

ee

e
xe e

k k

ee

x x

x x

x x

d
N xN dx

dx

d
N xN dx

dx

d
N xN dx

dx

ψ

ψ

ψ

ى üو ِ
ï ï−ç ÷ç ÷ï ïè ّ
ï ï
ï ïو ِï ï= −ç ي÷ ‎ç ÷
ï ïè ّ
ï ï
و ِï ï−ç ÷ï ïç ÷
è ّï ïî ‏

ٍ

ٍ

ٍ

f (4.10)(4.8) ق

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد محاسبه زير صورت به شكل توابع مشتق

(26) ق

( ) ( )

2 2

( ) ( )

2 2

( ) ( )

( ) ( )

4 4
( )( ) (2 )

2 2
( )( ) (2 )

e e
j j

i k k i

e e

e e
k k

i j j i

e e

x x

x x

dN dNd
x x x x x x x

dx dx dx

dN dNd
x x x x x x x

dx dx dx

و ِ
= − − − ق = − − −ç ÷

è ّ

و ِ
= − − ق = − −ç ÷

è ّ

l l

l l

(4.11)

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

j k

i j

x x
e e
x xe e

i i

x x

x x
d d

N N
dx dx

ψ ψو ِ و ِ
= +ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي شود ساده زير صورت به      بردار درايه هاي همچنين ( )ef

( )
( )( )

( )

e
xe

i

e

x
d

N
dx

ψو ِ
ç ÷ç ÷
è ّ

(4.12)

( ) ( )
( ) ( )( )

( )

i

e e
x xe

i

xe

x
d d

N
dx dx

ψ ψو ِ
ق = −ç ÷ç ÷

è ّ

( )
( )( )

( ) 0
e
xe

j

e

x
d

N
dx

ψو ِ
ق =ç ÷ç ÷

è ّ

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

j k

i j

x x
e e
x xe e

k k

x x

x x
d d

N N
dx dx

ψ ψو ِ و ِ
= +ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ

( )
( )( )

( )

e
xe

k

e

x
d

N
dx

ψو ِ
ç ÷ç ÷
è ّ

( ) ( )
( ) ( )( )

( )

k

e e
x xe

k

xe

x
d d

N
dx dx

ψ ψو ِ
ق =ç ÷ç ÷

è ّ
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي دهيم تشكيل المان يا حوزه زير هر براي را )4.10( و )4.9( روابط

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

(4.13)

(1) (1) (1)
11 12 13

(1) (1) (1) (1)
21 22 23

(1) (1) (1)
31 32 33

276 322 41
1

322 624 322
60

41 322 276

s s s

s s s

s s s

é ù −é ù
ê ْ ê ْ= = − −ê ْ ê ْ
ê ْ ê ْ−ë ûë û

s

1 2

1

2

3

3

(4.14)

(2) (2) (2)
11 12 13

(2) (2) (2) (2)
21 22 23

(2) (2) (2)
31 32 33

276 322 41
1

322 624 322
60

41 322 276

s s s

s s s

s s s

é ù −é ù
ê ْ ê ْ= = − −ê ْ ê ْ
ê ْ ê ْ−ë ûë û

s

3 4

3

4

5

5
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي دهيم تشكيل المان يا حوزه زير هر براي را )4.10( و )4.9( روابط

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

(4.15)

(3) (3) (3)
11 12 13

(3) (3) (3) (3)
21 22 23

(3) (3) (3)
31 32 33

276 322 41
1

322 624 322
60

41 322 276

s s s

s s s

s s s

é ù −é ù
ê ْ ê ْ= = − −ê ْ ê ْ
ê ْ ê ْ−ë ûë û

s

5 6

5

6

7

7

(4.16)

(4) (4) (4)
11 12 13

(4) (4) (4) (4)
21 22 23

(4) (4) (4)
31 32 33

276 322 41
1

322 624 322
60

41 322 276

s s s

s s s

s s s

é ù −é ù
ê ْ ê ْ= = − −ê ْ ê ْ
ê ْ ê ْ−ë ûë û

s

7 8

7

8

9

9
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي دهيم تشكيل المان يا حوزه زير هر براي را )2.20( و )2.19( روابط

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

(4.17)

( )
( )

(1)
01

(1) (1)
2

(1)
( )

3
( )

0.5

0

1
4

48

2

e
x

e
x

d

dxf

f

f d

dx

ψ

ψ

ى ü
ï ï− −
ï ïى ü
ï ïï ï= = ي− ‎ ي ‎

ï ï ï ï
î ‏ ï ï−ï ï

î ‏

f

1

2

3

(4.18)

( )
( )

(2)
0.51

(2) (2)
2

(2)
( )

3
( )

1

2

1
12

48

4

e
x

e
x

d

dxf

f

f d

dx

ψ

ψ

ى ü
ï ï− −
ï ïى ü
ï ïï ï= = ي− ‎ ي ‎

ï ï ï ï
î ‏ ï ï−ï ï

î ‏

f

3

4

5

(4.19)

( )
( )

(3)
11

(3) (3)
2

(3)
( )

3
( )

1.5

4

1
20

48

6

e
x

e
x

d

dxf

f

f d

dx

ψ

ψ

ى ü
ï ï− −
ï ïى ü
ï ïï ï= = ي− ‎ ي ‎

ï ï ï ï
î ‏ ï ï−ï ï

î ‏

f

5

6

7

(4.20)

( )
( )

(4)
1.51

(4) (4)
2

(4)
( )

3
( )

2

6

1
28

48

8

e
x

e
x

d

dxf

f

f d

dx

ψ

ψ

ى ü
ï ï− −
ï ïى ü
ï ïï ï= = ي− ‎ ي ‎

ï ï ï ï
î ‏ ï ï−ï ï

î ‏

f

7

8

9
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد تشكيل زير صورت به    كلي ماتري )56( رابطه براساس       ماتريس هاي كردن بندي سرهم با S
( )es

4
9 9 ( )

1

(56) e

e

×

=

ق ∈ Sه= s،

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

(4.21)

276 322 41 0 0 0 0 0 0

322 624 322 0 0 0 0 0 0

41 322 552 322 41 0 0 0 0

0 0 322 624 322 0 0 0 0
1

0 0 41 322 552 322 41 0 0
60

0 0 0 0 322 624 322 0 0

0 0 0 0 41 322 552 322 41

0 0 0 0 0 0 322 624 322

0 0 0 0 0 0 41 322 276

−é ù
ê ْ− −ê ْ
ê ْ− −
ê ْ− −ê ْ
ê قْ = − −
ê ْ

− −ê ْ
ê ْ− −
ê ْ

− −ê ْ
ê ْ−ë û

S

1 2 3 4

1

2

3

4

5

5

6 7 8 9

6

7

8

9
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:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مي گردد تشكيل زير صورت به    كلي ماتري )56( رابطه براساس       ماتريس هاي كردن بندي سرهم با F
( )ef

4
9 ( )

1

(56) e

e=

ق ∈ Fه= f،

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

( )
( )

0

( )
( )

2

4

4

12
1

8
48

20

12

28

8

e
x

e
x

d

dx

d

dx

ψ

ψ
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:داشت خواهيم )55( معادلات دستگاه در )4.22( و )4.21( روابط جايگذاري با-4 مثال پاسخ

(4.21) & (4.22) (55)

276 322 41 0 0 0 0 0 0

322 624 322 0 0 0 0 0 0

41 322 552 322 41 0 0 0 0

0 0 322 624 322 0 0 0 0

0 0 41 322 552 322 41 0 0

0 0 0 0 322 624 322 0 0

0 0 0 0 41 322 552 322 41

0 0 0 0 0 0 322 624 322

0 0 0 0 0 0 41 322 276

→ ق
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ï ï ï ï= ي− ‎ ي ‎
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ï ï ï ï

−ï ï ï ï
ï ï ï ï−ْ ï ï ï ï
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(4.23)

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مرزي شرايط اعمال

.مي گردد حذف      بردار و     ماتريس از 9 و 1 ستون هاي و سطر SF

1

2

3

4

5

6

7

8

276 322 41 0 0 0 0 0 0

322 624 322 0 0 0 0 0 0

41 322 552 322 41 0 0 0 0

0 0 322 624 322 0 0 0 0

0 0 41 322 552 322 41 0 0

0 0 0 0 322 624 322 0 0

0 0 0 0 41 322 552 322 41

0 0 0 0 0 0 322 624 322

0 0 0 0 0 0 41 322 276
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ï ï ï ï= ي− ‎ ي ‎
ï ï ï ï−
ï ï ï ï

−ï ï ï ï
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بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:مرزي شرايط اعمال

:مي آيد دست به زير صورت به      بردار درايه هاي از هريك )59( رابطه اساس بر F

( )( )2 2 2,1 1 2,9 9 2( ) 5 322 (0) (0)(5) 0 5F F S S Fα α= − + = − − − + = ق = − (4.25)

7 220F = − (4.26)

( )( )8 8 8,1 1 8,9 9 8( ) 35 (0)(0) 322 (5) 0 1575F F S S Fα α= − + = − − + − = ق = (4.27)

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

M
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:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

:مي شود نوشته زير صورت به )58( رابطه نتيجه در

2

3

4

5

6

7

8

624 322 0 0 0 0 0 5

322 552 322 41 0 0 0 5

0 322 624 322 0 0 0 15

0 41 322 552 322 41 0 10

0 0 0 322 624 322 0 25

0 0 0 41 322 552 322 220

0 0 0 0 0 322 624 1575
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ï ï ïê ْ
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(4.28)
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:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

:داشت خواهيم )4.28( رابطه حل از

0

1.0662

2.0816

2.9987

3.7760

4.3807

4.7908

4.9962

5

ى ü
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï= ي ‎
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ïî ‏

ψ (4.29)

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل
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-4 مثال پاسخ

:FEM( محدود المان روش Finite Element Method(

( )xψ

( )xy

x

( )y x

زير حوزه 4نمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسيل مورد نظر در حالت 

3ψ

2ψ

4ψ

1 0ψ =

9 5ψ =

بعدي يك دوم درجه المان كمك به ديفرانسيل معادلات حل

5ψ
6ψ

7ψ 8ψ


