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:دمي شو فرض زير صورت به كلي حالت در معادله مرزي شرايط

( ) ( )( ) 0x xp inφ + = ΩL (1)

 باقيمانده روش .است يافته توسعه ديفرانسيل، معادلات تقريبي حل منظور به كه است كلي روش يك وزني باقيمانده روش

 نظر در را زير لديفرانسي معادله كلي فرم .دارد كاربرد مسائل از بسياري حل در و بوده قوي بسيار تقريبي روش يك وزني

:بگيريد

( ): xφمجهول وابسطه متغير

( ): xpمعلوم تابع

:Lكندمي مشخص را ديفرانسيل معادله واقعي فرم كه ديفرانسيلي عملگر .

:Ωاست بررسي مورد ناحيه يا معادله دامنه اُمگا.

( ) ( )( ) 0x xr inφ + = ΓM (2)
:Mديفرانسيلي عملگر

:Γمرزي شرايط نقاط گاما

( ): xrمعلوم تابع
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.بنويسيد             دامنه در را زير ديفرانسيل معادله كلي فرم با  -1 مثال
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-1 مثال پاسخ

):)BC( مرزي شرايط 0) ( 1)0 , 1x xu u= == =

(1.1)[ ]
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و ِü −ç ÷ï
ق Ω =‎ è ّ
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(0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (1.2)

(1)1, 1r
ü

ق = = −‎
‏

M (1.3)

.)نيست بازه است نقطه دو       يعني(                كه گفت مي توان مرزي شرايط به توجه با 0 ,1Γ =Γ
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:است زير صورت به ديفرانسيل معادله اين )دقيق( تحليلي پاسخ فرم-1 مثال پاسخ

( ) 1 2
x x

xu G e G e −= + (1.4)

:داشت خواهيم )1.4( رابطه در مرزي شرايط جايگذاري با

1 2 2
0.42546

1

e
G G

e

ü
ï

ق = − = =‎ −ï
‏

(1.5)

:مي آيد دست به نظر مورد ديفرانسل معادله تحليلي پاسخ )1.4( رابطه در )1.5( رابطه جايگذاري با

( )(1.5) (1.4) 0.42546 0.42546x x
xu e e −→ ق = − (1.6)
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:است اصلي مرحله دو شامل وزني باقيمانده روش

  به اغلب يفرض حل راه .شود مي فرض وابسته متغير كلي رفتار اساس بر تقريبي حل راه يك  :اول مرحله

 لديفرانسي معادله در فرضي حل راه اين سپس .شود برآورده u براي مرزي شرايط كه شود مي انتخاب گونه اي

 برآورده را يلديفرانس معادله كلي طور به است، تقريبي فقط فرضي حل راه كه آنجايي از .شود مي جايگزين

 كردن فرص با سپس .شود مي ناميم، مي باقيمانده را آن ما كه چيزي يا خطا يك به منجر رو اين از و كند نمي

.شود توليد جبري معادلات از سيستمي حوزه كل در   گيري ميانگين با باقيمانده

 آوردن تدس به براي شده تعيين مرزي شرط به توجه با اول مرحله از حاصل معادلات سيستم حل :دوم مرحله

.است نظر مورد تقريبي جواب

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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( ) ( )( ) 0x xp inψ + ≠ ΩL (3)

:مي شود نتيجه )1( رابطه در          تقريبي پاسخ جايگذاري با ( )xψ

:ديگر عبارت به

( ) ( ) ( )( )x x xp R inψ + = ΩL (4)

( ): xRباقيمانده يا شده اندازه گيري خطاي )Residual( مي نماند.

:داشت خواهيم         دامنه روي بر انتگرال گيري و           دلخواه وزني تابع در )1( رابطه ضرب با ( )xwΩ

( )( ) ( ) ( )( ) 0x x xw p dxφ
Ω

+ =ٍ L (5)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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( ) ( ) 0x xw R dx
Ω

≠ٍ (7)

:مي شود نتيجه )5( رابطه در        دقيق پاسخ جاي به         تقريبي پاسخ كردن جايگزين با

( )( ) ( ) ( )( ) 0x x xw p dxψ
Ω

+ ≠ٍ L (6)

( )xψ( )xφ

:)4( رابطه براساس ديگر عبارت به

 كه تاس آن بر سعي وزني باقيمانده روش در .مي دهد نتيجه را پاسخ دامنه روي بر باقيمانده وزني ميانگين )7( رابطه انتگرال

 نزديك دقيق مقدار هب تقريبي پاسخ كار اين با .نمايد ميل صفر يا ناچيز مقدار به تقريبي پاسخ دامنه روي بر انتگرال اين مقدار

:مي شود

( ) ( ) 0x xw R dx
Ω

=ٍ (8)
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( ) ( )
1

( )
n

x x i i
i

xNψ ψ α
=

= ه+ (9)

:است زير صورت به تقريبي پاسخ فرم كه مي شود فرض اينجا در

( ): i xNبرحسب مستقل خطي توابع x حدسي تابع هاي آن ها به كه )Trial Functions( درون يابي توابع يا  

)Interpolation Function( باشد اتيمثلث و جمله اي چند توابع شامل مي تواند حدسي توابع .مي شود گفته نيز.

: iαبرازش ثابت هاي آن ها به كه هستند مجهولي ضرايب  )Fitting coefficients( مي شود گفته نيز.

: nشبراز ثابت هاي تعداد

  برآورده           براي را كلي رزيم رايطش        تقريبي تابع كه مي شوند انتخاب گونه اي به آزمايشي توابعبه طور معمول 
.امكان پذير نمي باشد شهيهم به طور قطع ونبوده  ضروريموضوع كامل  اين اگرچه ،مي كند

( )xψ( )xφ

( ): xψبرحسب حدسي تابع  يك x دارد مرزي شرايط كردن برآورده در سعي كه است.

:است زير صورت به تقريبي پاسخ برداري فرم

( ) ( ) ( )x x xψ ψ= +N α (10)

:آن در كه

{ }
{ }

1 2 3

1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T

n

nx x x x xN N N N

α α α α
=

=α
N

L

L
(11)
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):12(با بسط دادن رابطه 

( ) ( )
1

( )(9) (2) 0
n

x i i x
i

xN rψ α
=

و ِ→ ق + + =ç ÷
è ّ

Mه (12)

:نمايد ارضا را        بازه روي بر كلي حالت در معادله مرزي شرايط بايد          تقريبي پاسخ ( )xψΓ

( )( ) ( )
1

( )(12) ( ) 0
n

x i i x
i

xN rψ α
=

ق + + Mه= M (13)

( )
( ) ( )

( ) 0

( ) 0
i

x x

xN

rψ
=

+ =
M

M
(14)

:ارضا شود     مرزينقاط شرايط زماني برقرار است كه دو شرط زير بر روي  )13(رابطه  Γ
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:             حدسي تابع متداول فرم هاي ( )i xN

 .است يجمله ا چند تابع هاي از استفاده حدسي تابع هاي براي انتخاب ها ساده ترين از يكي :جمله اي چند فرم -الف

  :گرفت نظر در را آن زير صورت به مي توان كه

( ) ( )
1

( )(15) (9)
n

x x i i
i

xgψ ψ α
=

→ ق = ه+ (16)

:مي شود هنوشت زير فرم به تقريبي پاسخ نتيجه در

  .تاس برقرار لاگرانژي درون يابي محدوديت هاي همچنان اما .مي كند توليد صاف منحني شكل به پاسخ يك اين

1 2 1 2

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( , , , )
i i

i m m

x x

x

N g

g x c x c x c c c c

=
= − − − ∈ΓL L

(15)
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:             حدسي تابع متداول فرم هاي ( )i xN

 فوريه سري هاي براساس مثلثاتي تابع هاي از استفاده حدسي تابع هاي براي پركاربر ديگر فرم :مثلثاتي فرم -ب

  :گرفت نظر در صورت به مي توان را سينوسي حدسي تابع يك مثال طور به .مي باشد

( ) sini x
i x

N
π

=
و ِ
ç ÷
è ّl

(17)

( ) ( )
1

(17) (9) sin
n

x x i
i

i xπψ ψ α
=

و ِ→ ق = + ç ÷
è ّ

ه
l

(18)

:مي شود هنوشت زير فرم به تقريبي پاسخ نتيجه در

كه چرا باشد صفر با برابر             و             در مرزي شرايط مقدار آن در كه است حالتي مناسب تقريبي پاسخ اين 0x =x = l

sin(0) sin( ) 0iπ= =
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.بنويسيد             دامنه روي بر زير ديفرانسيل معادله براي مثلثاتي تقريبي پاسخ  -2 مثال

2
( )

( )2
0x

x

d u
u

dx
− =

[ ]0 ,1

-2 مثال پاسخ

):)BC( مرزي شرايط 0) ( 1)0 , 1x xu u= == =

: كنيممي فرض زير صورت به مثلثاتي تقريبي تابع يك

:داشت خواهيم )9( رابطه براساس

( )
1

sin( )
n

x i
i

x i xψ α π
=

= ه+ (2.1)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-2 مثال پاسخ

(0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (2.3)

0
(1) (1)1 1 0BC u d uق = ق − =

(1) (1)( )(2) 0u rق + =M (1)1, 1r
ü

ق = = −‎
‏

M (2.4)

(2.2)&(2.4)

(1) (1)(14) ( ) 0 1(1) 1 0 0 0rψق + = ق − = ق =M OK
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-2 مثال پاسخ

:مي آيد در زير صورت به )2.5( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

( ) ( )
(2.2)

( )(14) 0 sin( ) 0i xN i xπق = ق =M M (2.5)

sin( ) 0i xπ = (2.6)

:داشت خواهيم            يعني جمله سه مثال طور به گرفتن نظر در با 3n =

2

2

2

0 0
2 sin(2 ) @

1 0

x N
i N x

x N
π

= ق ى=
= ق = ق ي = ق =î

3

3

3

0 0
3 sin(3 ) @

1 0

x N
i N x

x N
π

= ق ى=
= ق = ق ي = ق =î

OK

OK
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-2 مثال پاسخ

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
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0
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1

x

1 sin( )N xπ=

2 sin(2 )N xπ=

3 sin(3 )N xπ=
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Weight( وزني تابع هاي Functions(:

: شودمي نوشته زير صورت به وزني تابع كلي حالت در

1

( ) ( )
n

i i
i

x xw wβ
=

ه= (19)

( ): i xwاز معلوم توابع x

: iβتثاب پارامترهاي

( ) ( )x xw = βW (20)

:آن در كه

{ }
{ }

1 2 3

1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n

T

nx x x x xw w w w

β β β β

=

=β

W

L

L
(21)

:است زير صورت به وزني تابع برداري فرم

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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:داشت خواهيم )8( رابطه در وزني تابع برداري فرمت جايگذاري با

:ديگر عبارت به

( )( )(20) (8) 0xx R dx
Ω

→ ق =ٍβW (22)

( )( ) 0xx R dx
Ω

=ٍW (23)

1 ( )

2 ( )

( )

( )

( )

( )

0

0

0

x

x

n x

x

x

x

w R dx

w R dx

w R dx

Ω

Ω

Ω

=

=
ق

=

ٍ

ٍ

ٍ

M

(24)

1

2

( )

( )

( )

( )

(23) 0x

n

x

x

x

w

w
R dx

w
Ω

ى ü
ï ï
ï ï

ق ي= ‎
ï ï
ï ïî ‏

ٍ M

:ايدب رو اين از است ثابت مقدار     بردار كه آنجايي از β

 دست به براي معادله n حال

 اختيار در                   آوردن

.داريم

1 1, , nα α αL
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:داشت خواهيم )4( رابطه در تقريبي پاسخ برداري فرمت جايگذاري با

( ) ( ) ( )( )( )(1) (4) x x xx p Rψ→ ق + + =N αL (25)( ) ( ) ( )( )( ) ( )x x xxR pψ ق+ = +N αL L

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )(25) (23) x xx x x xdx p dx dxψ
Ω Ω Ω

و ِ
→ ق = − −ç ÷

è ّ
ٍ ٍ ٍW N α W WL L (26)

:مي شود نتيجه )23( رابطه در برداري فرمت با باقيمانده مقدار جايگذاري با

:نوشت زير صورت به توان مي را )26( رابطه

=Sα Z (27)

:آن در كه

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

(n n
ij i j

n
x x i i x i x

x x x x

x x x x

dx s w N dx

p dx dx z w p dx w dxψ ψ

×

Ω Ω

Ω Ω Ω Ω

∈ = ق =

∈ = − − ق = − −

ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ ٍ

S W N

Z W W

،

،

L L

L L
(28)
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:مي باشد زير صورت به )65( رابطه بسط

(29)

1 1 1 2 1

1

2 1 2 2 2
2

1 2

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ( (

( ( (

( ( (

n

n

n

n n n n

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

w N dx w N dx w N dx

w N dx w N dx w N dx

w N dx w N dx w N dx

α
α

α

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

é ù
ê ْ

ى üê ْ
ï ïê ْ ï ï

ê ْ ي ‎
ê ْ ï ï
ê ْ ïî ê‏ ْ
ê ْë û

ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ

L

L

M
M M O M

L

L L L

L L L

L L L

1 ( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

x x

x x

n x n x

x x

x x

x x

w p dx w dx

w p dx w dx

w p dx w dx

ψ

ψ

ψ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

=

ï

ى ü− −
ï ï
ï ï
− −ï ïï ï
ي ‎
ï ï
ï ï
− −ï ï
ï ïî ‏

ٍ ٍ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

M

L

L

L

  كهآن بر مشروط ،كرد حل       مجهول ضريب n براي توان مي ار )29(در رابطه  شده ارائهدستگاه معادلات  سيستم

.شود انتخاب مناسبي           به طور وزن تابع ( )xw

iα

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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وزني باقيمانده روش هاي انواع

 روش هاي از يمختلف انواع وزني، تابع ماهيت به بسته رو، اين از .دارد وجود گزينه چندين وزني، تابع انتخاب به توجه با

:از عبارتند استاندارد روش هاي اين از برخي .است شده پيشنهاد وزني باقيمانده

Point( نقطه تخصيص روش .1 Collocation Method(

Sub-Domain( حوزه زير روش .2 Method(  

Galerkin( گالركين روش .4 Method(

Least( مربعات حداقل روش .3 Square Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

  ار باقيمانده كه مي شود انتخاب گونه اي به وزني تابع روش، اين در

 تابع منظور اين براي .كرد صفر با برابر دامنه در مجزا نقطه n در مي توان

Dirac( ديراك دلتاي تابع براساس وزني Delta function( يافته انتقال 

  :مي گردد انتخاب رو روبه صورت به

( ) ( )
0

i

i i

i

x x
x x x

x x
w δ

=
− =

≠

ى∞
= ي

î
(30)

:است زير مشخصات داراي ديراك دلتاي تابع

( ) 1ix x dxδ
∞

−∞
− =ٍ (31)

x

( )ix xδ −

ix
ε ε

1

ε

1 1
2 1

2
Area ε

ε
= × × =

( ) ( ) ( )i ix x x dx xG Gδ
∞

−∞
− =ٍ (32)
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 .باشند         تقريبي تابع در     مجهول ثابت هاي n با برابر بايد                                               ثابت نقاط تعداد

.نمايد صفر با برابر را      نقاط در        باقيمانده مقدار كه دارد سعي PCM روش

, ( 1 , 2 , 3 , , )ix i n∈Ω = Liα( )xψ

( )xRix

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

x

Ω
( )xR

.است     دامنه كل روي بر         باقيمانده شدن صفر اصلي هدف بنابراين
( )xRΩ

.مي كند صفر را        باقيمانده  مقدار      دامنه در     مشخصي نقاط تعداد در PCM روش ixΩ( )xR

x

Ω

1x 2x 3x 1nx − nxixL L

( )xR

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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:مي شود نتيجه )24( رابطه در وزني تابع جاي به ديراك دلتاي تابع جايگذاري با

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

1 ( )

2 ( )

( )

( )

( )

( )

0

0
(30) (24)

0

x

x

n x

x x

x x

x x

R dx

R dx

R dx

δ

δ

δ

Ω

Ω

Ω

−

−

−

=

=
→ ق

=

ٍ

ٍ

ٍ

M

(33)

:داشت خواهيم )32( رابطه در ديراك دلتاي تابع ويژگي به توجه با

( )( ) ( )(32) & (33) 0i x ix x xR dx Rδ
Ω

− ق= =ٍ (34)( ) 0 ( 1 , 2 , 3 , , )ixR i n=ق = L

.گردد صفر نقطه n در كه مي شود مجبور           باقيمانده مقدار
( )xR

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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:مي شود نتيجه )28( رابطه در وزني تابع جاي به ديراك دلتاي تابع جايگذاري با همچنين

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

(35)
( ) ( )

( ) ( ))

( ) ( ) ( )

(ij i j

i i x i x

x x x

x x x x

s N dx

z p dx dx

δ

δ δ ψ
Ω

Ω Ω

−

− −

=

= − −

ٍ

ٍ ٍ

L

L
(30) (28)→ ق

:داشت خواهيم )32( رابطه در ديراك دلتاي تابع ويژگي به توجه با

(32) & (35) ق (36)
( ))

( ) ( )( )

(ij j i

i i i

x

x x

s N

z p ψ
=

= − −
L

L

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

(37)

1 1 2 1 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 2 2

1 2

( )) ( )) ( )) ( ) ( )

( )) ( )) ( )) ( ) ( )

( )) ( )) ( )) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ( (

( ( (

( ( (

n

n

n n n n n n n

x x x x x

x x x x x

x x x x x

N N N p

N N N p

N N N p

α ψ
α ψ

α ψ

− −é ù ى ü ى ü
ê ْ ï ï ï ï− −ï ï ï ïê ْ ي= ‎ ي ‎
ê ْ ï ï ï ï
ê ْ ï ï ï ï− −ë û î ‏ î ‏

L

L

M M O M M M

L

L L L L

L L L L

L L L L

:مي آيد در زير صورت به )29( رابطه ،)36( رابطه اساس بر

(36) (29)→ ق

 مطلوبي ويژگي معادله، حل جستجوي زمان در كه نمي كند توليد را متقارن ضرايب ماتريس خودكار طور به PCM روش§

.ندارد شده انتخاب تقريبي جواب نوع به ربطي تقارن همچنين .است

Classical( محدود تفاضل روش همان معادل PCM روش داد نشان توان مي§ Finite Difference Method( است.

.است حداقل PCM روش در نياز مورد محاسباتي عمليات§

.هستند فرص واقع در نقاط آن در خطاها كه نيست معني اين به گسسته نقاط در صفر روي بر باقيمانده مقدار تنظيم§

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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 مقايسه تحليلي مقدار با و محاسبه PCM روش به زير حالت دو در  را شده داده نشان تير در خيز تقريبي مقدار  -3 مثال

.نماييد

مثلثاتي فرم حدسي تابع -الف

جمله اي چند فرم حدسي تابع -ب

0M

,EIl

0M

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-3 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

  :است زير صورت به تير بر حاكم ديفرانسيل معادله ،خيز و خمش بين رابطه به توجه با

:تاس زير صورت به مرزي شرايط شكل به توجه با

  :مي آيد دست به تحليلي پاسخ مستقيم انتگرال گيري روش از استفاده با

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

28

-3 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

:مي گردد يبازنويس زير صورت به تير بر حاكم ديفرانسيل معادله

(3.4)

2

2

0
( )

(0 , )

x

d

dx

M
p

EI

و ِ
ü ç ÷
ï è قّ Ω =‎
ï = ‏−

l

L =

:ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت به حدسي تابع )18( رابطه در جمله دو تنها گرفتن نظر در با

:)3.5( رابطه به توجه با

1 2 ( )( ) ( )
2

(3.5) sin , sin , 0xx x
x x

N N
π π ψ= =
و ِ و ِ

ق =ç ÷ ç ÷
è ّ è ّl l

(3.6)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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0
(0) (0)0 0 0BC y d yق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0y rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (3.7)

(3.6)&(3.7)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψق + = ق + = ق =M

0
( ) ( )0 0 0BC y d yق = ق + =l l

( ) ( )( )(2) 0y rق + =l lM ( )1, 0r
ü

ق = =‎
‏

lM (3.8)

(3.6)&(3.8)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψق + = ق + = ق =l lM

OK

OK

-3 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

( )
(3.6)

( )(14) 0 sin 0i x
i x

N
πو وِ ِ

ق = ق =ç ÷ç ÷
è ّè ّl

M M (3.9)

:ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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:مي آيد در زير صورت به )3.9( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

( ) sin 0i x
i x

N
π

=
و ِ =ç ÷
è ّl

(3.10)

:داشت خواهيم            يعني جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

2

2

2

(0)
( )

( )

0 02
2 sin 0 @

0
x

x Nx
i N

x N

π
=

= ق وى= ِ= ق = ق çي ÷ = ق =è ّ î l ll

-3 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

:مي شود تشكيل زير صورت به ثابت نقطه 2 فرض با معادلات دستگاه )37( رابطه براساس

:ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

OK

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-3 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

:مي كنيم محاسبه تك تك را )3.11( رابطه پارامترهاي اكنون

 ثابت نقطه 2 اين .مي دهيم قرار         تقريبي تابع در     مجهول ثابت هاي تعداد همان 2 با برابر را      ثابت نقاط تعداد

 بهترين مي دانيمن كه آنجايي از  .گردد صفر كه شود مجبور آنجا در باقيمانده تابع مقدار كه شوند انتخاب گونه اي به بايد

 كل نبي از دارد امكان كه جايي تا است بهتر اما( مي كنيم انتخاب دلخواه به را نقطه 2 محل رو اين از است كدام انتخاب

  :)گيرند قرار مساوي بيش و كم فواصل در ديگر عبارت به دامنه، از خاصي بخش نه شود انتخاب دامنه

ixiα( )xψ

(3.13)0
1 2( ) ( )x x

M
p p

EI
= = −

1 2( ) ( )( ) ( ) 0x xψ ψ= =L (3.14)

:ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-3 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

:ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

11

2 2 2

2 1 2 12 2 2

33

( )) ( ))
2 4 2 2 3

( sin sin (
xx

x x
d x x

N N
dx

π π π π

==

= = −
و وِ ِ و ِ= − çق ÷ ç ÷ç ÷

è ّ è ّè ّ lll l l l
L L (3.16)

22

2 2 2

1 2 1 22 2 2
22

33

( )) ( ))
3

( sin sin (
2

xx

x x
d x x

N N
dx

π π π π

==

= = −
و وِ ِ و ِ= − çق ÷ ç ÷ç ÷

è ّ è ّè ّ lll l l l
L L (3.17)

2

2 2 2
( ))

2 3
( xN

π
=
l

L (3.18)

2

1 1 2
( ))

3
(

2
xN

π
= −

l
L (3.15)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-3 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

:ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

:داشت خواهيم )3.11( معادلات دستگاه در )3.18( تا )3.13( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

1
2 2

20
02 2

1 1 2

2 2
2 20

2 2

3 2 3
2

2
(3.19) 3

3 2 3
0

2

M
M

EI
EI

M

EI

π π
α α

πα απ π

−

− −

−

é ù ى ü ى üê ْ ï ï ى− ü ى üï ï ï ïê قْ = ق ي= ‎ ي ‎ ي ‎ ي ‎
ê ْî ‏ î ï‏ ï ï ï

î ê‏ ْ ï ïî ë‏ û

l
l l

l l

(3.20)

:مي شود نتيجه )3.19( معادله حل با

2 2
0

2 2
1

2 2
2 0

2 2

3 2 3

2(3.13) (3.18) (3.11)
3 2 3

2

M

EIto
M

EI

π π
α
απ π

− −

−

é ù ى ü
ê ْ ï ïى ü ï ïê ْ→ ق ي= ‎ ي ‎
ê ْ î ‏ ï ï
ê ْ ï ïî ë‏ û

l l

l l

(3.19)

)ستني متقارن ضرايب ماتريس(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-3 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

:ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

:مي آيد دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )3.5( رابطه در      ثابت هاي جايگذاري با
iα

(3.20) (3.5)→ ق
2

0
( ) 2

2
sin

3
x

M x

EI

πψ
π

و ِ= − ç ÷
è ّ

l

l
(3.21)

( )xψ
( )xy

l0
x

Deflection

ل مورد نظرنمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسي

  هگسست نقاط در خطا مقدار(

)است نشده صفر لزوما

3

l 2

3

l

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-3 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

 به حدسي تابع يك مرزي شرايط به مربوط نقاط به توجه با همچنين و )16( رابطه در جمله يك تنها گرفتن نظر در با

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت

:)3.22( رابطه به توجه با

1 ( ) 0( )(3.22) ( ) , xxN x x ψ α=ق − =l (3.23)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

36

(3.7)&(3.23)

(0) (0) 0(14) ( ) 0 1( ) 0 0rψ αق + = ق + =M

(3.8)&(3.23)&(3.24)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψق + = ق + = ق =l lM

OK

OK

-3 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

0
(0) (0)0 0 0BC y d yق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0y rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (3.7) )تكراري(

0
( ) ( )0 0 0BC y d yق = ق + =l l

( ) ( )( )(2) 0y rق + =l lM ( )1, 0r
ü

ق = =‎
‏

lM (3.8) )تكراري(

(3.24)

0 0
Must be

αق = 0 ق0 =

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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:مي آيد در زير صورت به )3.25( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

1( ) ( ) 0xN x x= − =l (3.26)

:داشت خواهيم            يعني جمله  يك گرفتن نظر در با 1n =

-3 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

:ودمي ش تشكيل زير صورت به ثابت نقطه 1 فرض با معادلات دستگاه )37( رابطه براساس

OK

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-3 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

:مي كنيم محاسبه تك تك را )3.27( رابطه پارامترهاي اكنون

 ثابت نقطه 1 اين .مي دهيم قرار         تقريبي تابع در     مجهول ثابت هاي تعداد همان 1 با برابر را      ثابت نقاط تعداد

 بهترين ي دانيمنم كه آنجايي از  .گردد صفر كه شود مجبور آنجا در باقيمانده تابع مقدار كه شود انتخاب گونه اي به بايد

 كل نبي از دارد امكان كه جايي تا است بهتر اما( مي كنيم انتخاب دلخواه به را نقطه 1 محل رو اين از است كدام انتخاب

  :)گيرند قرار مساوي بيش و كم فواصل در ديگر عبارت به دامنه، از خاصي بخش نه شود انتخاب دامنه

ixiα( )xψ

(3.29)0 0
( ) 1( )x x

M M
p p

EI EI
= − ق = −

( ) 1( )( ) 00x xψ ψ == ق L (3.30)

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-3 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

1 1( ))( 2xN =L (3.31)

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

:داشت خواهيم )3.27( معادله در )3.31( تا )3.29( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

0
1(3.29) (3.31) (3.27)

2

M
to

EI
α→ ق = (3.32)

: آيدمي دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )3.22( رابطه در      ثابت  جايگذاري با
1α

(3.32) (3.22)→ ق 0
( ) ( )

2
x

M
x x

EI
ψ = − l (3.33) )است دقيق پاسخ همان(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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.نماييد محاسبه PCM روش به را زير ديفرانسيل معادله تقريبي پاسخ  -4 مثال

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

( )

3
sin( )

sin(2)
xy x x= +

2
( )

( )2
(0 , 2)

x

x

d y
y x x

dx
+ = ∈

(0)

(2)

@ 0 0
:

@ 2 5

x y
BC

x y

= ق ى=
ي = ق =î

:است زير صورت به تحليلي يا دقيق پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-4 مثال پاسخ

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

:مي گردد بازنويسي زير صورت به حاكم ديفرانسيل معادله

(4.1)

2

2

( )

1
(0 , 2)

x

d

dx

p x

و ِü +ç ÷ï
ق Ω =‎ è ّ

ï = ‏−

L =

 با همچنين و )16( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .مي گيريم نظر در جمله اي چند فرم به حدسي تابع يك جا اين در

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت به حدسي تابع يك مرزي شرايط به مربوط نقاط به توجه

:)4.2( رابطه به توجه با

2
1 2 ( )( ) ( )(4.2) ( 2) , ( 2) , 2.5xx xN x x N x x xψ= ق= − − = (4.3)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-4 مثال پاسخ

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

(4.3)&(4.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψق + = ق + =M OK

( )
( )
( )

(4.3)

2
( )

1 ( 2) 0
(14) 0

2 ( 2) 0
i x

for i x x
N

for i x x

= − =
ق = ق

= − =

M
M

M
(4.6)

0
(0) (0)0 0 0BC y d yق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0y rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (4.4)

0 ق0 =

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-4 مثال پاسخ

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

:مي آيد در زير صورت به )4.6( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

1

2
2

( )

( )

1 ( 2) 0
(4.4) (4.5) (4.6)

2 ( 2) 0

x

x

for i N x x
or

for i N x x

=

=

= − =
→ ق

= − =
(4.7)

:داشت خواهيم            يعني جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

22
2

2

(0)
( )

(2)

0 0
2 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

= ق ى=
= ق − = ق ي = ق =î

OK

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-4 مثال پاسخ

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

1 1 2 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 2

( )) ( )) ( ) ( )

( )) ( )) ( ) ( )

( )

( )

( (
(37)

( (

x x x x

x x x x

N N p

N N p

α ψ
α ψ

− −é ù ى ü ى ü
ق ي= ‎ ي ‎ê ْ − −ë û î ‏ î ‏

L L L

L L L
(4.8)

:دمي شو تشكيل زير صورت به ثابت نقطه 2 فرض با معادلات دستگاه )37( رابطه براساس

 ثابت نقطه 2 اين .مي دهيم قرار         تقريبي تابع در     مجهول ثابت هاي تعداد همان 2 با برابر را      ثابت نقاط تعداد

 بهترين مي دانيمن كه آنجايي از  .گردد صفر كه شود مجبور آنجا در باقيمانده تابع مقدار كه شوند انتخاب گونه اي به بايد

 كل نبي از دارد امكان كه جايي تا است بهتر اما( مي كنيم انتخاب دلخواه به را نقطه 2 محل رو اين از است كدام انتخاب

  :)گيرند قرار مساوي بيش و كم فواصل در ديگر عبارت به دامنه، از خاصي بخش نه شود انتخاب دامنه

ixiα( )xψ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(



-4 مثال پاسخ

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

45

:مي كنيم محاسبه تك تك را )4.8( رابطه پارامترهاي اكنون

1( )
2

3
xp = − (4.10)

2
4

3

( ) 2( )
4

(4.1)
3

x

x xp x p

=

ق = − ق = − (4.11)

( )( ) 2.5x xψ =L (4.12)

1( )( )
5

3
xψ =L (4.13)

2
42 2
3

( ) ( )( ) ( )
10

(4.12) 2.5
3x

x xxψ ψ
=

= ق= Lق L (4.14)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-4 مثال پاسخ

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

2 1( ))
16

(
27

xN = −L (4.16)

1 2( ))
10

(
9

xN =L (4.17)

( )
2

2

2
2 3 2

42 2 2 22
4 3
3

( )) ( ))
76

( 1 ( 2) ( 2 6 4) (
27x

x

x x
d

N x x x x x N
dx =

=

= =
و ِ

+ − = − + − çق ÷
è ّ

L L (4.18)

( )
1

1

2
2

21 1 1 12
2 3
3

( )) ( ))
10

( 1 ( 2) ( 2 2) (
9x

x

x x
d

N x x x x N
dx =

=

= =
و ِ

+ − = − + çق ÷
è ّ

L L (4.15)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-4 مثال پاسخ

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

1

1 1

2 2

10 16 243
19 27 230

(4.19)
10 76 2 135

9 27 460

α α
α α

−
é ù ى ü− −ê ْ ï ï−ى ü ى üى ü ï ï

ق = ق =ê يْ ‎ ي ‎ ي ‎ ي ‎−î î‏ ‏ î ê‏ ْ ï ï−
ê ْ ï ïë û î ‏

(4.20)

:مي شود نتيجه )4.19( معادله حل با

:مي آيد دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )4.2( رابطه در      ثابت هاي جايگذاري با
iα

:داشت خواهيم )4.8( معادلات دستگاه در )4.18( تا )4.10( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

3 2
( )

135 54 1061
(4.20) (4.2)

460 115 230
x x x xψ→ ق = − − + (4.21)

1

2

10 16
19 27

(4.10) (4.18) (4.8)
10 76 2

9 27

to
α
α

é ù−ê ْ ى− ü ى ü
→ ق =ê ْ ي ‎ ي ‎−î î‏ ê‏ ْ

ê ْë û

(4.19)

)ستني متقارن ضرايب ماتريس(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-4 مثال پاسخ

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

y

 

 

( )xψ
( )xy

x

( )y x

ل مورد نظرنمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسي

گسسته مقدار خطا در نقاط (

)نشده استصفر لزوما 

2

3
x = 4

3
x =

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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.نماييد محاسبه PCM روش به را زير ديفرانسيل معادله تقريبي پاسخ  -5 مثال

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

( ) 0.42546 0.42546x x
xu e e −= −

2
( )

( )2
0 (0 ,1)

x

x

d u
u x

dx
− = ∈

(0)

(1)

@ 0 0
:

@ 1 1

x u
BC

x u

= ق ى=
ي = ق =î

:است زير صورت به تحليلي يا دقيق پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-5 مثال پاسخ

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

:مي گردد بازنويسي زير صورت به حاكم ديفرانسيل معادله

( ) ( )( )(1) 0x xu pق + =L

2

( )2
1 0 0x

d
u

dx

و ِ
ق − + =ç ÷

è ّ
(5.1)[ ]

2

2

( )

1
0 ,1

0x

d

dx

p

و ِü −ç ÷ï
ق Ω =‎ è ّ

ï ‏=

L =

2
( )

( )2
0x

x

d u
u

dx
− =

 توجه با همچنين و )18( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .مي گيريم نظر در مثلثاتي فرم به حدسي تابع يك جا اين در

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت به حدسي تابع يك مرزي شرايط به مربوط نقاط به

( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 2
1

(18) sin sin sin 2
n

x x i x
i

i x
x x x

πψ ψ α ψ α π α π
=

و ِ
ق = + ق = + +ç ÷

è ّ
ه

l
(5.2)

:)5.2( رابطه به توجه با

( ) ( )1 2 ( )( ) ( )(5.2) sin , sin 2 , xx xN x N x xπ π ψ= ق= = (5.3)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-5 مثال پاسخ

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

(5.3)&(5.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψق + = ق + =M

(5.3)&(5.5)

(1) (1)(14) ( ) 0 1(1) 1 0rψق + = ق − =M

OK

OK

( ) ( )
(5.3)

( )(14) 0 sin( ) 0i xN i xπق = ق =M M (5.6)

0
(0) (0)0 0 0BC u d uق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0u rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (5.4)

0
(1) (1)1 1 0BC u d uق = ق − =

(1) (1)( )(2) 0u rق + =M (1)1, 1r
ü

ق = = −‎
‏

M (5.5)

0 ق0 =

0 ق0 =

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-5 مثال پاسخ

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

:مي آيد در زير صورت به )5.6( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

( )(5.4) (5.5) (5.6) sin( ) 0i xor N i xπ=→ ق = (5.7)

:داشت خواهيم            يعني جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1

1

1

(0)
( )

(1)

0 0
1 sin( ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

= ق ى=
= ق = ق ي = ق =î

2

2

2

(0)
( )

(1)

0 0
2 sin(2 ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

= ق ى=
= ق = ق ي = ق =î

OK

OK

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-5 مثال پاسخ

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

1 1 2 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 2

( )) ( )) ( ) ( )

( )) ( )) ( ) ( )

( )

( )

( (
(37)

( (

x x x x

x x x x

N N p

N N p

α ψ
α ψ

− −é ù ى ü ى ü
ق ي= ‎ ي ‎ê ْ − −ë û î ‏ î ‏

L L L

L L L
(5.8)

:مي شود تشكيل زير صورت به ثابت نقطه 2 فرض با معادلات دستگاه )37( رابطه براساس

 ثابت نقطه 2 اين .مي دهيم قرار         تقريبي تابع در     مجهول ثابت هاي تعداد همان 2 با برابر را      ثابت نقاط تعداد

 بهترين مي دانيمن كه آنجايي از  .گردد صفر كه شود مجبور آنجا در باقيمانده تابع مقدار كه شوند انتخاب گونه اي به بايد

 كل نبي از دارد امكان كه جايي تا است بهتر اما( مي كنيم انتخاب دلخواه به را نقطه 2 محل رو اين از است كدام انتخاب

  :)گيرند قرار مساوي بيش و كم فواصل در ديگر عبارت به دامنه، از خاصي بخش نه شود انتخاب دامنه

ixiα( )xψ

1 2

1 2
, ( 1 , 2) ,

3 3
ix x xi∈Ω = ق = = (5.9)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

-5 مثال پاسخ

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(
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:مي كنيم محاسبه تك تك را )5.8( رابطه پارامترهاي اكنون

( ) 1 2( ) ( ) 0(5.1) 0x x xp p p ق= = ق = (5.10)

( )( )x xψ = −L (5.11)

1
11 1
3

( ) ( )( ) ( )
1

(5.11)
3x

x xxψ ψ
=

= = ق− − Lق L (5.12)

2
22 2
3

( ) ( )( ) ( )
2

(5.11)
3x

x xxψ ψ
=

= = ق− − Lق L (5.13)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-5 مثال پاسخ

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

( ) ( )
1

1

2
2 2

12 1 2 12
1 3
3

( )) ( ))
3

( 1 sin 2 (1 4 )sin 2 ( (1 4 )
2x

x

x x
d

N x x N
dx

π π π π
=

=

و ِ
= − = − + ق = − +ç ÷
è ّ

L L (5.15)

( ) ( )
2

2

2
2 2

21 2 1 22
2 3
3

( )) ( ))
3

( 1 sin (1 )sin ( (1 )
2x

x

x x
d

N x x N
dx

π π π π
=

=

و ِ
= − = − + ق = − +ç ÷
è ّ

L L (5.16)

( ) ( )
2

2

2
2 2

22 2 2 22
2 3
3

( )) ( ))
3

( 1 sin 2 (1 4 )sin 2 ( (1 4 )
2x

x

x x
d

N x x N
dx

π π π π
=

=

و ِ
= − = − + ق = +ç ÷
è ّ

L L (5.17)

2
1 1( ))

3
( (1 )

2
xN π= − +L (5.14)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-5 مثال پاسخ

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

12 2
1 1 3

2 2
2 2

1 53.1160(1 ) (1 4 )2
(5.18) 10

2 4.7544(1 ) (1 4 )3 3

α απ π
α απ π

−

−−é ùى ü ى ü− + − + ى ü ى ü
ق = ق = ي× ‎ ي ‎ ي ‎ ي ‎ê ْ− + + î ‏ î î‏ ‏ î ë‏ û

(5.19)

:مي شود نتيجه )5.18( معادله حل با

:مي آيد دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )5.2( رابطه در      ثابت هاي جايگذاري با
iα

:داشت خواهيم )5.8( معادلات دستگاه در )5.17( تا )5.10( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

( ) ( )3 3
( )(5.19) (5.2) 53.1160 10 sin 4.7544 10 sin 2x x x xψ π π− −→ ق = − × + × (5.20)

2 2
1

2 2
2

1(1 ) (1 4 )3 1
(5.10) (5.17) (5.8)

22 3(1 ) (1 4 )
to

απ π
απ π

é ù ى ü− + − + ى ü
→ ق ي= ‎ ي ‎ê ْ− + + î î‏ ë‏ û

(5.18)

)تنيس متقارن ضرايب ماتريس(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-5 مثال پاسخ

:PCM( نقطه تخصيص روش .1 Point Collocation Method(

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

 

( )xψ
( )xu

x

( )u x

ل مورد نظرنمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسي

گسسته مقدار خطا در نقاط (

)شده استصفر تقريبا 

1

3
x =

2

3
x =

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

  گونه اي هب وزني تابع .مي شود تبديل باشد نداشته همپوشاني كه مختلف بازه زير تعدادي به دامنه روش، اين در

 پله اي ابعت براساس وزني تابع منظور اين براي .كرد صفر با برابر بازه زير n در مي توان را باقيمانده كه مي شود انتخاب

Step( واحد Function( مي گردد انتخاب زير صورت به:  

1
( ) ( )

1
( 1 , 2 , , )

0
i i

i i

x x x
x xw U i n

else
+≤ ≤

=
ى

= ي=
î

L (38)

:است زير مشخصات داراي واحد پله اي تابع

x

( )ixS

ix

1

1ix +

1

( ) ( ) ( )
i

i

x

i x
x x dx x dxU G G

+∞

−∞
=ٍ ٍ (39)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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 .باشند         تقريبي تابع در     مجهول ثابت هاي n با برابر بايد                                                         بازه ها زير تعداد

.نمايد صفر با برابر را بازه ها زير تمام در        باقيمانده مقدار كه دارد سعي SDM روش

1( , ) , ( 1 , 2 , 3 , , )i ix x i n+ ∈Ω = Liα( )xψ

( )xR

x

Ω
( )xR

.است     دامنه كل روي بر         باقيمانده شدن صفر اصلي هدف بنابراين ( )xRΩ

.مي كند صفر را        باقيمانده  مقدار      دامنه در                 مشخصي بازه زير تعداد در SDM روش
1( , )i ix x +Ω( )xR

x

Ω

1x 2x 3x nx 1nx +ixL L

( )xR

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

 مساحت زير بازه ها به سمت(

)صفر ميل مي كند

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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:مي شود نتيجه )24( رابطه در وزني تابع جاي به واحد پله اي تابع جايگذاري با

1 ( )

2 ( )

( )

( )

( )

( )

0

0
(38) (24)

0

x

x

n x

x

x

x

U R dx

U R dx

U R dx

Ω

Ω

Ω

=

=
→ ق

=

ٍ

ٍ

ٍ

M

(40)

:داشت خواهيم )39( رابطه در واحد پله اي تابع ويژگي به توجه با

1

( ) ( )( )(39) & (40) 0
i

i

x

i x xx
xU R dx R dx

+

Ω

ق = =ٍ ٍ (41)
1

( ) 0 ( 1 , 2 , 3 , , )
i

i

x

xx
R dx i n

+
ق = =ٍ L

.گردد رصف اجبار به بازه زير هر طول در باقيمانده ميانگين مقدار كه است معني بدان اين

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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:مي شود نتيجه )28( رابطه در وزني تابع جاي به واحد پله اي تابع جايگذاري با همچنين

(42)
( ) ( )

( ) ( ))

( ) ( ) ( )

(ij i j

i i x i x

x x

x x

s U N dx

z U p dx U dxψ
Ω

Ω Ω

=

= − −

ٍ

ٍ ٍ

L

L
(38) (28)→ ق

:داشت خواهيم )39( رابطه در واحد پله اي تابع ويژگي به توجه با

(39) & (42) ق

1

1 1

( ) ( )

( ))

( )

(
i

i

i i

i i

x

ij jx

x x

i x xx x

xs N dx

z p dx dxψ

+

+ +

=

= − −

ٍ

ٍ ٍ

L

L
(43)

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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2 2 2

1 1 1

3 3 3

2 2 2

1 1 1

2

1

1 2

1

1 2 2

1 2

( )

( )) ( )) ( ))

( )) ( )) ( ))

( )) ( )) ( ))

( ( (

( ( (

( ( (
n n n

n n n

x x x

nx x x

x x x

nx x x

x x x n

nx x x

x

xx

x x x

x x x

x x x

N dx N dx N dx

N dx N dx N dx

N dx N dx N dx

p dx

α
α

α
+ + +

é ù
ê ْ ى ü
ê ْ ï ï
ê ْ ï ï

ي ‎ê ْ
ï ïê ْ
ï ïê ْ î ‏

ê ْ
ë û

−

=

ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ

ٍ

L

L

MM M O M

L

L L L

L L L

L L L

2

1

3 3

2 2

1 1

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )
n n

n n

x

xx

x x

x xx x

x x

x xx x

dx

p dx dx

p dx dx

ψ

ψ

ψ+ +

ى ü−
ï ï
ï ï
− −ï ï

ي ‎
ï ï
ï ï
ï ï− −
î ‏

ٍ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

M

L

L

L

(44)

:مي آيد در زير صورت به )29( رابطه ،)43( رابطه اساس بر
(43) (29)→ ق

Finite( محدود حجم پركابردروش همان معادل SDM روش داد نشان توان مي§ Volume Method( ديناميك در 

:CFD( محاسباتي سيالات Computational Fluid Dynamics( است.

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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 مقايسه تحليلي مقدار با و محاسبه SDM روش به زير حالت دو در  را شده داده نشان تير در خيز تقريبي مقدار  -6 مثال

.نماييد

مثلثاتي فرم حدسي تابع -الف

جمله اي چند فرم حدسي تابع -ب

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

0M

,EIl

0M
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-6 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

  :است زير صورت به تير بر حاكم ديفرانسيل معادله ،خيز و خمش بين رابطه به توجه با

2
( )

02
0 (0 , )xd y

EI M x
dx

− = ∈ l (6.1)

:تاس زير صورت به مرزي شرايط شكل به توجه با

(0)

( )

@ 0 0
:

@ 0

x y
BC

x y

= ق ى=
ي = ق =î ll

(6.2)

  :مي آيد دست به تحليلي پاسخ مستقيم انتگرال گيري روش از استفاده با

0
( ) ( )

2
x

M
y x x

EI
= − l (6.3)

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-6 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:مي گردد يبازنويس زير صورت به تير بر حاكم ديفرانسيل معادله

( ) ( )( )(1) 0x xy pق + =L

2
0

( )2
0x

Md
y

dx EI

و ِ
ق − =ç ÷

è ّ
(6.4)

2

2

0
( )

(0 , )

x

d

dx

M
p

EI

و ِ
ü ç ÷
ï è قّ Ω =‎
ï = ‏−

l

L =
2

( ) 0
2

(6.1) xd y M

dx EI
ق =

:ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت به حدسي تابع )18( رابطه در جمله دو تنها گرفتن نظر در با

( ) ( ) ( ) 1 2
1

2
(18) sin sin sin

n

x x i x
i

i x x xπ π πψ ψ α ψ α α
=

و ِ و ِ و ِ
ق = + ق = +ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ّ è ّ è ّ
ه

l l l
(6.5)

:)6.5( رابطه به توجه با

1 2 ( )( ) ( )
2

(6.5) sin , sin , 0xx x
x x

N N
π π ψ= =
و ِ و ِ

ق =ç ÷ ç ÷
è ّ è ّl l

(6.6)

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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0
(0) (0)0 0 0BC y d yق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0y rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (6.7)

(6.6)&(6.7)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψق + = ق + = ق =M

0
( ) ( )0 0 0BC y d yق = ق + =l l

( ) ( )( )(2) 0y rق + =l lM ( )1, 0r
ü

ق = =‎
‏

lM (6.8)

(6.6)&(6.8)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψق + = ق + = ق =l lM

OK

OK

-6 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

( )
(6.6)

( )(14) 0 sin 0i x
i x

N
πو وِ ِ

ق = ق =ç ÷ç ÷
è ّè ّl

M M (6.9)

:ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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:مي آيد در زير صورت به )6.9( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

( ) sin 0i x
i x

N
π

=
و ِ =ç ÷
è ّl

(6.10)

:داشت خواهيم            يعني جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1

1

1

(0)
( )

( )

0 0
1 sin 0 @

0
x

x Nx
i N

x N

π = ق وى= ِ= ق = = ق çي ÷ = ق =è ّ î l ll

2

2

2

(0)
( )

( )

0 02
2 sin 0 @

0
x

x Nx
i N

x N

π
=

= ق وى= ِ= ق = ق çي ÷ = ق =è ّ î l ll

0M

,EIl

0M

:مي شود تشكيل زير صورت به بازه زير 2 فرض با معادلات دستگاه )44( رابطه براساس

OK

OK

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

:ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف-6 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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0M

,EIl

0M

:مي كنيم محاسبه تك تك را )6.11( رابطه پارامترهاي اكنون

 2 ايجاد براي .مي دهيم قرار         تقريبي تابع در     مجهول ثابت هاي تعداد همان 2 با برابر را                 بازه ها زير تعداد

 شود مجبور فضا زير 2 در باقيمانده تابع مقدار كه شوند انتخاب گونه اي به بايد ثابت نقطه 3 اين .داريم نياز نقطه 3 به بازه زير

 بهتر اما( مي كنيم انتخاب دلخواه به را نقطه 3 محل رو اين از است كدام انتخاب بهترين نمي دانيم كه آنجايي از .گردد صفر كه

 بيش و كم فواصل در ديگر عبارت به دامنه، از خاصي بخش نه شود انتخاب دامنه كل بين از دارد امكان كه جايي تا است

  :)گيرند قرار مساوي

1( , )i ix x +iα( )xψ

1 2 3, ( 1 , 2 , 3) 0 , ,
2

ix x x xi∈Ω = ق = = =l
l (6.12)

3

2

0
( )

0 0
( )

2 2

x
x

xx

M
p

EI M M
p dx dx

EI EI

ى
ï
ï= − ق ي
ï = − = −
ïî
ٍ ٍ

l

l

l
(6.13)

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

:ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف-6 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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0M

,EIl

0M

2 3

1 2
( ) ( ) ( )( ) ( ) 00

x x

x x x
x x

dx dxψ ψ ψ= == ق ٍ ٍL L (6.14)

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

:ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف-6 مثال پاسخ

2

1
1( ))(

x

x
xN dx

π
−=ٍ l

L (6.15)

2 2 2

1 1 1

2 2

2 22

0

( )) ( ))
2 2 2 4

( sin cos (
x x x

x x x
x x

d x x
N dx dx N dx

dx

π π π π
−

و وِ ِ و ِ= = ق =ç ÷ ç ÷ç ÷
è ّ è ّè ّ

ٍ ٍ ٍ

l

l l l l
L L (6.16)

3 3 3

2 2 2

2

1 12

2

( )) ( ))( sin cos (
x x x

x x x
x x

d x x
N dx dx N dx

dx

π π π πو وِ ِ و ِ= = ق = −ç ÷ ç ÷ç ÷
è ّ è ّè ّ

ٍ ٍ ٍ
l

ll l l l
L L (6.17)

3 3 3

2 2 2

2

2 22

2

( )) ( ))
2 2 2 4

( sin cos (
x x x

x x x
x x

d x x
N dx dx N dx

dx

π π π πو وِ ِ و ِ= = ق =ç ÷ ç ÷ç ÷
è ّ è ّè ّ

ٍ ٍ ٍ
l

ll l l l
L L (6.18)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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0M

,EIl

0M

:داشت خواهيم )6.11( معادلات دستگاه در )6.18( تا )6.13( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

1

20
0

1 1

2 20

4

2
(6.19) 2

4
0

2

M
M

EI
EI

M

EI

π π
α α

πα απ π

−

− −
ى üé ù

ى üï ïê ىْ ü ى ü −ï ï ï ï
ق = ق =ê يْ ‎ ي ‎ ي ‎ ي ‎

î ‏ î ê‏ ْ ï ï ï ï− î ê‏ ْ ï ïë û î ‏

l
l

l l

l

l l

(6.20)

:مي شود نتيجه )6.19( معادله حل با

0

1

2 0

4

2(6.13) (6.18) (6.11)
4

2

M

EIto
M

EI

π π
α
απ π

− −
ى üé ù
ï ïê ْ ى ü ï ï→ ق =ê ْ ي ‎ ي ‎

î ê‏ ْ ï ï−
ê ْ ï ïë û î ‏

l

l l

l

l l

(6.19)

)ستني متقارن ضرايب ماتريس(

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

:ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف-6 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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0M

,EIl

0M

:مي آيد دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )6.5( رابطه در      ثابت هاي جايگذاري با
iα

(6.20) (6.5)→ ق
2

0
( ) sin

2
x

M x

EI

πψ
π

و ِ= − ç ÷
è ّ

l

l
(6.21)

( )xψ
( )xy

l
0

x

Deflection

ل مورد نظرنمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسي

2

l

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

:ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف-6 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-6 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

 به حدسي تابع يك مرزي شرايط به مربوط نقاط به توجه با همچنين و )16( رابطه در جمله يك تنها گرفتن نظر در با

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت

( ) ( ) ( ) 0 1
1

( )(16) ( )
n

x x i i x
i

xg x xψ ψ α ψ α α
=

ق = + ق = + ه− l (6.22)

:)6.22( رابطه به توجه با

1 ( ) 0( )(6.22) ( ) , xxN x x ψ α=ق − =l (6.23)

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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(6.7)&(6.23)

(0) (0) 0(14) ( ) 0 1( ) 0 0rψ αق + = ق + =M

(6.8)&(6.23)&(6.24)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψق + = ق + = ق =l lM

OK

OK

0M

,EIl

0M

( ) ( )
(6.23)

( )(14) 0 ( ) 0i xN x xق = ق − =lM M (6.25)

0
(0) (0)0 0 0BC y d yق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0y rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (6.7) )تكراري(

0
( ) ( )0 0 0BC y d yق = ق + =l l

( ) ( )( )(2) 0y rق + =l lM ( )1, 0r
ü

ق = =‎
‏

lM (6.8) )تكراري(

(6.24)

0 0
Must be

αق = 0 ق0 =

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب-6 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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:مي آيد در زير صورت به )6.25( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

1( ) ( ) 0xN x x= − =l (6.26)

:داشت خواهيم            يعني جمله  يك گرفتن نظر در با 1n =

1

1

1

(0)
( )

( )

0 0
1 ( ) 0 @

0
x

x N
i N x x

x N
=

= ق ى=
= ق − = ق ي = ق =î

l
l l

0M

,EIl

0M

:مي شود تشكيل زير صورت به بازه زير 1 فرض با معادلات دستگاه )44( رابطه براساس

OK

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب-6 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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0M

,EIl

0M

:مي كنيم محاسبه تك تك را )6.27( رابطه پارامترهاي اكنون

1 2, ( 1, 2 ) 0 ,ix x xi∈Ω = ق = = l (6.28)

2

1

0 0 0
( ) ( ) 0

x

x xx

M M M
p p dx dx

EI EI EI
= − ق = − = −ٍ ٍ

l l
(6.29)

2

1
( ) ( )( )0 0

x

x xx
dxψ ψ= ق =ٍ L (6.30)

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب-6 مثال پاسخ

 1 ايجاد براي .مي دهيم قرار         تقريبي تابع در     مجهول ثابت هاي تعداد همان 1 با برابر را                 بازه ها زير تعداد

 شود مجبور فضا زير 1 در باقيمانده تابع مقدار كه شوند انتخاب گونه اي به بايد ثابت نقطه 2 اين .داريم نياز نقطه 2 به بازه زير

 بهتر اما( مي كنيم انتخاب دلخواه به را نقطه 2 محل رو اين از است كدام انتخاب بهترين نمي دانيم كه آنجايي از .گردد صفر كه

 بيش و كم فواصل در ديگر عبارت به دامنه، از خاصي بخش نه شود انتخاب دامنه كل بين از دارد امكان كه جايي تا است

  :)گيرند قرار مساوي

1( , )i ix x +iα( )xψ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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0M

,EIl

0M

2

1
1( ))( 2

x

x
xN dx =ٍ lL (6.31)

:داشت خواهيم )6.27( معادله در )6.31( تا )6.29( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

0
1(6.29) (6.31) (6.27)

2

M
to

EI
α→ ق = (6.32)

: آيدمي دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )6.22( رابطه در      ثابت  جايگذاري با
1α

(6.32) (6.22)→ ق 0
( ) ( )

2
x

M
x x

EI
ψ = − l (6.33) )است دقيق پاسخ همان(

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب-6 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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.نماييد محاسبه SDM روش به را زير ديفرانسيل معادله تقريبي پاسخ  -7 مثال

( )

3
sin( )

sin(2)
xy x x= +

2
( )

( )2
(0 , 2)x

x

d y
y x x

dx
+ = ∈

(0)

(2)

@ 0 0
:

@ 2 5

x y
BC

x y

= ق ى=
ي = ق =î

:است زير صورت به تحليلي يا دقيق پاسخ

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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:مي گردد بازنويسي زير صورت به حاكم ديفرانسيل معادله-7 مثال پاسخ

( ) ( )( )(1) 0x xy pق + =L

2

( )2
1 0x

d
y x

dx

و ِ
ق + − =ç ÷

è ّ
(7.1)

2

2

( )

1
(0 , 2)

x

d

dx

p x

و ِü +ç ÷ï
ق Ω =‎ è ّ

ï = ‏−

L =

2
( )

( )2

x

x

d y
y x

dx
+ =

 با همچنين و )16( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .مي گيريم نظر در جمله اي چند فرم به حدسي تابع يك جا اين در

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت به حدسي تابع يك مرزي شرايط به مربوط نقاط به توجه

2
( ) ( ) ( ) 1 2

1

( )(16) 2.5 ( 2) ( 2)
n

x x i i x
i

xg x x x x xψ ψ α ψ α α
=

ق = + ق = + − + ه− (7.2)

:)7.2( رابطه به توجه با

2
1 2 ( )( ) ( )(7.2) ( 2) , ( 2) , 2.5xx xN x x N x x xψ= ق= − − = (7.3)

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-7 مثال پاسخ

(7.3)&(7.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψق + = ق + =M

(7.3)&(7.5)

(2) (2)(14) ( ) 0 1(2.5 2) 5 0rψق + = ق × − =M

OK

OK

( )
( )
( )

(7.3)

2
( )

1 ( 2) 0
(14) 0

2 ( 2) 0
i x

for i x x
N

for i x x

= − =
ق = ق

= − =

M
M

M
(7.6)

0
(0) (0)0 0 0BC y d yق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0y rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (7.4)

0
(2) (2)5 5 0BC y d yق = ق − =

(2) (2)( )(2) 0y rق + =M (2)1, 5r
ü

ق = = −‎
‏

M (7.5)

0 ق0 =

0 ق0 =

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-7 مثال پاسخ

:مي آيد در زير صورت به )7.6( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

1

2
2

( )

( )

1 ( 2) 0
(7.4) (7.5) (7.6)

2 ( 2) 0

x

x

for i N x x
or

for i N x x

=

=

= − =
→ ق

= − =
(7.7)

:داشت خواهيم            يعني جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1

1

1

(0)
( )

(2)

0 0
1 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

= ق ى=
= ق − = ق ي = ق =î

22
2

2

(0)
( )

(2)

0 0
2 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

= ق ى=
= ق − = ق ي = ق =î

OK

OK

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-7 مثال پاسخ

2 2 2 2

1 1 1 1

3 3 3 3

2 2 2 2

1 2 ( ) ( )
1

2
1 2 ( ) ( )

( )) ( ))

( )) ( ))

( )

( )

( (
(44)

( (

x x x x

x xx x x x

x x x x

x xx x x x

x x

x x

N dx N dx p dx dx

N dx N dx p dx dx

ψα
α ψ

é ù ى ü− −
ى üê ْ ï ï

ق ي= ‎ ي ‎ê ْ
î ‏ ï ï− −ê ْ

ë û î ‏

ٍ ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ ٍ

L L L

L L L
(7.8)

:مي شود تشكيل زير صورت به بازه زير 2 فرض با معادلات دستگاه )44( رابطه براساس

 براي .مي دهيم قرار         تقريبي تابع در     مجهول ثابت هاي تعداد همان 2 با برابر را               بازه ها زير تعداد

 زير 2 در باقيمانده تابع مقدار كه شوند انتخاب گونه اي به بايد ثابت نقطه 3 اين .داريم نياز نقطه 3 به بازه زير 2 ايجاد

 دلخواه به را نقطه 3 محل رو اين از است كدام انتخاب بهترين نمي دانيم كه آنجايي از .گردد صفر كه شود مجبور فضا

 عبارت به ،دامنه از خاصي بخش نه شود انتخاب دامنه كل بين از دارد امكان كه جايي تا است بهتر اما( مي كنيم انتخاب

  :)گيرند قرار مساوي بيش و كم فواصل در ديگر

1( , )i ix x +iα( )xψ

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

-7 مثال پاسخ

82

:مي كنيم محاسبه تك تك را )7.8( رابطه پارامترهاي اكنون

2 2

1 1

1

( ) ( ) ( )0

1 1
(7.1) ( )

2 2

x x

x x xx x
p x p dx x dx p dxق = − ق = − = − ق = −ٍ ٍ ٍ (7.10)

3

2
( )

3

2

x

xx
p dx = −ٍ (7.11)

2

1
( )( )

5

4

x

xx
dxψ =ٍ L (7.12)

3 3

2 2

2
2

( ) ( ) ( )21
( ) ( )

15 15
(7.3) 2.5 1 (2.5 )

4 4

x x

x x xx x

d
x dx x dx dx

dx
ψ ψ ψ

و ِ
ق = ق = + = ق =ç ÷

è ّ
ٍ ٍ ٍL L (7.13)

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-7 مثال پاسخ

2

1
2 ( ))

9
(

4

x

x
xN dx =ٍ L (7.15)

( )3 3

2 2

2
2 3

2
2

1 121
1

( )) ( ))
4

( 1 ( 2) 2 (
3 3

x x

x x
x x

d x
N dx x x dx x x N dx

dx
=

و ِ و ِ
+ − = − + ق =ç ÷ ç ÷

è ّ è ّ
ٍ ٍ ٍL L (7.16)

( )3 3

2 2

2
2 4

2
2 2

2 221
1

( )) ( ))
39

( 1 ( 2) 2 (
4 4

x x

x x
x x

d x
N dx x x dx x N dx

dx
=

و ِ و ِ
+ − = + ق =ç ÷ ç ÷

è ّ è ّ
ٍ ٍ ٍL L (7.17)

( )2 2

1 1

1
2 3

1
2

1 120
0

( )) ( ))
4

( 1 ( 2) 2 (
3 3

x x

x x
x x

d x
N dx x x dx x x N dx

dx

و ِ و ِ
= + − = − + ق =ç ÷ ç ÷

è ّ è ّ
ٍ ٍ ٍL L (7.14)

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

84

-7 مثال پاسخ

1

1 1

2 2

4 9 93

3 4 404
(7.18)

4 39 9 1

3 4 4 5

α α
α α

−
é ù ى üى ü −−ê ْ ï ïï ïى ü ى üï ï ï ï

ق = ق =ê يْ ‎ ي ‎ ي ‎ ي ‎
î ‏ î ê‏ ْ ï ï ï ï− −

ê ْ ï ï ï ïî ë‏ û î ‏

(7.19)

:مي شود نتيجه )7.18( معادله حل با

:مي آيد دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )7.2( رابطه در      ثابت هاي جايگذاري با
iα

:داشت خواهيم )7.8( معادلات دستگاه در )7.17( تا )7.10( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

3 2
( )

1 7 59
(7.19) (7.2)

5 40 20
x x x xψ→ ق = − + + (7.20)

1

2

4 9 3

3 4 4(7.10) (7.17) (7.8)
4 39 9

3 4 4

to
α
α

é ù ى ü−ê ْ ï ïى ü ï ï→ ق =ê ْ ي ‎ ي ‎
î ê‏ ْ ï ï−

ê ْ ï ïî ë‏ û

(7.18)

)ستني متقارن ضرايب ماتريس(

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-7 مثال پاسخ

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

 

 

( )xψ
( )xy

x

( )y x

ل مورد نظرنمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسي

1x =

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

86

.نماييد محاسبه SDM روش به را زير ديفرانسيل معادله تقريبي پاسخ  -8 مثال

( ) 0.42546 0.42546x x
xu e e −= −

2
( )

( )2
0 (0 ,1)x

x

d u
u x

dx
− = ∈

(0)

(1)

@ 0 0
:

@ 1 1

x u
BC

x u

= ق ى=
ي = ق =î

:است زير صورت به تحليلي يا دقيق پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(
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:مي گردد بازنويسي زير صورت به حاكم ديفرانسيل معادله-8 مثال پاسخ

( ) ( )( )(1) 0x xu pق + =L

2

( )2
1 0 0x

d
u

dx

و ِ
ق − + =ç ÷

è ّ
(8.1)[ ]

2

2

( )

1
0 ,1

0x

d

dx

p

و ِü −ç ÷ï
ق Ω =‎ è ّ

ï ‏=

L =

2
( )

( )2
0x

x

d u
u

dx
− =

 توجه با همچنين و )18( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .مي گيريم نظر در مثلثاتي فرم به حدسي تابع يك جا اين در

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت به حدسي تابع يك مرزي شرايط به مربوط نقاط به

( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 2
1

(18) sin sin sin 2
n

x x i x
i

i x
x x x

πψ ψ α ψ α π α π
=

و ِ
ق = + ق = + +ç ÷

è ّ
ه

l
(8.2)

:)8.2( رابطه به توجه با

( ) ( )1 2 ( )( ) ( )(8.2) sin , sin 2 , xx xN x N x xπ π ψ= ق= = (8.3)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(
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-8 مثال پاسخ

(8.3)&(8.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψق + = ق + =M

(8.3)&(8.5)

(1) (1)(14) ( ) 0 1(1) 1 0rψق + = ق − =M

OK

OK

( ) ( )
(8.3)

( )(14) 0 sin( ) 0i xN i xπق = ق =M M (8.6)

0
(0) (0)0 0 0BC u d uق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0u rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (8.4)

0
(1) (1)1 1 0BC u d uق = ق − =

(1) (1)( )(2) 0u rق + =M (1)1, 1r
ü

ق = = −‎
‏

M (8.5)

0 ق0 =

0 ق0 =

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(
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-8 مثال پاسخ

:مي آيد در زير صورت به )8.6( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

( )(8.4) (8.5) (8.6) sin( ) 0i xor N i xπ=→ ق = (8.7)

:داشت خواهيم            يعني جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1

1

1

(0)
( )

(1)

0 0
1 sin( ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

= ق ى=
= ق = ق ي = ق =î

2

2

2

(0)
( )

(1)

0 0
2 sin(2 ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

= ق ى=
= ق = ق ي = ق =î

OK

OK

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(
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-8 مثال پاسخ

2 2 2 2

1 1 1 1

3 3 3 3

2 2 2 2

1 2 ( ) ( )
1

2
1 2 ( ) ( )

( )) ( ))

( )) ( ))

( )

( )

( (
(44)

( (

x x x x

x xx x x x

x x x x

x xx x x x

x x

x x

N dx N dx p dx dx

N dx N dx p dx dx

ψα
α ψ

é ù ى ü− −
ى üê ْ ï ï

ق ي= ‎ ي ‎ê ْ
î ‏ ï ï− −ê ْ

ë û î ‏

ٍ ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ ٍ

L L L

L L L
(8.8)

:مي شود تشكيل زير صورت به بازه زير 2 فرض با معادلات دستگاه )37( رابطه براساس

  براي .مي دهيم قرار         تقريبي تابع در     مجهول ثابت هاي تعداد همان 2 با برابر را                 بازه ها زير تعداد

 زير 2 در باقيمانده تابع مقدار كه شوند انتخاب گونه اي به بايد ثابت نقطه 3 اين .داريم نياز نقطه 3 به بازه زير 2 ايجاد

 دلخواه به را نقطه 3 محل رو اين از است كدام انتخاب بهترين نمي دانيم كه آنجايي از  .گردد صفر كه شود مجبور فضا

 عبارت به ،دامنه از خاصي بخش نه شود انتخاب دامنه كل بين از دارد امكان كه جايي تا است بهتر اما( مي كنيم انتخاب

  :)گيرند قرار مساوي بيش و كم فواصل در ديگر

1( , )i ix x +iα( )xψ

1 2 3

1
, ( 1 , 2 , 3) 0 , , 1

2
ix x x xi∈Ω = ق = = = (8.9)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(



-8 مثال پاسخ

91

:مي كنيم محاسبه تك تك را )8.8( رابطه پارامترهاي اكنون

2 3

1 2
( ) ( ) ( ) 0(8.1) 0

x x

x x xx x
p p dx p dx ق= = ق =ٍ ٍ (8.10)

2 2

1 1

1 2

2
( ) ( ) ( )20

( ) ( )
1

(8.3) 1 ( )
8

x x

x x xx x

d
x dx x dx dx

dx
ψ ψ ψ=

و ِ
ق = ق − ق = −ç ÷

è ّ
ٍ ٍ ٍL L (8.11)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(

3

2
( )( )

3

8

x

xx
dxψ = −ٍ L (8.12)

92

-8 مثال پاسخ

( )2 2

1 1

1
1 2 2 22
2

2 220
0

( )) ( ))
1 4 1 4

( 1 sin 2 cos(2 ) (
2

x x

x x
x x

d
N dx x dx x N dx

dx

π ππ π
π π

و ِ + += − = ق = −ç ÷
è ّ

ٍ ٍ ٍL L (8.14)

( )3 3

2 2

12 2 2
1

11 12
12
2

( )) ( ))
1 1

( 1 sin cos( ) (
x x

x x
x x

d
N dx x dx x N dx

dx

π ππ π
π π

و ِ + += − = ق = −ç ÷
è ّ

ٍ ٍ ٍL L (8.15)

3

2

2

2 ( ))
1 4

(
x

x
xN dx

π
π
+=ٍ L (8.16)

( )2 2

1 1

1
1 2 2 22
2

1 120
0

( )) ( ))
1 1

( 1 sin cos( ) (
x x

x x
x x

d
N dx x dx x N dx

dx

π ππ π
π π

و ِ + += − = ق = −ç ÷
è ّ

ٍ ٍ ٍL L (8.13)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(
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-8 مثال پاسخ

12 2
1 1 3

2 2
2 2

1 72.2561 1 4
(8.17) 10

3 9.70148 1 (1 4 )

α απ ππ
α απ π

−

−−é ùى ü ى ü+ + ى ü ى ü
ق = − ق = ي× ‎ ي ‎ ي ‎ ي ‎ê ْ+ − + î ‏ î î‏ ‏ î ë‏ û

(8.18)

:مي شود نتيجه )8.17( معادله حل با

:مي آيد دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )8.2( رابطه در      ثابت هاي جايگذاري با
iα

:داشت خواهيم )8.8( معادلات دستگاه در )8.16( تا )8.10( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

( ) ( )3 3
( )(8.18) (8.2) 72.256 10 sin 9.7014 10 sin 2x x x xψ π π− −→ ق = − × + × (8.19)

2 2
1

2 2
2

11 1 4
(8.10) (8.16) (8.8)

381 (1 4 )
to

απ π π
απ π

é ù ى ü+ + ى ü
→ ق = ي− ‎ ي ‎ê ْ+ − + î î‏ ë‏ û

(8.17)

)تنيس متقارن ضرايب ماتريس(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(
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-8 مثال پاسخ

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

 

( )xψ
( )xu

x

( )u x

ل مورد نظرنمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسي

0.5x =

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:SDM( حوزه زير روش .2 Sub-Domain Method(
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:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

( )
( ) ( 1 , 2 , 3 , , )x

i

i

x
R

w i n
α
∂
= =
∂

L (45)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

 .مي شود گرفته نظر در     حدسي تابع در برازش نامعين ثابت هاي به نسبت باقيمانده مشتق با برابر وزني تابع روش، اين در

  :مي گردد انتخاب زير صورت به وزني تابع نتيجه در

iα

:مي شود نتيجه )24( رابطه در )45( پيشنهادي وزني تابع جايگذاري با

( )

( )

1

( )

( )

2

( )

( )

0

0
(45) (24)

0

x

x

x

x

x

x

n

R
R dx

R
R dx

R
R dx

α

α

α

Ω

Ω

Ω

∂
=

∂
∂

=
→ ق ∂

∂
=

∂

ٍ

ٍ

ٍ

M

(46)

96

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:گرفت نتيجه توان مي )46( رابطه از
2

( ) ( )

( )

1
(46) 0 0

2

x x

x

i i

R R
R dx dx

α αΩ Ω

∂ ∂
ق = ق =

∂ ∂ٍ ٍ (47)

 حداقل هب بايد     برازش ثابت هاي به توجه با      دامنه در باقيمانده مجذور ميانگين كه است معني اين به )47( رابطه

   .مي گردد صفر         باقيمانده عملا صفر، به باقيمانده مجذور ميانگين رساندن با بنابراين .برسد

Ω
iα

( )xR

( )( ) ( ) ( )
1

( )( )

(25)

n

x x i i x
i

xR N pψ α
=

+

ق

و ِ= +ç ÷
è ّ
Lه L

:داشت خواهيم )25( رابطه در      برازش ثابت به نسبت         باقيمانده از مشتق گيري با ( )xRiα

( )
( ) ( ) ( )1

( )
( )

n

i i
x x xi

i i i i

xN
R p

α
ψ

α α α α
=+

و ِ∂ ç ÷∂ ∂ ∂è قّ = +
∂ ∂ ∂ ∂

ه L
L

0 0

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )
x

i i n n

i i

x x x x
R

N N N Nα α α α
α α

+ + + + +
∂ ∂

ق =
∂ ∂

L LL L L L

(48)
( )

( )( )
x

i

i

x
R

N
α
∂

ق =
∂

L

( )( )i xN= L
0 0 0

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:مي شود نتيجه )48( رابطه استفاده و )28( رابطه در )45( وزني تابع جايگذاري با

(49)

( ) ( )

( ) ( ))

( ) ( ) ( )

( ) (

( ) ( )

ij i j

i i x i x

x x

x x

s N N dx

z N p dx N dxψ
Ω

Ω Ω

=

= − −

ٍ

ٍ ٍ

L L

L L L

(48)

(45) (28)→ ق

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( ( ) ( ( ) (

( ) ( ( ) ( ( ) (

( ) ( ( ) ( ( ) (

n

n

n n n n

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

N N dx N N dx N N dx

N N dx N N dx N N dx

N N dx N N dx N N dx

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

é ù
ê ْ
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êë û

ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ

L

L

M M O M

L

L L L L L L

L L L L L L

L L L L L L

1

2

1 ( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

n

x x

x x

n x n x

x x

x x

x x

N p dx N dx

N p dx N dx

N p dx N dx

α
α

α

ψ

ψ

ψ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

ى üْ
ï ïْ ï ï =ْ ي ‎
ْ ï ï
ْ ï ïî ْ‏
ْ

ى ü− −
ï ï
ï ï
− −ï ïï ï
ي ‎
ï ï
ï ï
− −ï ï
ï ïî ‏

ٍ ٍ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

M

M

L L L

L L L

L L L

(50)

(49):مي آيد در زير صورت به )29( رابطه ،)49( رابطه اساس بر (29)→ ق

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

  . كندمي توليد )مثبت اصلي قطر درايه هاي( معين مثبت و متقارن را ضرايب ماتريس خودكار طور به LSM روش§

.است هزينه پر LSM روش در نياز مورد محاسباتي عمليات§
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 مقايسه تحليلي مقدار با و محاسبه LSM روش به زير حالت دو در  را شده داده نشان تير در خيز تقريبي مقدار  -9 مثال

.نماييد

مثلثاتي فرم حدسي تابع -الف

جمله اي چند فرم حدسي تابع -ب

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

0M

,EIl

0M

100

-9 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

  :است زير صورت به تير بر حاكم ديفرانسيل معادله ،خيز و خمش بين رابطه به توجه با

2
( )

02
0 (0 , )

xd y
EI M x

dx
− = ∈ l (9.1)

:تاس زير صورت به مرزي شرايط شكل به توجه با

(0)

( )

@ 0 0
:

@ 0

x y
BC

x y

= ق ى=
ي = ق =î ll

(9.2)

  :مي آيد دست به تحليلي پاسخ مستقيم انتگرال گيري روش از استفاده با

0
( ) ( )

2
x

M
y x x

EI
= − l (9.3)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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-9 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:مي گردد يبازنويس زير صورت به تير بر حاكم ديفرانسيل معادله

( ) ( )( )(1) 0x xy pق + =L

2
0

( )2
0x

Md
y

dx EI

و ِ
ق − =ç ÷

è ّ
(9.4)

2

2

0
( )

(0 , )

x

d

dx

M
p

EI

و ِ
ü ç ÷
ï è قّ Ω =‎
ï = ‏−

l

L =
2

( ) 0
2

(9.1)
xd y M

dx EI
ق =

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت به حدسي تابع )18( رابطه در جمله يك تنها گرفتن نظر در با

( ) ( ) ( ) 1
1

(18) sin sin
n

x x i x
i

i x xπ πψ ψ α ψ α
=

و ِ و ِ
ق = + ق =ç ÷ ç ÷

è ّ è ّ
ه

l l
(9.5)

:)9.5( رابطه به توجه با

1 ( )( )(9.5) sin , 0xx
x

N
π ψ=
و ِ

ق =ç ÷
è ّl

(9.6)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

102

0
(0) (0)0 0 0BC y d yق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0y rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (9.7)

(9.6)&(9.7)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψق + = ق + = ق =M

0
( ) ( )0 0 0BC y d yق = ق + =l l

( ) ( )( )(2) 0y rق + =l lM ( )1, 0r
ü

ق = =‎
‏

lM (9.8)

(9.6)&(9.8)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψق + = ق + = ق =l lM

OK

OK

-9 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

( )
(9.6)

1( )(14) 0 sin 0x
x

N
πو وِ ِ

ق = ق =ç ÷ç ÷
è ّè ّl

M M (9.9)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف
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:مي آيد در زير صورت به )9.9( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

1( ) sin 0x
x

N
π

=
و ِ =ç ÷
è ّl

(9.10)

:داشت خواهيم            يعني جمله دو گرفتن نظر در با 1n =

1

1

1

(0)
( )

( )

0 0
1 sin 0 @

0
x

x Nx
i N

x N

π = ق وى= ِ= ق = = ق çي ÷ = ق =è ّ î l ll

0M

,EIl

0M

:مي شود تشكيل زير صورت به جمله 1 فرض با معادلات دستگاه )50( رابطه براساس

OK

-9 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

104

0M

,EIl

0M

:مي كنيم محاسبه تك تك را )9.11( رابطه پارامترهاي اكنون

-9 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

(9.4) & (9.6) ق

0
1 ( )( )

2
( ) xx

M
N p dx

EI

π

Ω

=ٍ l
L (9.12)

( ) 1 ( )( ) ( )(9.6) 0 ( ) 0x xxN dxψ ψ
Ω

ق = ق =ٍL L (9.13)

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف
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0M

,EIl

0M

-9 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

(9.14)
4

1 1 3
( ) ( ))( ) (

2
x xN N dx

π

Ω

ق =ٍ l
L L

:داشت خواهيم )9.11( معادلات دستگاه در )9.14( تا )9.12( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

2
0

1 3

4
(9.12) (9.14) (9.11)

M
to

EI
α

π
→ ق = − l

(9.15)

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

106

0M

,EIl

0M

 

( )xψ
( )xy

l
0

x

Deflection

ل مورد نظرنمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسي

-9 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

: آيدمي دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )9.5( رابطه در      ثابت  جايگذاري با
1α

(9.15) (9.5)→ ق
2

0
( ) 3

4
sinx

M x

EI

πψ
π

و ِ= − ç ÷
è ّ

l

l
(9.16)

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف
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0M

,EIl

0M

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

 به حدسي تابع يك مرزي شرايط به مربوط نقاط به توجه با همچنين و )16( رابطه در جمله يك تنها گرفتن نظر در با

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت

( ) ( ) ( ) 0 1
1

( )(16) ( )
n

x x i i x
i

xg x xψ ψ α ψ α α
=

ق = + ق = + ه− l (9.17)

:)9.17( رابطه به توجه با

1 ( ) 0( )(9.17) ( ) , xxN x x ψ α=ق − =l (9.18)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

-9 مثال پاسخ

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

108

(9.7)&(9.18)

(0) (0) 0(14) ( ) 0 1( ) 0 0rψ αق + = ق + =M

(9.8)&(9.18)&(9.19)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψق + = ق + = ق =l lM

OK

OK

0M

,EIl

0M

( ) ( )
(9.18)

( )(14) 0 ( ) 0i xN x xق = ق − =lM M (9.20)

0
(0) (0)0 0 0BC y d yق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0y rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (9.7) )تكراري(

0
( ) ( )0 0 0BC y d yق = ق + =l l

( ) ( )( )(2) 0y rق + =l lM ( )1, 0r
ü

ق = =‎
‏

lM (9.8) )تكراري(

(9.19)

0 0
Must be

αق = 0 ق0 =

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

-9 مثال پاسخ

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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:مي آيد در زير صورت به )9.20( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

1( ) ( ) 0xN x x= − =l (9.21)

:داشت خواهيم            يعني جمله  يك گرفتن نظر در با 1n =

1

1

1

(0)
( )

( )

0 0
1 ( ) 0 @

0
x

x N
i N x x

x N
=

= ق ى=
= ق − = ق ي = ق =î

l
l l

0M

,EIl

0M

OK

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

-9 مثال پاسخ

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

:مي شود تشكيل زير صورت به جمله 1 فرض با معادلات دستگاه )50( رابطه براساس

1 1 1 1 ( ) 1 ( )( ) ( )) ( ) ( ) ( )(50) ( ) ( ( ) ( )x xx x x xN N dx N p dx N dxα ψ
Ω Ω Ω

و ِ
ق = − −ç ÷

è ّ
ٍ ٍ ٍL L L L L (9.11)

)تكراري(

110

0M

,EIl

0M

:ممي كني محاسبه تك تك را دارد چندجمله اي فرم حدسي تابع كه حالتي در  )9.11( رابطه پارامترهاي اكنون

-9 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

(9.4) & (9.18) ق

0
1 ( )( )

2
( ) xx

M
N p dx

EIΩ

ق = −ٍ
l

L (9.22)

( ) 1 ( )( ) ( )(9.18) & (9.19) 0 ( ) 0x xxN dxψ ψ
Ω

ق = ق =ٍL L (9.23)

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

02M

EI
= − l0

0

2M x

EI
= −

l
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0M

,EIl

0M

-9 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

(9.24)1 1( ) ( ))( ) ( 4x xN N dx
Ω

ق =ٍ lL L

0
4 4x =l l

:داشت خواهيم )9.11( معادلات دستگاه در )9.24( تا )9.22( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

0
1(9.22) (9.24) (9.11)

2

M
to

EI
α→ ق = (9.25)

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

: آيدمي دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )9.17( رابطه در      ثابت  جايگذاري با
1α

(9.25) (9.17)→ ق 0
( ) ( )

2
x

M
x x

EI
ψ = − l (9.26) )است دقيق پاسخ همان(

112

.نماييد محاسبه LSM روش به را زير ديفرانسيل معادله تقريبي پاسخ  -10 مثال

( )

3
sin( )

sin(2)
xy x x= +

2
( )

( )2
(0 , 2)x

x

d y
y x x

dx
+ = ∈

(0)

(2)

@ 0 0
:

@ 2 5

x y
BC

x y

= ق ى=
ي = ق =î

:است زير صورت به تحليلي يا دقيق پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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:مي گردد بازنويسي زير صورت به حاكم ديفرانسيل معادله-10 مثال پاسخ

( ) ( )( )(1) 0x xy pق + =L

2

( )2
1 0x

d
y x

dx

و ِ
ق + − =ç ÷

è ّ
(10.1)

2

2

( )

1
(0 , 2)

x

d

dx

p x

و ِü +ç ÷ï
ق Ω =‎ è ّ

ï = ‏−

L =

2
( )

( )2

x

x

d y
y x

dx
+ =

 با همچنين و )16( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .مي گيريم نظر در جمله اي چند فرم به حدسي تابع يك جا اين در

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت به حدسي تابع يك مرزي شرايط به مربوط نقاط به توجه

2
( ) ( ) ( ) 1 2

1

( )(16) 2.5 ( 2) ( 2)
n

x x i i x
i

xg x x x x xψ ψ α ψ α α
=

ق = + ق = + − + ه− (10.2)

:)10.2( رابطه به توجه با

2
1 2 ( )( ) ( )(10.2) ( 2) , ( 2) , 2.5xx xN x x N x x xψ= ق= − − = (10.3)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

114

-10 مثال پاسخ

(10.3)&(10.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψق + = ق + =M

(10.3)&(10.5)

(2) (2)(14) ( ) 0 1(2.5 2) 5 0rψق + = ق × − =M

OK

OK

( )
( )
( )

(10.3)

2
( )

1 ( 2) 0
(14) 0

2 ( 2) 0
i x

for i x x
N

for i x x

= − =
ق = ق

= − =

M
M

M
(10.6)

0
(0) (0)0 0 0BC y d yق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0y rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (10.4)

0
(2) (2)5 5 0BC y d yق = ق − =

(2) (2)( )(2) 0y rق + =M (2)1, 5r
ü

ق = = −‎
‏

M (10.5)

0 ق0 =

0 ق0 =

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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-10 مثال پاسخ

:مي آيد در زير صورت به )10.6( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

1

2
2

( )

( )

1 ( 2) 0
(10.4) (10.5) (10.6)

2 ( 2) 0

x

x

for i N x x
or

for i N x x

=

=

= − =
→ ق

= − =
(10.7)

:داشت خواهيم            يعني جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1

1

1

(0)
( )

(2)

0 0
1 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

= ق ى=
= ق − = ق ي = ق =î

22
2

2

(0)
( )

(2)

0 0
2 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

= ق ى=
= ق − = ق ي = ق =î

OK

OK

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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:مي شود تشكيل زير صورت به جمله 2 فرض با معادلات دستگاه )50( رابطه براساس-10 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

:مي كنيم محاسبه تك تك را )10.8( رابطه پارامترهاي اكنون

2
4 3

2

0

1 ( )( )

(10.1) & (10.3)

2 8

4 3 3

8
( )

3
xx

x x
x

N p dx
Ω

ق

و ِ
= − − + = −ç ÷

è ّ

ق = −ٍL (10.9)



-10 مثال پاسخ

117

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

2 2
2

2
2 ( ) 2 20

2
5 4

3 2
2 ( )

0

( )

( )

( )( ) 1 ( 2) 1 2.5

5
2 2 16 ( ) 16

2 5 2

x

x

x

x

d d
N dx x x x dx

dx dx

x x
x x N p dx

ψ
Ω

Ω

و وِ وِ ِ و ِ
= + − +ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷

è ّ è ّè ّè ّ

و ِ
= − + − = ق =ç ÷

è ّ

ٍ ٍ

ٍ

L L

L (10.12)

2
4 3

2

0

1 ( )( ) ( )

5 2 20

2 4 3 3

20
( )

3
xx

x x
x

N dxψ
Ω

و ِ
= − + =ç ÷

è ّ

ق =ٍL L (10.11)

( )
2

2 5 4
2

2 3 2
2 ( ) 20

0

2 ( )

( )

( )

32
( ) 1 ( 2) 2 2

5 2 5

32
( )

5

x

x

x

x

d x x
N p dx x x x dx x x

dx

N p dx

Ω

Ω

و وِ ِ و ِ
= + − − = − − + − = −ç ÷ç ÷ ç ÷

è ّ è ّè ّ

ق = −

ٍ ٍ

ٍ

L

L (10.10)
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-10 مثال پاسخ
2 2

2 2

1 1 2 2 00

1 1

( ) ( ))

( ) ( ))

( ) ( 1 ( 2) 1 ( 2) 4 8

( ) ( 8

x x

x x

d d
N N dx x x x x dx x

dx dx

N N dx

Ω

Ω

و وِ وِ ِ و ِ
= + − + − = =ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷

è ّ è ّè ّè ّ

ق =

ٍ ٍ

ٍ

L L

L L (10.13)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

2 2
2 22 2

1 2 2 2 00

1 2

( ) ( ))

( ) ( ))

( ) ( 1 ( 2) 1 ( 2) (6 8 ) 8

( ) ( 8

x x

x x

d d
N N dx x x x x dx x x

dx dx

N N dx

Ω

Ω

و ِ و وِ ِ و ِ
= + − + − = − =ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷

è ّ è ّè ّ è ّ

ق =

ٍ ٍ

ٍ

L L

L L (10.14)

2 1( ) ( ))( ) ( 8x xN N dx
Ω

ق =ٍL L (10.15)

2 2
2

2 2
2 2 2 20

23 2
2 20

( ) ( ))

( ) ( ))

( ) ( 1 ( 2) 1 ( 2)

(12 24 16 ) 32 ( ) ( 32

x x

x x

d d
N N dx x x x x dx

dx dx

x x x N N dx

Ω

Ω

و وِ وِ ِ و ِ
= + − + −ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷

è ّ è ّè ّè ّ

= − + = ق =

ٍ ٍ

ٍ

L L

L L (10.16)
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-10 مثال پاسخ

1

1 1

2 2

4
4

8 8 15
(10.17) 48

8 32 7
5

30

α α
α α

−
ى ü− ى− ü ï ïى ü ى üé ù ï ï ï ï

ق = ق ي= ‎ ي ‎ ي ‎ ي ‎ê ْ −ë ûî ‏ î ï‏ ï ï ï−î ‏ ï ïî ‏

(10.18)

:مي شود نتيجه )10.17( معادله حل با

:مي آيد دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )10.2( رابطه در      ثابت هاي جايگذاري با
iα

:داشت خواهيم )10.8( معادلات دستگاه در )10.16( تا )10.9( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

3 2
( )

7 1 91
(10.18) (10.2)

30 5 30
x x x xψ→ ق = − + + (10.19)

1

2

4
8 8

(10.9) (10.16) (10.8) 48
8 32

5

to
α
α

ى− ü
ى üé ù ï ï→ ق ي= ‎ ي ‎ê ْ −ë û î ‏ ï ïî ‏

(10.17)

)است متقارن ضرايب ماتريس(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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-10 مثال پاسخ
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ل مورد نظرنمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسي

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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.نماييد محاسبه LSM روش به را زير ديفرانسيل معادله تقريبي پاسخ  -11 مثال

( ) 0.42546 0.42546x x
xu e e −= −

2
( )

( )2
0 (0 ,1)x

x

d u
u x

dx
− = ∈

(0)

(1)

@ 0 0
:

@ 1 1

x u
BC

x u

= ق ى=
ي = ق =î

:است زير صورت به تحليلي يا دقيق پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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:مي گردد بازنويسي زير صورت به حاكم ديفرانسيل معادله-11 مثال پاسخ

( ) ( )( )(1) 0x xu pق + =L

2

( )2
1 0 0x

d
u

dx

و ِ
ق − + =ç ÷

è ّ
(11.1)[ ]

2

2

( )

1
0 ,1

0x

d

dx

p

و ِü −ç ÷ï
ق Ω =‎ è ّ

ï ‏=

L =

2
( )

( )2
0x

x

d u
u

dx
− =

 توجه با همچنين و )18( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .مي گيريم نظر در مثلثاتي فرم به حدسي تابع يك جا اين در

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت به حدسي تابع يك مرزي شرايط به مربوط نقاط به

( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 2
1

(18) sin sin sin 2
n

x x i x
i

i x
x x x

πψ ψ α ψ α π α π
=

و ِ
ق = + ق = + +ç ÷

è ّ
ه

l
(11.2)

:)11.2( رابطه به توجه با

( ) ( )1 2 ( )( ) ( )(11.2) sin , sin 2 , xx xN x N x xπ π ψ= ق= = (11.3)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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-11 مثال پاسخ

(11.3)&(11.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψق + = ق + =M

(11.3)&(11.5)

(1) (1)(14) ( ) 0 1(1) 1 0rψق + = ق − =M

OK

OK

( ) ( )
(11.3)

( )(14) 0 sin( ) 0i xN i xπق = ق =M M (11.6)

0
(0) (0)0 0 0BC u d uق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0u rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (11.4)

0
(1) (1)1 1 0BC u d uق = ق − =

(1) (1)( )(2) 0u rق + =M (1)1, 1r
ü

ق = = −‎
‏

M (11.5)

0 ق0 =

0 ق0 =

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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-11 مثال پاسخ

:مي آيد در زير صورت به )11.6( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

( )(11.4) (11.5) (11.6) sin( ) 0i xor N i xπ=→ ق = (11.7)

:داشت خواهيم            يعني جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1

1

1

(0)
( )

(1)

0 0
1 sin( ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

= ق ى=
= ق = ق ي = ق =î

2

2

2

(0)
( )

(1)

0 0
2 sin(2 ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

= ق ى=
= ق = ق ي = ق =î

OK

OK

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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-11 مثال پاسخ

1 1 1 2

1

22 1 2 2

1 ( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( ( ) (

(50)
( ) ( ( ) (

( ) ( )

( ) ( )

x x

x x

x x x x

x x x x

x x

x x

N N dx N N dx

N N dx N N dx

N p dx N dx

N p dx N dx

α
α

ψ

ψ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

é ù
ê ْ ى ü

ق ي ‎ê ْ
î ê‏ ْ

ë û

ى ü− −
ï ï
= ي ‎
− −ï ï
î ‏

ٍ ٍ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

L L L L

L L L L

L L L

L L L

(11.8)

:مي شود تشكيل زير صورت به جمله 2 فرض با معادلات دستگاه )50( رابطه براساس

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

:مي كنيم محاسبه تك تك را )11.8( رابطه پارامترهاي اكنون

1 ( )( )(11.1) & (11.3) ( ) 0xxN p dx
Ω

ق =ٍL (11.9)

2 ( )( )(11.1) & (11.3) ( ) 0xxN p dx
Ω

ق =ٍL (11.10)

-11 مثال پاسخ
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Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

( )
2 2

1

2 ( ) 2 20

2 2
1

2
2 ( )0

( )

( )

( )( ) 1 sin 2 1

1 4 1 4
(1 4 ) sin(2 ) ( )

2 2

x

x

x

x

d d
N dx x x dx

dx dx

x x dx N p dx

ψ π

π ππ π
π π

Ω

Ω

و وِ وِ ِ و ِ
= − − =ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷

è ّ è ّè ّè ّ

+ ++ = − ق = −

ٍ ٍ

ٍ ٍ

L L

L (11.12)

2

1 ( )( ) ( )
1

( ) xxN dx
πψ
πΩ

+=ٍL L (11.11)

( ) ( )

( )

2 2
1

1 1 2 20

2 2 2 2
1 22

1 10

( ) ( ))

( ) ( ))

( ) ( 1 sin 1 sin

(1 ) (1 )
(1 ) sin( ) ( ) (

2 2

x x

x x

d d
N N dx x x dx

dx dx

x dx N N dx

π π

π ππ π

Ω

Ω

و وِ وِ ِ و ِ
= − − =ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷

è ّ è ّè ّè ّ

+ +− + = ق =

ٍ ٍ

ٍ ٍ

L L

L L (11.13)
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-11 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(

1
2 2

1 20
( ) ( ))(1 )(1 4 )sin( )sin(2 ) 0 ( ) ( 0x xx x dx N N dxπ π π π

Ω

+ + = ق =ٍ ٍL L (11.14)

( ) ( )
2 2

1 22
2 1 2 2 00

1
2 2

2 10

( ) ( ))

( ) ( ))

( ) ( 1 sin 2 1 sin (6 8 ) 8

(1 )(1 4 )sin( )sin(2 ) 0 ( ) ( 0

x x

x x

d d
N N dx x x dx x x

dx dx

x x dx N N dx

π π

π π π π

Ω

Ω

و وِ وِ ِ و ِ
= − − = − =ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷

è ّ è ّè ّè ّ

+ + = ق =

ٍ ٍ

ٍ ٍ

L L

L L (11.15)

( ) ( )

( )

2 2
1

2 2 2 20

2 2 2 2
1 22

2 20

( ) ( ))

( ) ( ))

( ) ( 1 sin 2 1 sin 2

(1 4 ) (1 4 )
(1 4 )sin(2 ) ( ) (

2 2

x x

x x

d d
N N dx x x dx

dx dx

x dx N N dx

π π

π ππ π

Ω

Ω

و وِ وِ ِ و ِ
= − −ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷

è ّ è ّè ّè ّ

+ +− + = ق =

ٍ ٍ

ٍ ٍ

L L

L L (11.16)
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-11 مثال پاسخ

1 3

2

58.5688
(11.17) 10

7.8637

α
α

ى−− ü ى ü
ق = ي× ‎ ي ‎

î î‏ ‏
(11.18)

:مي شود نتيجه )11.17( معادله حل با

:مي آيد دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )11.2( رابطه در      ثابت هاي جايگذاري با
iα

:داشت خواهيم )11.8( معادلات دستگاه در )11.16( تا )11.9( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

( ) ( )3 3
( )(11.18) (11.2) 58.5688 10 sin 7.8637 10 sin 2x x x xψ π π− −→ ق = − × + × (11.19)

22 2

1

2 2 2
2

1(1 )
0

2
(11.9) (11.16) (11.8)

(1 4 ) 1 4
0

2 2

to

ππ
α π
απ π

π

ى üé ù ++ −ï ïê ْ ى ü ï ï
ê ْ→ ق ي= ‎ ي ‎

+ +ê ْ î ‏ ï ï
ê ْ ï ïë û î ‏

(11.17)

)است متقارن ضرايب ماتريس(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(



129

-11 مثال پاسخ
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ل مورد نظرنمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسي

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:LSM( مربعات حداقل روش .3 Least Square Method(
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:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(

( ) ( ) ( 1 , 2 , 3 , , )i ix xw N i n= = L (51)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

  عتواب سري يك صورت به وزني تابع روش، اين در

 شرو اين از .مي شود گرفته نظر در آزمايشي )حدسي(

  .مي گردد استفاده محدود المان روش توسعه براي

 )24( رابطه در )51( پيشنهادي وزني تابع جايگذاري با

:مي شود نتيجه

1 ( )

2 ( )

( )

( )

( )

( )

0

0
(51) (24)

0

x

x

n x

x

x

x

N R dx

N R dx

N R dx

Ω

Ω

Ω

=

=
→ ق

=

ٍ

ٍ

ٍ

M

(52)

(53)

( ) ( )

( ) ( ))

( ) ( ) ( )

(ij i j

i i x i x

x x

x x

s N N dx

z N p dx N dxψ
Ω

Ω Ω

=

= − −

ٍ

ٍ ٍ

L

L
(51) (28)→ ق

:مي شود نتيجه )28( رابطه در وزني تابع جاي به              حدسي تابع جايگذاري با همچنين ( )i xN
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Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

1 1 1 2 1

1

2 1 2 2 2
2

1 2

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ))

( ( (

( ( (

( ( (

n

n

n

n n n n

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

N N dx N N dx N N dx

N N dx N N dx N N dx

N N dx N N dx N N dx

α
α

α

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

é ù
ê ْ

ى üê ْ
ï ïê ْ ï ï

ê ْ ي ‎
ê ْ ï ï
ê ْ ïî ê‏ ْ
ê ْë û

ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ

L

L

M
M M O M

L

L L L

L L L

L L L

1 ( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

x x

x x

n x n x

x x

x x

x x

N p dx N dx

N p dx N dx

N p dx N dx

ψ

ψ

ψ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

=

ï

ى ü− −
ï ï
ï ï
− −ï ïï ï
ي ‎
ï ï
ï ï
− −ï ï
ï ïî ‏

ٍ ٍ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

M

L

L

L

(54)

(53):مي آيد در زير صورت به )29( رابطه ،)53( رابطه اساس بر (29)→ ق

  .ندمي ك توليد معين مثبت و متقارن را ضرايب ماتريس خودكار طور به LSM روش باشد الحاقي خود ديفرانسيلي عملگر اگر§

.است هزينه كم GM روش در نياز مورد محاسباتي عمليات§

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(

132

 تحليلي مقدار با و محاسبه LSM روش به زير حالت دو در  را شده داده نشان تير در خيز تقريبي مقدار  -12 مثال

.نماييد مقايسه

مثلثاتي فرم حدسي تابع -الف

جمله اي چند فرم حدسي تابع -ب

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(

0M

,EIl

0M
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-12 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

  :است زير صورت به تير بر حاكم ديفرانسيل معادله ،خيز و خمش بين رابطه به توجه با

2
( )

02
0 (0 , )

xd y
EI M x

dx
− = ∈ l (12.1)

:تاس زير صورت به مرزي شرايط شكل به توجه با

(0)

( )

@ 0 0
:

@ 0

x y
BC

x y

= ق ى=
ي = ق =î ll

(12.2)

  :مي آيد دست به تحليلي پاسخ مستقيم انتگرال گيري روش از استفاده با

0
( ) ( )

2
x

M
y x x

EI
= − l (12.3)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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-12 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:مي گردد يبازنويس زير صورت به تير بر حاكم ديفرانسيل معادله

( ) ( )( )(1) 0x xy pق + =L

2
0

( )2
0x

Md
y

dx EI

و ِ
ق − =ç ÷

è ّ
(12.4)

2

2

0
( )

(0 , )

x

d

dx

M
p

EI

و ِ
ü ç ÷
ï è قّ Ω =‎
ï = ‏−

l

L =
2

( ) 0
2

(12.1) xd y M

dx EI
ق =

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت به حدسي تابع )18( رابطه در جمله يك تنها گرفتن نظر در با

( ) ( ) ( ) 1
1

(18) sin sin
n

x x i x
i

i x xπ πψ ψ α ψ α
=

و ِ و ِ
ق = + ق =ç ÷ ç ÷

è ّ è ّ
ه

l l
(12.5)

:)12.5( رابطه به توجه با

1 ( )( )(12.5) sin , 0xx
x

N
π ψ=
و ِ

ق =ç ÷
è ّl

(12.6)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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0
(0) (0)0 0 0BC y d yق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0y rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (12.7)

(12.6)&(12.7)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψق + = ق + = ق =M

0
( ) ( )0 0 0BC y d yق = ق + =l l

( ) ( )( )(2) 0y rق + =l lM ( )1, 0r
ü

ق = =‎
‏

lM (12.8)

(12.6)&(12.8)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψق + = ق + = ق =l lM

OK

OK

-12 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

( )
(12.6)

1( )(14) 0 sin 0x
x

N
πو وِ ِ

ق = ق =ç ÷ç ÷
è ّè ّl

M M (12.9)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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:مي آيد در زير صورت به )12.9( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

1( ) sin 0x
x

N
π

=
و ِ =ç ÷
è ّl

(12.10)

:داشت خواهيم            يعني جمله دو گرفتن نظر در با 1n =

1

1

1

(0)
( )

( )

0 0
1 sin 0 @

0
x

x Nx
i N

x N

π = ق وى= ِ= ق = = ق çي ÷ = ق =è ّ î l ll

0M

,EIl

0M

:مي شود تشكيل زير صورت به جمله 1 فرض با معادلات دستگاه )54( رابطه براساس

OK

-12 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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0M

,EIl

0M

:مي كنيم محاسبه تك تك را )12.11( رابطه پارامترهاي اكنون

-12 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

0 0

0

2
cos

M Mx

EI EI

π
π π

و ِ= = −ç ÷
è ّ

l
ll

l

(12.4) & (12.6) ق

0
1 ( )( )

2
xx

M
N p dx

EIπΩ

ق = −ٍ
l

(12.12)

( ) 1 ( )( ) ( )(12.6) 0 0x xxN dxψ ψ
Ω

ق = ق =ٍ L (12.13)

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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0M

,EIl

0M

-12 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

(12.14)
2

1 1( ) ( ))(
2

x xN N dx
π

Ω

ق = −ٍ l
L

:داشت خواهيم )12.11( معادلات دستگاه در )12.14( تا )12.12( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

2
0

1 3

4
(12.12) (12.14) (12.11)

M
to

EI
α

π
→ ق = − l

(12.15)

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

2

2

π= −
l

2
2

2 0
sin

x
dx

π πو ِ= − ç ÷
è ّ

ٍ
l

l l

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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0M

,EIl

0M

 

( )xψ
( )xy

l
0

x

Deflection

ل مورد نظرنمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسي

-12 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

: آيدمي دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )12.5( رابطه در      ثابت  جايگذاري با
1α

(12.15) (12.5)→ ق
2

0
( ) 3

4
sinx

M x

EI

πψ
π

و ِ= − ç ÷
è ّ

l

l
(12.16)

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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0M

,EIl

0M

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

 به حدسي تابع يك مرزي شرايط به مربوط نقاط به توجه با همچنين و )16( رابطه در جمله يك تنها گرفتن نظر در با

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت

( ) ( ) ( ) 0 1
1

( )(16) ( )
n

x x i i x
i

xg x xψ ψ α ψ α α
=

ق = + ق = + ه− l (12.17)

:)12.17( رابطه به توجه با

1 ( ) 0( )(12.17) ( ) , xxN x x ψ α=ق − =l (12.18)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

-12 مثال پاسخ

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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(12.7)&(12.18)

(0) (0) 0(14) ( ) 0 1( ) 0 0rψ αق + = ق + =M

(12.8)&(12.18)&(12.19)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψق + = ق + = ق =l lM

OK

OK

0M

,EIl

0M

( ) ( )
(12.18)

( )(14) 0 ( ) 0i xN x xق = ق − =lM M (12.20)

0
(0) (0)0 0 0BC y d yق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0y rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (12.7) )تكراري(

0
( ) ( )0 0 0BC y d yق = ق + =l l

( ) ( )( )(2) 0y rق + =l lM ( )1, 0r
ü

ق = =‎
‏

lM (12.8) )تكراري(

(12.19)

0 0
Must be

αق = 0 ق0 =

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

-12 مثال پاسخ

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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:مي آيد در زير صورت به )12.20( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

1( ) ( ) 0xN x x= − =l (12.21)

:داشت خواهيم            يعني جمله  يك گرفتن نظر در با 1n =

1

1

1

(0)
( )

( )

0 0
1 ( ) 0 @

0
x

x N
i N x x

x N
=

= ق ى=
= ق − = ق ي = ق =î

l
l l

0M

,EIl

0M

OK

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

-12 مثال پاسخ

:مي شود تشكيل زير صورت به جمله 1 فرض با معادلات دستگاه )54( رابطه براساس

1 1 1 1 ( ) 1 ( )( ) ( )) ( ) ( ) ( )(54) ( x xx x x xN N dx N p dx N dxα ψ
Ω Ω Ω

و ِ
ق = − −ç ÷

è ّ
ٍ ٍ ٍL L (12.11)

)تكراري(

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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0M

,EIl

0M

:يممي كن محاسبه تك تك را دارد چندجمله اي فرم حدسي تابع كه حالتي در  )12.11( رابطه پارامترهاي اكنون

-12 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

(12.4) & (12.18) ق

3
0

1 ( )( )
6

xx
M

N p dx
EIΩ

ق =ٍ
l

(12.22)

( ) 1 ( )( ) ( )(12.18) & (12.19) 0 0x xxN dxψ ψ
Ω

ق = ق =ٍ L (12.23)

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

3
0

6

M

EI
= l

3 2
0

0
3 2

M x x

EI

و ِ
= − −ç ÷

è ّ

l

l

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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0M

,EIl

0M

-12 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

(12.24)
3

1 1( ) ( ))(
3

x xN N dx
Ω

ق = −ٍ
l

L

3 3
2

0

2

3 3

x
x− = −

l

l
l

:داشت خواهيم )12.11( معادلات دستگاه در )12.24( تا )12.22( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

0
1(12.22) (12.24) (12.11)

2

M
to

EI
α→ ق = (12.25)

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

:ي آيدم دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )12.17( رابطه در      ثابت  جايگذاري با
1α

(12.25) (12.17)→ ق 0
( ) ( )

2
x

M
x x

EI
ψ = − l (12.26) )است دقيق پاسخ همان(

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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.نماييد محاسبه SDM روش به را زير ديفرانسيل معادله تقريبي پاسخ  -13 مثال

( )

3
sin( )

sin(2)
xy x x= +

2
( )

( )2
(0 , 2)x

x

d y
y x x

dx
+ = ∈

(0)

(2)

@ 0 0
:

@ 2 5

x y
BC

x y

= ق ى=
ي = ق =î

:است زير صورت به تحليلي يا دقيق پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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:مي گردد بازنويسي زير صورت به حاكم ديفرانسيل معادله-13 مثال پاسخ

( ) ( )( )(1) 0x xy pق + =L

2

( )2
1 0x

d
y x

dx

و ِ
ق + − =ç ÷

è ّ
(13.1)

2

2

( )

1
(0 , 2)

x

d

dx

p x

و ِü +ç ÷ï
ق Ω =‎ è ّ

ï = ‏−

L =

2
( )

( )2

x

x

d y
y x

dx
+ =

 با همچنين و )16( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .مي گيريم نظر در جمله اي چند فرم به حدسي تابع يك جا اين در

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت به حدسي تابع يك مرزي شرايط به مربوط نقاط به توجه

2
( ) ( ) ( ) 1 2

1

( )(16) 2.5 ( 2) ( 2)
n

x x i i x
i

xg x x x x xψ ψ α ψ α α
=

ق = + ق = + − + ه− (13.2)

:)13.2( رابطه به توجه با

2
1 2 ( )( ) ( )(13.2) ( 2) , ( 2) , 2.5xx xN x x N x x xψ= ق= − − = (13.3)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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-13 مثال پاسخ

(13.3)&(13.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψق + = ق + =M

(13.3)&(13.5)

(2) (2)(14) ( ) 0 1(2.5 2) 5 0rψق + = ق × − =M

OK

OK

( )
( )
( )

(13.3)

2
( )

1 ( 2) 0
(14) 0

2 ( 2) 0
i x

for i x x
N

for i x x

= − =
ق = ق

= − =

M
M

M
(13.6)

0
(0) (0)0 0 0BC y d yق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0y rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (13.4)

0
(2) (2)5 5 0BC y d yق = ق − =

(2) (2)( )(2) 0y rق + =M (2)1, 5r
ü

ق = = −‎
‏

M (13.5)

0 ق0 =

0 ق0 =

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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-13 مثال پاسخ

:مي آيد در زير صورت به )13.6( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

1

2
2

( )

( )

1 ( 2) 0
(13.4) (13.5) (13.6)

2 ( 2) 0

x

x

for i N x x
or

for i N x x

=

=

= − =
→ ق

= − =
(13.7)

:داشت خواهيم            يعني جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1

1

1

(0)
( )

(2)

0 0
1 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

= ق ى=
= ق − = ق ي = ق =î

22
2

2

(0)
( )

(2)

0 0
2 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

= ق ى=
= ق − = ق ي = ق =î

OK

OK

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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-13 مثال پاسخ

1 1 1 2

1

22 1 2 2

1 ( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( (

(54)
( (

x x

x x

x x x x

x x x x

x x

x x

N N dx N N dx

N N dx N N dx

N p dx N dx

N p dx N dx

α
α

ψ

ψ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

é ù
ê ْ ى ü

ق ي ‎ê ْ
î ê‏ ْ

ë û

ى ü− −
ï ï
= ي ‎
− −ï ï
î ‏

ٍ ٍ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

L L

L L

L

L

(13.8)

:مي شود تشكيل زير صورت به جمله 2 فرض با معادلات دستگاه )54( رابطه براساس

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:مي كنيم محاسبه تك تك را )13.8( رابطه پارامترهاي اكنون

( )
23 4

2

1 ( ) 0
0

1 ( )

( )

( )

(13.1) & (13.3)

2 4
( 2)

3 4 3

4

3

x

x

x

x

x x
N p dx x x x dx

N p dx

Ω

Ω

ق

= − − = − =

ق =

ٍ ٍ

ٍ (13.9)

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(

-13 مثال پاسخ

150

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

2
5 4

2 ( )

0

( ) ( )
5

4 4
2 5 2

xx
x x

N dxψ
Ω

و ِ
= − = − ق = −ç ÷

è ّ
ٍ L (13.12)

2
2 4 3

2

1 ( ) 20
0

1 ( )

( )

( )

( )

( )

5 2 10
( 2) 1 2.5

2 4 3 3

10

3

x

x

x

x

d x x
N dx x x x dx

dx

N dx

ψ

ψ

Ω

Ω

و وِ ِ و ِ
= − + = − = −ç ÷ç ÷ ç ÷

è ّ è ّè ّ

ق = −

ٍ ٍ

ٍ

L

L (13.11)

2 ( )( )
8

5
xxN p dx

Ω

ق =ٍ (13.10)

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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-13 مثال پاسخ
2

5
4 3 2

0

1 1( ) ( ))

8
2 2

5 5

8
(

5
x x

x
x x x

N N dx
Ω

و ِ
= − + − = −ç ÷
è ّ

ق = −ٍ L (13.13)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

2
2 6

2
2 5 4 3 2

1 2 20
0

1 2

( ) ( ))

( ) ( ))

4 5 16 8
( ( 2) 1 ( 2) 4

6 5 2 3 5

8
(

5

x x

x x

d x
N N dx x x x x dx x x x x

dx

N N dx

Ω

Ω

و وِ ِ و ِ
= − + − = − + − + = −ç ÷ç ÷ ç ÷

è ّ è ّè ّ

ق = −

ٍ ٍ

ٍ

L

L (13.14)

2
6

5 4 3

0

2 1( ) ( ))

4 3 4 8

6 5 2 3 5

8
(

5
x x

x
x x x

N N dx
Ω

و ِ
= − + − = −ç ÷
è ّ

ق = −ٍ L (13.15)

2
2

2 2
2 2 20

2
7

6 5 4 3
2 2

0

( ) ( ))

( ) ( ))

( ( 2) 1 ( 2)

2 8 64 64
2 4 (

7 3 3 21 21

x x

x x

d
N N dx x x x x dx

dx

x
x x x x N N dx

Ω

Ω

و وِ ِ
= − + −ç ÷ç ÷

è ّè ّ

و ِ
= − + − + = − ق = −ç ÷
è ّ

ٍ ٍ

ٍ

L

L (13.16)

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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-13 مثال پاسخ

1

1 1

2 2

8 8
2

0.97375 5
(10.17) 12

8 64 0.2763
5

5 21

α α
α α

−
é ù− − ى üê ْ ى− ü ى ü ى üï ï

ق = ق =ê يْ ‎ ي ‎ ي ‎ ي ‎−î î‏ ‏ î ê‏ ْ ï ï− − î ê‏ ْë û

(13.18)

:مي شود نتيجه )13.17( معادله حل با

:مي آيد دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )13.2( رابطه در      ثابت هاي جايگذاري با
iα

:داشت خواهيم )13.8( معادلات دستگاه در )13.16( تا )13.9( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

3 2
( )(13.18) (13.2) 0.2763 0.4211 4.4474x x x xψ→ ق = − − + (13.19)

1

2

8 8
2

5 5
(13.9) (13.16) (13.8) 12

8 64
5

5 21

to
α
α

é ù− − ى üê ْ ى ü ï ï→ ق =ê ْ ي ‎ ي ‎
î ê‏ ْ ï ï− − î ê‏ ْë û

(13.17)

)است متقارن ضرايب ماتريس(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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-13 مثال پاسخ

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

 

 

( )xψ
( )xy

x

( )y x

ل مورد نظرنمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسي

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(

15
4

.نماييد محاسبه GM روش به را زير ديفرانسيل معادله تقريبي پاسخ  -14 مثال

( ) 0.42546 0.42546x x
xu e e −= −

2
( )

( )2
0 (0 ,1)

x

x

d u
u x

dx
− = ∈

(0)

(1)

@ 0 0
:

@ 1 1

x u
BC

x u

= ق ى=
ي = ق =î

:است زير صورت به تحليلي يا دقيق پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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:مي گردد بازنويسي زير صورت به حاكم ديفرانسيل معادله-14 مثال پاسخ

( ) ( )( )(1) 0x xu pق + =L

2

( )2
1 0 0x

d
u

dx

و ِ
ق − + =ç ÷

è ّ
(14.1)[ ]

2

2

( )

1
0 ,1

0x

d

dx

p

و ِü −ç ÷ï
ق Ω =‎ è ّ

ï ‏=

L =

2
( )

( )2
0x

x

d u
u

dx
− =

 توجه با همچنين و )18( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .مي گيريم نظر در مثلثاتي فرم به حدسي تابع يك جا اين در

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت به حدسي تابع يك مرزي شرايط به مربوط نقاط به

( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 2
1

(18) sin sin sin 2
n

x x i x
i

i x
x x x

πψ ψ α ψ α π α π
=

و ِ
ق = + ق = + +ç ÷

è ّ
ه

l
(14.2)

:)14.2( رابطه به توجه با

( ) ( )1 2 ( )( ) ( )(14.2) sin , sin 2 , xx xN x N x xπ π ψ= ق= = (14.3)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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-14 مثال پاسخ

(14.3)&(14.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψق + = ق + =M

(14.3)&(14.5)

(1) (1)(14) ( ) 0 1(1) 1 0rψق + = ق − =M

OK

OK

( ) ( )
(14.3)

( )(14) 0 sin( ) 0i xN i xπق = ق =M M (14.6)

0
(0) (0)0 0 0BC u d uق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0u rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (14.4)

0
(1) (1)1 1 0BC u d uق = ق − =

(1) (1)( )(2) 0u rق + =M (1)1, 1r
ü

ق = = −‎
‏

M (14.5)

0 ق0 =

0 ق0 =

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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-14 مثال پاسخ

:مي آيد در زير صورت به )14.6( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

( )(14.4) (14.5) (14.6) sin( ) 0i xor N i xπ=→ ق = (14.7)

:داشت خواهيم            يعني جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1

1

1

(0)
( )

(1)

0 0
1 sin( ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

= ق ى=
= ق = ق ي = ق =î

2

2

2

(0)
( )

(1)

0 0
2 sin(2 ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

= ق ى=
= ق = ق ي = ق =î

OK

OK

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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-14 مثال پاسخ

1 1 1 2

1

22 1 2 2

1 ( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )) ( ) ( ))

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( (

(54)
( (

x x

x x

x x x x

x x x x

x x

x x

N N dx N N dx

N N dx N N dx

N p dx N dx

N p dx N dx

α
α

ψ

ψ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

é ù
ê ْ ى ü

ق ي ‎ê ْ
î ê‏ ْ

ë û

ى ü− −
ï ï
= ي ‎
− −ï ï
î ‏

ٍ ٍ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

L L

L L

L

L

(14.8)

:مي شود تشكيل زير صورت به جمله 2 فرض با معادلات دستگاه )54( رابطه براساس

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:مي كنيم محاسبه تك تك را )14.8( رابطه پارامترهاي اكنون

1 ( )( )(14.1) & (14.3) 0xxN p dx
Ω

ق =ٍ (14.9)

2 ( )( )(14.1) & (14.3) 0xxN p dx
Ω

ق =ٍ (14.10)

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(



-14 مثال پاسخ
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Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

1

2 ( )0
( ) ( )

1 1
sin(2 )

2 2
xxx x dx N dxπ ψ

π πΩ

− = ق =ٍ ٍ L (14.12)

( )
2

1 1

1 ( ) 20 0

1 ( )

( )

( )

( )

( )

1
sin 1 sin( )

1

x

x

x

x

d
N dx x x dx x x dx

dx

N dx

ψ π π
π

ψ
π

Ω

Ω

و وِ ِ
= − = − = −ç ÷ç ÷

è ّè ّ

ق = −

ٍ ٍ ٍ

ٍ

L

L (14.11)

( ) ( )
2

1

1 1 20

2 2
1

2 2
1 10

( ) ( ))

( ) ( ))

( sin 1 sin

1 1
(1 )sin ( ) (

2 2

x x

x x

d
N N dx x x dx

dx

x dx N N dx

π π

π ππ π

Ω

Ω

و وِ ِ
= − =ç ÷ç ÷

è ّè ّ

+ +− + = − ق = −

ٍ ٍ

ٍ ٍ

L

L (14.13)

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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-14 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

( ) ( )
2

1

1 2 20

1
2

1 20

( ) ( ))

( ) ( ))

( sin 1 sin 2

(1 4 )sin( )sin(2 ) 0 ( 0

x x

x x

d
N N dx x x dx

dx

x x dx N N dx

π π

π π π

Ω

Ω

و وِ ِ
= − =ç ÷ç ÷

è ّè ّ

− + = ق =

ٍ ٍ

ٍ ٍ

L

L (14.14)

1
2

2 1
0

( ) ( ))(1 )sin( )sin(2 ) 0 ( 0x xx x dx N N dxπ π π
Ω

− + = ق =ٍ ٍ L (14.15)

( ) ( )
2

1

2 2 20

2 2
1

2 2
2 20

( ) ( ))

( ) ( ))

( sin 2 1 sin 2

1 4 1 4
(1 4 )sin (2 ) (

2 2

x x

x x

d
N N dx x x dx

dx

x dx N N dx

π π

π ππ π

Ω

Ω

و وِ ِ
= −ç ÷ç ÷

è ّè ّ

+ +− + = − ق = −

ٍ ٍ

ٍ ٍ

L

L (14.16)

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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-14 مثال پاسخ

1 3

2

58.5688
(14.17) 10

7.8637

α
α

ى−− ü ى ü
ق = ي× ‎ ي ‎

î î‏ ‏
(14.18)

:مي شود نتيجه )14.17( معادله حل با

:مي آيد دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )14.2( رابطه در      ثابت هاي جايگذاري با
iα

:داشت خواهيم )14.8( معادلات دستگاه در )14.16( تا )14.9( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

( ) ( )3 3
( )(14.18) (14.2) 58.5688 10 sin 7.8637 10 sin 2x x x xψ π π− −→ ق = − × + × (14.19)

2

1

2
2

11
0

2
(14.9) (14.16) (14.8)

11 4
0

22

to

π
α π
απ

π

é ù+ ى ü−ê ْ ï ïى ü ï ï
ê ْ→ ق ي= ‎ ي ‎

+ê ْ î ‏ ï ï−−ê ْ ï ïî ë‏ û

(14.17)

)است متقارن ضرايب ماتريس(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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-14 مثال پاسخ

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

 

( )xψ
( )xu

x

( )u x

ل مورد نظرنمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسي

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:GM( گالركين روش .4 Galerkin Method(
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Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )) ( ))

( ) ( ) ( )

( ( i
ij i j j

i i x i x

x
x x x

x x

dN
s N N dx N dx dx

dx

z N p dx N dxψ

Ω
Ω Ω

Ω Ω

= −

= − −

ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ

L L

L
(56)

 استفاده      بهمحاس براي جزء به جزء انتگرال گيري از كه تفاوت اين با است گالركين روش به شبيه كاملا روش اين

  .مي گردد

ijs

  :داشت خواهيم )53( رابطه در )56( رابطه جايگذاري با نهايت در

Integration( جزء به جزء گيري انتگرال by parts(uv dx uv u vdx
Ω Ω

′ ′= −ٍ ٍ (55)

ijs  :مي شود محاسبه زير صورت به جزء به جزء گيري انتگرال از استفاده با      مقدار )53( رابطه از

( ) ( )
( ) ( ))

( ))

( )
( ) ( )) ( ))

(53) (
(

( (

i

ij i j
j

i
ij i j j

x x
x x

x

x
x x x

U N
s N N dx if

dV N dx

dN
s N N dx N dx dx

dx

Ω

Ω
Ω Ω Ω

=
ق = ق

=

و ِ
ق = − ç ÷

è ّ

ٍ

ٍ ٍ ٍ

L
L

L L (56)

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

( ) ( )
( ) ( )

1 1
1 1 1 1

2 2
2 1 1 2

1 1

( ) ( )
( ) ( )) ( )) ( ) ( )) ( ))

( ) ( )
( ) ( )) ( )) ( ) ( )) ( ))

( ) ( )) ( ))

( ( ( (

( ( ( (

( (

n n

n n

n

x x
x x x x x x

x x
x x x x x x

x x x

dN dN
N N dx N dx dx N N dx N dx dx

dx dx

dN dN
N N dx N dx dx N N dx N dx dx

dx dx

N N dx N

Ω Ω
Ω Ω Ω Ω

Ω Ω
Ω Ω Ω Ω

Ω
Ω

− −

− −

−

ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ

ٍ

L

L

M O M

L L L L

L L L L

L L( ) ( )
1 ( ) 1 ( )

1

2 ( ) 2 ( )
2

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )) ( ))

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( (n n
n n n

x x

x x

n

n x n x

x x
x x x

x x

x x

x x

dN dN
dx dx N N dx N dx dx

dx dx

N p dx N dx

N p dx N dx

N p dx N dx

ψ
α

ψα

α
ψ

Ω
Ω Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

é ù
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ−
ê ْë û

ى − −
ï

ى ü
ï ï − −ï ï× ي= ‎ ي
ï ï
ï ïî ‏ − −

ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

L

M
M

L L

L

L

L

ü
ï

ï ï
ï ïï ï

‎
ï ï
ï ï
ï ï
ï ïî ‏

(57)

:مي آيد در زير صورت به )29( رابطه ،)56( رابطه اساس بر

(56) (29)→ ق

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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 تحليلي مقدار با و محاسبه LSM روش به زير حالت دو در  را شده داده نشان تير در خيز تقريبي مقدار  -15 مثال

.نماييد مقايسه

مثلثاتي فرم حدسي تابع -الف

جمله اي چند فرم حدسي تابع -ب

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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,EIl
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-15 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

  :است زير صورت به تير بر حاكم ديفرانسيل معادله ،خيز و خمش بين رابطه به توجه با

2
( )

02
0 (0 , )

xd y
EI M x

dx
− = ∈ l (15.1)

:تاس زير صورت به مرزي شرايط شكل به توجه با

(0)

( )

@ 0 0
:

@ 0

x y
BC

x y

= ق ى=
ي = ق =î ll

(15.2)

  :مي آيد دست به تحليلي پاسخ مستقيم انتگرال گيري روش از استفاده با

0
( ) ( )

2
x

M
y x x

EI
= − l (15.3)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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-15 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

:مي گردد يبازنويس زير صورت به تير بر حاكم ديفرانسيل معادله

( ) ( )( )(1) 0x xy pق + =L

2
0

( )2
0x

Md
y

dx EI

و ِ
ق − =ç ÷

è ّ
(15.4)

2

2

0
( )

(0 , )

x

d

dx

M
p

EI

و ِ
ü ç ÷
ï è قّ Ω =‎
ï = ‏−

l

L =
2

( ) 0
2

(15.1) xd y M

dx EI
ق =

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت به حدسي تابع )18( رابطه در جمله يك تنها گرفتن نظر در با

( ) ( ) ( ) 1
1

(18) sin sin
n

x x i x
i

i x xπ πψ ψ α ψ α
=

و ِ و ِ
ق = + ق =ç ÷ ç ÷

è ّ è ّ
ه

l l
(15.5)

:)15.5( رابطه به توجه با

1 ( )( )(15.5) sin , 0xx
x

N
π ψ=
و ِ

ق =ç ÷
è ّl

(15.6)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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0
(0) (0)0 0 0BC y d yق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0y rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (15.7)

(15.6)&(15.7)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψق + = ق + = ق =M

0
( ) ( )0 0 0BC y d yق = ق + =l l

( ) ( )( )(2) 0y rق + =l lM ( )1, 0r
ü

ق = =‎
‏

lM (15.8)

(15.6)&(15.8)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψق + = ق + = ق =l lM

OK

OK

-15 مثال پاسخ

0M

,EIl

0M

( )
(15.6)

1( )(14) 0 sin 0x
x

N
πو وِ ِ

ق = ق =ç ÷ç ÷
è ّè ّl

M M (15.9)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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:مي آيد در زير صورت به )15.9( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

1( ) sin 0x
x

N
π

=
و ِ =ç ÷
è ّl

(15.10)

:داشت خواهيم            يعني جمله دو گرفتن نظر در با 1n =

1

1

1

(0)
( )

( )

0 0
1 sin 0 @

0
x

x Nx
i N

x N

π = ق وى= ِ= ق = = ق çي ÷ = ق =è ّ î l ll

0M

,EIl

0M

:مي شود تشكيل زير صورت به جمله 1 فرض با معادلات دستگاه )57( رابطه براساس

OK

-15 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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0M

,EIl

0M

:مي كنيم محاسبه تك تك را )15.11( رابطه پارامترهاي اكنون

-15 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

(15.4) & (15.6) ق

0
1 ( )( )

2
xx

M
N p dx

EIπΩ

ق = −ٍ
l

(15.12)

( ) 1 ( )( ) ( )(15.6) 0 0x xxN dxψ ψ
Ω

ق = ق =ٍ L (15.13)

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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0M

,EIl

0M

-15 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

2
1

1 1 1

( )
( ) ( )) ( ))( (

2

x
x x x

dN
N N dx N dx dx

dx

π
Ω
Ω Ω Ω

و ِ
ق − = −ç ÷

è ّ
ٍ ٍ ٍ l
L L (15.14)

:داشت خواهيم )15.11( معادلات دستگاه در )15.14( تا )15.12( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

2
0

1 3

4
(15.12) (15.14) (15.11)

M
to

EI
α

π
→ ق = − l

(15.15)

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

2

2

π= −
l

2
2

2 0
cos

x
dx

π πو ِ= − ç ÷
è ّ

ٍ
l

l l

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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0M

,EIl

0M

 

( )xψ
( )xy

l
0

x

Deflection

ل مورد نظرنمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسي

-15 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

: آيدمي دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )15.5( رابطه در      ثابت  جايگذاري با
1α

(15.15) (15.5)→ ق
2

0
( ) 3

4
sinx

M x

EI

πψ
π

و ِ= − ç ÷
è ّ

l

l
(15.16)

ثاتيمثل فرم حدسي تابع -الف

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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0M

,EIl

0M

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

 به حدسي تابع يك مرزي شرايط به مربوط نقاط به توجه با همچنين و )16( رابطه در جمله يك تنها گرفتن نظر در با

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت

( ) ( ) ( ) 0 1
1

( )(16) ( )
n

x x i i x
i

xg x xψ ψ α ψ α α
=

ق = + ق = + ه− l (15.17)

:)15.17( رابطه به توجه با

1 ( ) 0( )(15.17) ( ) , xxN x x ψ α=ق − =l (15.18)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

-15 مثال پاسخ

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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(15.7)&(15.18)

(0) (0) 0(14) ( ) 0 1( ) 0 0rψ αق + = ق + =M

(15.8)&(15.18)&(15.19)

( ) ( )(14) ( ) 0 1(0) 0 0 0 0rψق + = ق + = ق =l lM

OK

OK

0M

,EIl

0M

( ) ( )
(15.18)

( )(14) 0 ( ) 0i xN x xق = ق − =lM M (15.20)

0
(0) (0)0 0 0BC y d yق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0y rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (15.7) )تكراري(

0
( ) ( )0 0 0BC y d yق = ق + =l l

( ) ( )( )(2) 0y rق + =l lM ( )1, 0r
ü

ق = =‎
‏

lM (12.8) )تكراري(

(15.19)

0 0
Must be

αق = 0 ق0 =

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

-15 مثال پاسخ

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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:مي آيد در زير صورت به )15.20( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

1( ) ( ) 0xN x x= − =l (15.21)

:داشت خواهيم            يعني جمله  يك گرفتن نظر در با 1n =

1

1

1

(0)
( )

( )

0 0
1 ( ) 0 @

0
x

x N
i N x x

x N
=

= ق ى=
= ق − = ق ي = ق =î

l
l l

0M

,EIl

0M

OK

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

-15 مثال پاسخ

:مي شود تشكيل زير صورت به جمله 1 فرض با معادلات دستگاه )54( رابطه براساس

( ) 1
1 1 1 1 1 ( ) 1 ( )

( )
( ) ( )) ( )) ( ) ( ) ( )

(57)

( ( x x

x
x x x x x

dN
N N dx N dx dx N p dx N dx

dx
α ψ

Ω
Ω Ω Ω Ω

ق

و ِ
− = − −ç ÷

è ّ
ٍ ٍ ٍ ٍ ٍL L L

(15.11)

)تكراري(

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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0M

,EIl

0M

:يممي كن محاسبه تك تك را دارد چندجمله اي فرم حدسي تابع كه حالتي در  )15.11( رابطه پارامترهاي اكنون

-15 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

(15.4) & (15.18) ق

3
0

1 ( )( )
6

xx
M

N p dx
EIΩ

ق =ٍ
l

(15.22)

( ) 1 ( )( ) ( )(15.18) & (15.19) 0 0x xxN dxψ ψ
Ω

ق = ق =ٍ L (15.23)

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

3
0

6

M

EI
= l

3 2
0

0
3 2

M x x

EI

و ِ
= − −ç ÷

è ّ

l

l

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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0M

,EIl

0M

-15 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

( )
3

1
1 1 1

( )
( ) ( )) ( ))( (

3

x
x x x

dN
N N dx N dx dx

dxΩ
Ω Ω

ق − = −ٍ ٍ ٍ
l

L L (15.24)

:داشت خواهيم )15.11( معادلات دستگاه در )15.24( تا )15.22( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

0
1(15.22) (15.24) (15.11)

2

M
to

EI
α→ ق = (15.25)

:چندجمله اي فرم حدسي تابع -ب

:ي آيدم دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )15.17( رابطه در      ثابت  جايگذاري با
1α

(15.25) (15.17)→ ق 0
( ) ( )

2
x

M
x x

EI
ψ = − l (15.26) )است دقيق پاسخ همان(

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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.نماييد محاسبه RGM روش به را زير ديفرانسيل معادله تقريبي پاسخ  -16 مثال

( )

3
sin( )

sin(2)
xy x x= +

2
( )

( )2
(0 , 2)x

x

d y
y x x

dx
+ = ∈

(0)

(2)

@ 0 0
:

@ 2 5

x y
BC

x y

= ق ى=
ي = ق =î

:است زير صورت به تحليلي يا دقيق پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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:مي گردد بازنويسي زير صورت به حاكم ديفرانسيل معادله-16 مثال پاسخ

( ) ( )( )(1) 0x xy pق + =L

2

( )2
1 0x

d
y x

dx

و ِ
ق + − =ç ÷

è ّ
(16.1)

2

2

( )

1
(0 , 2)

x

d

dx

p x

و ِü +ç ÷ï
ق Ω =‎ è ّ

ï = ‏−

L =

2
( )

( )2

x

x

d y
y x

dx
+ =

 با همچنين و )16( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .مي گيريم نظر در جمله اي چند فرم به حدسي تابع يك جا اين در

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت به حدسي تابع يك مرزي شرايط به مربوط نقاط به توجه

2
( ) ( ) ( ) 1 2

1

( )(16) 2.5 ( 2) ( 2)
n

x x i i x
i

xg x x x x xψ ψ α ψ α α
=

ق = + ق = + − + ه− (16.2)

:)16.2( رابطه به توجه با

2
1 2 ( )( ) ( )(16.2) ( 2) , ( 2) , 2.5xx xN x x N x x xψ= ق= − − = (16.3)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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-16 مثال پاسخ

(16.3)&(16.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψق + = ق + =M

(16.3)&(16.5)

(2) (2)(14) ( ) 0 1(2.5 2) 5 0rψق + = ق × − =M

OK

OK

( )
( )
( )

(16.3)

2
( )

1 ( 2) 0
(14) 0

2 ( 2) 0
i x

for i x x
N

for i x x

= − =
ق = ق

= − =

M
M

M
(16.6)

0
(0) (0)0 0 0BC y d yق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0y rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (16.4)

0
(2) (2)5 5 0BC y d yق = ق − =

(2) (2)( )(2) 0y rق + =M (2)1, 5r
ü

ق = = −‎
‏

M (16.5)

0 ق0 =

0 ق0 =

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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-16 مثال پاسخ

:مي آيد در زير صورت به )16.6( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

1

2
2

( )

( )

1 ( 2) 0
(16.4) (16.5) (16.6)

2 ( 2) 0

x

x

for i N x x
or

for i N x x

=

=

= − =
→ ق

= − =
(16.7)

:داشت خواهيم            يعني جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1

1

1

(0)
( )

(2)

0 0
1 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

= ق ى=
= ق − = ق ي = ق =î

22
2

2

(0)
( )

(2)

0 0
2 ( 2) 0 @

2 0
x

x N
i N x x

x N
=

= ق ى=
= ق − = ق ي = ق =î

OK

OK

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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-16 مثال پاسخ

( ) ( )
( ) ( )

1 1
1 1 1 1 2 2

1

22 2
2 1 1 2 2 2

1

( ) ( )
( ) ( )) ( )) ( ) ( )) ( ))

( ) ( )
( ) ( )) ( )) ( ) ( )) ( ))

(

(57)

( ( ( (

( ( ( (

x x
x x x x x x

x x
x x x x x x

dN dN
N N dx N dx dx N N dx N dx dx

dx dx

dN dN
N N dx N dx dx N N dx N dx dx

dx dx

N

α
α

Ω Ω
Ω Ω Ω Ω

Ω Ω
Ω Ω Ω Ω

ق

é ù− −ê ْ
ى üê ْ ي ‎

ê ْ î −‏ −ê ْ
ë û

−
=

ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ

L L L L

L L L L

( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

) ( )

( ) ( )

( )

( )

x x

x x

x x

x x

p dx N dx

N p dx N dx

ψ

ψ
Ω Ω

Ω Ω

ى ü−
ï ï
ي ‎
− −ï ï
î ‏

ٍ ٍ

ٍ ٍ

L

L

(16.8)

:مي شود تشكيل زير صورت به جمله 2 فرض با معادلات دستگاه )57( رابطه براساس

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:مي كنيم محاسبه تك تك را )16.8( رابطه پارامترهاي اكنون

( )
23 4

2

1 ( ) 0
0

1 ( )

( )

( )

(16.1) & (16.3)

2 4
( 2)

3 4 3

4

3

x

x

x

x

x x
N p dx x x x dx

N p dx

Ω

Ω

ق

= − − = − =

ق =

ٍ ٍ

ٍ (16.9)

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

2
2

2
2 ( ) 20

2
5 4

2 ( )

0

( )

( )

( )

( )

( 2) 1 2.5

5
4 4

2 5 2

x

x

x

x

d
N dx x x x dx

dx

x x
N dx

ψ

ψ

Ω

Ω

و وِ ِ
= − +ç ÷ç ÷

è ّè ّ

و ِ
= − = − ق = −ç ÷

è ّ

ٍ ٍ

ٍ

L

L (16.12)

1 ( )( ) ( )
10

3
xxN dxψ

Ω

ق = −ٍ L (16.11)

2 ( )( )
8

5
xxN p dx

Ω

ق =ٍ (16.10)

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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-16 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

( ) ( ) ( )

( )

2
2

1
1 1 1 20

3
2

2 1
1 1 10

( )
( ) ( )) ( ))

( )
( ) ( )) ( ))

( 2)
( ( 1 ( 2)

8 8
2 (2 2) ( (

3 5 5

x
x x x

x
x x x

d x xdN d
N N dx N dx dx x x dx dx

dx dx dx

dNx
x x x dx N N dx N dx dx

dx

Ω
Ω Ω

Ω
Ω Ω

و ِ و− ِ
− = − + − =ç ÷ç ÷

è ّè ّ

و ِ
= − − + − = − ق − = −ç ÷

è ّ

ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ ٍ

L L

L L (16.13)

0

( ) 1
1 2 2

( )
( ) ( )) ( ))

8
( (

5

x
x x x

dN
N N dx N dx dx

dxΩ
Ω Ω

− = −ٍ ٍ ٍL L (16.14)

( ) ( ) ( )

( )

22
2

2
2 1 1 20

3
2

2 2 2
2 1 10

( )
( ) ( )) ( ))

( )
( ) ( )) ( ))

( 2)
( ( 1 ( 2)

8 8
2 (3 4 ) ( (

3 5 5

x
x x x

x
x x x

d x xdN d
N N dx N dx dx x x dx dx

dx dx dx

dNx
x x x x dx N N dx N dx dx

dx

Ω
Ω Ω

Ω
Ω Ω

و− وِ ِ
− = − + −ç ÷ç ÷

è ّè ّ

و ِ
= − − + − = − ق − = −ç ÷

è ّ

ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ ٍ

L L

L L (16.15)

0

( ) ( ) ( )

( )

22
2

22
2 2 2 20

4 3
2

2 2 2
2 2 20

( )
( ) ( )) ( ))

( )
( ) ( )) ( ))

( 2)
( ( 1 ( 2)

2 64 64
3 4 (3 4 ) ( (

4 3 21 21

x
x x x

x
x x x

d x xdN d
N N dx N dx dx x x dx dx

dx dx dx

dNx x
x x x x dx N N dx N dx dx

dx

Ω
Ω Ω

Ω
Ω Ω

و− وِ ِ
− = − + −ç ÷ç ÷

è ّè ّ

و ِ
= − + − − = − ق − = −ç ÷

è ّ

ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ ٍ

L L

L L

(16.16)

0

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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-16 مثال پاسخ

1

1 1

2 2

8 8
2

0.97375 5
(16.17) 12

8 64 0.2763
5

5 21

α α
α α

−
é ù− − ى üê ْ ى− ü ى ü ى üï ï

ق = ق =ê يْ ‎ ي ‎ ي ‎ ي ‎−î î‏ ‏ î ê‏ ْ ï ï− − î ê‏ ْë û

(16.18)

:مي شود نتيجه )16.17( معادله حل با

:مي آيد دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )16.2( رابطه در      ثابت هاي جايگذاري با
iα

:داشت خواهيم )16.8( معادلات دستگاه در )16.16( تا )16.9( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

3 2
( )(16.18) (16.2) 0.2763 0.4211 4.4474x x x xψ→ ق = − − + (16.19)

1

2

8 8
2

5 5
(16.9) (16.16) (16.8) 12

8 64
5

5 21

to
α
α

é ù− − ى üê ْ ى ü ï ï→ ق =ê ْ ي ‎ ي ‎
î ê‏ ْ ï ï− − î ê‏ ْë û

(16.17)

)است متقارن ضرايب ماتريس(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(
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-16 مثال پاسخ

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

 

 

( )xψ
( )xy

x

( )y x

ل مورد نظرنمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسي

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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7

.نماييد محاسبه RGM روش به را زير ديفرانسيل معادله تقريبي پاسخ  -17 مثال

( ) 0.42546 0.42546x x
xu e e −= −

2
( )

( )2
0 (0 ,1)

x

x

d u
u x

dx
− = ∈

(0)

(1)

@ 0 0
:

@ 1 1

x u
BC

x u

= ق ى=
ي = ق =î

:است زير صورت به تحليلي يا دقيق پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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:مي گردد بازنويسي زير صورت به حاكم ديفرانسيل معادله-17 مثال پاسخ

( ) ( )( )(1) 0x xu pق + =L

2

( )2
1 0 0x

d
u

dx

و ِ
ق − + =ç ÷

è ّ
(17.1)[ ]

2

2

( )

1
0 ,1

0x

d

dx

p

و ِü −ç ÷ï
ق Ω =‎ è ّ

ï ‏=

L =

2
( )

( )2
0x

x

d u
u

dx
− =

 توجه با همچنين و )18( رابطه در جمله دو گرفتن نظر در با  .مي گيريم نظر در مثلثاتي فرم به حدسي تابع يك جا اين در

  :مي شود گرفته نظر در زير صورت به حدسي تابع يك مرزي شرايط به مربوط نقاط به

( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 2
1

(18) sin sin sin 2
n

x x i x
i

i x
x x x

πψ ψ α ψ α π α π
=

و ِ
ق = + ق = + +ç ÷

è ّ
ه

l
(17.2)

:)17.2( رابطه به توجه با

( ) ( )1 2 ( )( ) ( )(17.2) sin , sin 2 , xx xN x N x xπ π ψ= ق= = (17.3)

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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-17 مثال پاسخ

(17.3)&(17.4)

(0) (0)(14) ( ) 0 1(0) 0 0rψق + = ق + =M

(17.3)&(17.5)

(1) (1)(14) ( ) 0 1(1) 1 0rψق + = ق − =M

OK

OK

( ) ( )
(17.3)

( )(14) 0 sin( ) 0i xN i xπق = ق =M M (17.6)

0
(0) (0)0 0 0BC u d uق = ق + =

(0) (0)( )(2) 0u rق + =M (0)1, 0r
ü

ق = =‎
‏

M (17.4)

0
(1) (1)1 1 0BC u d uق = ق − =

(1) (1)( )(2) 0u rق + =M (1)1, 1r
ü

ق = = −‎
‏

M (17.5)

0 ق0 =

0 ق0 =

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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-17 مثال پاسخ

:مي آيد در زير صورت به )17.6( رابطه نتيجه در بود              مرزي ها شرايط همه در 1=M

( )(17.4) (17.5) (17.6) sin( ) 0i xor N i xπ=→ ق = (17.7)

:داشت خواهيم            يعني جمله دو گرفتن نظر در با 2n =

1

1

1

(0)
( )

(1)

0 0
1 sin( ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

= ق ى=
= ق = ق ي = ق =î

2

2

2

(0)
( )

(1)

0 0
2 sin(2 ) 0 @

1 0
x

x N
i N x

x N
π=

= ق ى=
= ق = ق ي = ق =î

OK

OK

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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:مي شود تشكيل زير صورت به جمله 2 فرض با معادلات دستگاه )57( رابطه براساس-17 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:مي كنيم محاسبه تك تك را )17.8( رابطه پارامترهاي اكنون

1 ( )( )(17.1) & (17.3) 0xxN p dx
Ω

ق =ٍ (17.9)

2 ( )( )(17.1) & (17.3) 0xxN p dx
Ω

ق =ٍ (17.10)

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(

( ) ( )
( ) ( )

1 1
1 1 1 1 2 2

1

22 2
2 1 1 2 2 2

1

( ) ( )
( ) ( )) ( )) ( ) ( )) ( ))

( ) ( )
( ) ( )) ( )) ( ) ( )) ( ))

(

(57)

( ( ( (

( ( ( (

x x
x x x x x x

x x
x x x x x x

dN dN
N N dx N dx dx N N dx N dx dx

dx dx

dN dN
N N dx N dx dx N N dx N dx dx

dx dx

N

α
α

Ω Ω
Ω Ω Ω Ω

Ω Ω
Ω Ω Ω Ω

ق

é ù− −ê ْ
ى üê ْ ي ‎

ê ْ î −‏ −ê ْ
ë û

−
=

ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ

L L L L

L L L L

( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

) ( )

( ) ( )

( )

( )

x x

x x

x x

x x

p dx N dx

N p dx N dx

ψ

ψ
Ω Ω

Ω Ω

ى ü−
ï ï
ي ‎
− −ï ï
î ‏

ٍ ٍ

ٍ ٍ

L

L

(17.8)

-17 مثال پاسخ
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Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

2 ( )( ) ( )
1

2
xxN dxψ

πΩ

=ٍ L (17.12)

( )
2

1 1

1 ( ) 20 0

1 ( )

( )

( )

( )

( )

1
sin 1 sin( )

1

x

x

x

x

d
N dx x x dx x x dx

dx

N dx

ψ π π
π

ψ
π

Ω

Ω

و وِ ِ
= − = − = −ç ÷ç ÷

è ّè ّ

ق = −

ٍ ٍ ٍ

ٍ

L

L (17.11)

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(

( ) ( ) ( )

( )

2
1

1
1 1 1 20

2 2
1

2 2 1
1 1 10

( )
( ) ( )) ( ))

( )
( ) ( )) ( ))

sin( )
( ( 1 sin

1 1
(1 ) cos ( ) ( (

2 2

x
x x x

x
x x x

d xdN d
N N dx N dx dx x dx dx

dx dx dx

dN
x dx N N dx N dx dx

dx

π
π

π ππ π

Ω
Ω Ω

Ω
Ω Ω

و وِ ِ
− = − − =ç ÷ç ÷

è ّè ّ

+ +− + = − ق − = −

ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ ٍ

L L

L L (17.13)

0
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-17 مثال پاسخ

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(

( ) ( )

( )

2
1

2
2 2 2 20

2 2
1

2 2 2
2 2 20

( )
( ) ( )) ( ))

( )
( ) ( )) ( ))

sin(2 )
( ( 1 sin(2 )

1 4 1 4
(1 4 )cos (2 ) ( (

2 2

x
x x x

x
x x x

d xdN d
N N dx N dx dx x dx dx

dx dx dx

dN
x dx N N dx N dx dx

dx

π
π

π ππ π

Ω
Ω Ω

Ω
Ω Ω

و وِ ِ
− = − −ç ÷ç ÷

è ّè ّ

+ +− + = − ق − = −

ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ ٍ

L L

L L

(17.16)

0

( ) ( )

( )

2
1

2
2 1 1 20

1
2 2

2 1 10

( )
( ) ( )) ( ))

( )
( ) ( )) ( ))

sin(2 )
( ( 1 sin( )

2 (1 )cos( )cos(2 ) 0 ( ( 0

x
x x x

x
x x x

d xdN d
N N dx N dx dx x dx dx

dx dx dx

dN
x x dx N N dx N dx dx

dx

π
π

π π π

Ω
Ω Ω

Ω
Ω Ω

و وِ ِ
− = − −ç ÷ç ÷

è ّè ّ

− + = ق − =

ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ

ٍ ٍ ٍ ٍ

L L

L L (17.15)

0

( ) 1
1 2 2

( )
( ) ( )) ( ))( ( 0

x
x x x

dN
N N dx N dx dx

dxΩ
Ω Ω

− =ٍ ٍ ٍL L (17.14)
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-17 مثال پاسخ

1 3

2

58.5688
(17.17) 10

7.8637

α
α

ى−− ü ى ü
ق = ي× ‎ ي ‎

î î‏ ‏
(17.18)

:مي شود نتيجه )17.17( معادله حل با

:مي آيد دست به تقربي شكل تغيير تابع همان يا حدسي تابع )17.2( رابطه در      ثابت هاي جايگذاري با
iα

:داشت خواهيم )17.8( معادلات دستگاه در )17.16( تا )17.9( روابط از پارامترها مقادير جايگذاري با

( ) ( )3 3
( )(17.18) (17.2) 58.5688 10 sin 7.8637 10 sin 2x x x xψ π π− −→ ق = − × + × (17.19)
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ê ْ→ ق ي= ‎ ي ‎

+ê ْ î ‏ ï ï−−ê ْ ï ïî ë‏ û

(17.17)

)است متقارن ضرايب ماتريس(

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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-17 مثال پاسخ
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ل مورد نظرنمودار مقايسه مقدار تقريبي با مقدار واقعي پاسخ معادله ديفرانسي

Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

:RGM( گالركين -ريتز روش .4 Ritz Galerkin Method(
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Weighted( وزني باقيمانده روش Residual Method(

  ئلهمس براي كه گرديد مشاهده .شد استفاده مرزي مقدار مسائل حل براي وزني باقيمانده روش نوع چندين از ما اينجا تا

 را دقيق جواب وش هار تمام از استفاده شود، انتخاب تقريبي تابع عنوان به بالاتر يا دوم درجه جمله اي چند اگر تير، تغييرشكل

 .)دوم رجهد جمله اي چند يك( است سهمي صورت به تير خيز منحني واقعي رفتار كه است دليل اين به اين .مي دهد دست به

 به جز ( ختلفم روش هاي براي را متفاوتي راه حل هاي تقريبي، تابع كي عنوان به نيز سينوسي تابع يك انتخاب حال، اين با

 كه مي شود مطرح طبيعي طور به سوال اين حال .مي دهد دست به )داشتند يكساني نتايج كه گالركين و مربعات حداقل روش

 و تقريبي ابعت مقدار به خطا مقدار .ندارد وجود موضوع اين براي قطعي پاسخ متاسفانه .دهد مي را نتايج دقيق ترين روش كدام

.مي دهد را جنتاي بهترين گالركين روش مسائل، اكثر براي حال، اين با .دارد بستگي شود حل بايد كه ديفرانسيل معادله

 محدود المان پيدايش از قبل تر خيلي گالركين روش واقع، در .نيست محدود المان روش همان گالركين روش كه شود توجه

  در تقريبي عتاب گالركين، روش خلاف بر كه است آن محدود المان روش و گالركين روش بين اساسي تفاوت .بود دسترس در

 دهند، مي كيلتش را فيزيكي حوزه كه منفرد المان هاي روي بر فقط .است نشده تعريف فيزيكي بازه كل در محدود المان روش

.ودش مي استفاده المان معادلات استخراج براي اغلب گالركين روش از استاندارد محدود المان روش در .شود مي تعريف


