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:Sكل مساحت

:Vكل حجم

: uSتكيه گاه سطح

[ ]Tu v w=u (1)

T

x y zf f fé ù= ë ûf (2)
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x y zT T Té ù= ë ûT (3)
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x y zP P Pé ù= ë ûP (4)

.است صفر مي باشد تكيه گاه كه         سطح روي بر جابجايي بردار  :مرزي شرايط uS
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 نيروي مانند( سطحي كشش نيروي بردار

 حسط در )تماسي نيروي يا و فشار از ناشي

:دمي شو تعريف زير صورت به        تماس
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 زير صورت به تنش )تنسور( ماتريس و بردار

:مي گردد تعريف

: iσنرمال تنش
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حجمي نيروي اثر تحت ديفرانسيلي جزء تعادل
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 عمود محور دهنده نشان اول انديس

 دوم انديس و برشي تنش صفحه بر

.مي دهد نشان را راستا

:حجمي نيروي اثر تحت ديفرانسيلي جزء تعادل بررسي
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:داشت خواهيم x جهت در تعادل معادلات نوشتن با
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:داشت خواهيم نتيجه در رسيد خوايم مشابه نتيجه به z و y جهت دو در تعادل معادلات نوشتن با مشابه طور به

:حجمي نيروي اثر تحت ديفرانسيلي جزء تعادل بررسي
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:است زير صورت به حجمي نيروهاي اثر تحت ديفرانسيلي جز در تعادل معادلات كلي حالت در
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:حجمي نيروي اثر تحت ديفرانسيلي جزء تعادل بررسي
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:سطحي نيروي اثر تحت ديفرانسيلي جزء تعادل بررسي
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سطحي نيروي اثر تحت ديفرانسيلي جزء تعادل

:دمي آي دست به زير صورت به وجه ها از يك هر مساحت

Ad

 سه هر رد تعادل معادلات گرفتن نظر در با سطحي نيروهاي اثر تحت ديفرانسيلي جز در تعادل معادلات كلي حالت در

:است زير صورت به راستا

:3  مساحت با  ABC صفحه )عمود( نرمال بردار ∈n ،Ad
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:ددمي گر تعريف زير صورت به كرنش )تنسور( ماتريس و بردار

: iεنرمال كرنش

: ij jiγ γ=برشي كرنش

:مي آيد دست به زير رابطه از جابجايي برحسب كرنش بردار كوچك، تغييرشكل هاي فرض با
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:است زير صورت به بعدي سه حالت در كرنش تنش روابط

:مي آيد دست به زير رابطه از برشي مدول

2(1 )
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(12)
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:Eيتهالاستيس مدول

:Gتصلبي مدول يا برشي مدول

:υنپواسو ضريب

:داشت خواهيم هوك رابطه كمك به

1 2
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  :مي شود تهنوش زير صورت به ماتريسي فرم به بعدي سه حالت در كرنش تنش روابط

:است زير صورت به )14( رابطه شده داده بسط فرم

=σ Dε (14)

تنش بردار 6: ∈σ ،

كرنش بردار 6: ∈ε ،

)متقارن( مصالح ماتريس 6 6: ×∈D ،
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:مي شود تعريف زير صورت به بعدي سه تنش حالت در D مصالح ماتريس
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بعدي يك حالت :خاص حالت هاي

Eσ ε= (17)

:بعدي يك حالت در كرنش -تنش رابطه .داريم x راستاي در متناظر نرمال كرنش و نرمال تنش بعدي يك حالت در
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Plain( صفحه اي تنش-بعدي دو حالت :خاص حالت هاي Stress(

 يك كه لقهح يك مانند .مي گردد ايجاد صفحه اي تنش لبه، سطح روي بر بارگذاري اثر تحت نازك صفحه اي اجسام در

.دهد قرار فشار تحت را آن عبوري، ميله
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Plain( صفحه اي تنش-بعدي دو حالت :خاص حالت هاي Stress(
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  :مي شود نوشته زير صورت به

: pداخلي فشار
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Plain( صفحه اي كرنش-بعدي دو حالت :خاص حالت هاي Strain(

: pداخلي فشار
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  :مي شود نوشته زير صورت به صفحه اي كرنش حالت در كرنش تنش روابط
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 رنشك جسم، طولي راستاي بر عمود بارگذاري اثر تحت كم ضخامت و يكنواخت مقطع سطح زياد، طول با اجسام در

.              است ممكن حالت اين در .داخلي فشار اثر تحت زياد طول با مخازن يا لوله ها مانند .مي گردد ايجاد صفحه اي 0zσ ≠
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 به رتيحرا كرنش روابط، در .شد خواهد ايجاد يكنواخت كرنش دمايي تغييرات يا حرارتي گراديان وجود صورت در

:است زير صورت به حرارتي كرنش بعدي سه حالت در .شد خواهد ظاهر اوليه كرنش يك صورت

[ ]6 0 0 0
T

T T Tα α α∈ = Δ Δ Δ0ε ، (20)

:خاص حالت هاي در حرارتي كرنش

[ ]3 0
T

T Tα α∈ = Δ Δ0ε ، (21)

  :صفحه اي تنش

[ ]3 (1 ) 0
T

T Tυ α α∈ = + Δ Δ0ε ، (22)

  :صفحه اي كرنش

.مي شود اصلاح زير صورت به كرنش تنش روابط دمايي تغييرات يا حرارتي گراديان وجود صورت در

( )= − 0σ D ε ε (23)
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  دماي تغييرات يا حرارتي گراديان وجود صورت در مختلف حالت هاي در كرنش تنش روابط

  :بعدي سه تنش
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:مي آيد تدس به خارجي نيروهاي از ناشي كار بعلاوه كل كرنشي انرژي مجموع از الاستيك، جسم يك در كل پتانسيل انرژي

U W∏ = + (27)

كل پتانسيل انرژي∏:

:Uكل كرنشي انرژي

:Wخارجي نيروهاي از ناشي كار

:آن در كه

1

2
T

V

V

U d= ٍσ ε (28)

T T T
V S i i

iV S

W d d= − − ٍه− ٍu f u T u P (29)

1
(28) & (29) (27)

2
T T T T

V V S i i
iV V S

d d d→ ق ∏ = − − ٍه− ٍ ٍσ ε u f u T u P (30)

) شكل رتغيي با داخلي نيروي مخالفت آن دليل :منفي علامت(
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 عبارت به .است يرمس از مستقل خارجي نيروي از ناشي كار .مي باشند پايستار مي شوند گرفته نظر در اينجا در كه سيستم هايي

 ارجيخ نيروهاي از ناشي كار شود برگردانده اوليه حالت به مجدد و شود جابجا مشخص حالت يك از سيستم اگر ديگر،

  .است صفر با برابر مسير به توجه بدون

Principle( حداقل پتانسيل انرژي اصل of Minimum Potential Energy(:

 اكسترمم سبب ،)مرزي شرايط با سازگار تغييرشكل( قبول قابل هاي تغييرشكل پايستار سيستم يك در

.باشد مي پايدار جسم شود حداقل پتانسيل انرژي اگر .گردد مي پتانسيل انرژي شدن

.نمود ادهاستف سازه ها در تغييرشكل محاسبه براي مي توان حداقل پتانسيل انرژي اصل از



Potential(پتانسيل انرژي Energy(

Fundamental( پايه مفاهيم Concepts(

19

.نماييد محاسبه 3 و 2 ،1 نقاط  در را شده داده نشان آزاد درجه سه سيستم گره اي جابجايي مقدار  -1 مثال
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-1 مثال پاسخ

1F

3F

1k

2k

3k 4k

1q

3q

1

2

3

2q

1

2

3 4
.نيممي ك محاسبه را سيستم كل پتانسيل انرژي مقدار

 زير صورت به فنر المان هر انتهاي و ابتدا گره اي جابجايي هاي براساس فنر هر تغييرشكل مقدار شكل هندسه به توجه با

:مي شود تعريف

:آن بسط و )1.1( رابطه در )1.2( رابطه جايگذاري با

2 2 2 2
1 1 2 2 2 3 3 2 4 3 1 1 3 3

1 1 1 1
(1.2) (1.1) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
k q q k q k q q k q Fq F q→ ق ∏ = − + + − + − − − (1.3)
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-1 مثال پاسخ

1F

3F

1k

2k

3k 4k

1q

3q

1

2

3

2q

1

2

3 4

 در        كل لپنانس انرژي بايد "حداقل پتانسيل انرژي" اصل براساس آزاد، درجه سه سيستم اين در تعادل برقراري منظور به

1q        :ديگر عبارت به .شود مينيمم         و        ،      گره اي جابجايي هاي

∏

2q3q

  رو اين از
(1.3) & (1.4) ق
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-1 مثال پاسخ

1F

3F

1k

2k

3k 4k

1q

3q

1

2

3

2q

1

2

3 4

:است زير صورت به )1.5( رابطه ماتريسي فرم

1 1 1 1

1 1 2 3 3 2

3 3 4 3 3

0

0

0

k k q F

k k k k k q

k k k q F

−é ù ى ü ى ü
ï ï ï ïê ْ= ق − + + − ي= ‎ ي ‎ê ْ
ï ï ï ïê ْ− +ë û î ‏ î ‏

Kq F (1.6)

:مي آيد دست به آزاد درجه سه سيستم گره اي جابجايي پاسخ )1.6( رابطه حل با

1

1 1 1 1

2 1 1 2 3 3

3 3 3 4 3

0

(1.6) 0

0

q k k F

q k k k k k

q k k k F

ى−− ü é ù ى ü
ï ï ï ïê قْ = − + + ي− ‎ ي ‎ê ْ
ï ï ï ïê ْ− +î ‏ ë û î ‏

(1.7)
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:شتدا خواهيم گره هر در مجزا صورت به تعادل بررسي با -گره اي تعادل بررسي :دوم حل راه-1 مثال پاسخ

1F
1k

1q

11
1 1k Δ

1 1 2 1( ) 0k q q Fق − − =

1k

2k

3k

2
2q

1

2

3

2 2k Δ

1 1k Δ

3 3k Δ

1 1 2 2 2 3 3 2( ) ( ) 0k q q k q k q qق − − + − − =

3F3k 4k

3q

3

3 4
4 4k Δ3 3k Δ

3 3 2 4 3 3( ) 0k q q k q Fق − + − =

 نيازي و دارد ربيست كارآيي پيچيده سيستم هاي در "حداقل پتانسيل انرژي" اصل از استفاده روش مي شود مشاهده كه همان طور

  .نيست آزاد جسم دياگرام هاي تعادل بررسي به

Rayleigh-Ritz( ريتز -رايلي روش Method(
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 ميدان يك ريتز -يرايل روش .نمود استفاده تقريبي حل راه يك يافتن براي مي توان را كل پتانسيل انرژي پيوسته فضاي در

:كند مي فرض زير صورت به  سيستم براي جابجايي

1

1

1

( , , )

( , , )

( , , )

i i
i

m

j j
j

n

k k
k m

u x y z

v x y z

w x y z

α φ

α φ

α φ

=

= +

= +

=

=

=

ه

ه

ه

l

l

(31)

 .ودمي ش گرفته نظر در جمله اي چند صورت به معمول طور به       تابع هاي

 معني اين هب .باشند قبول قابل سينماتيكي نظر از بايد w و u، v جابجايي هاي

  )                  ( .نمايد ارضا را سيستم خاص مرزي شرايط كه

φ

n m> > l

2
( ) 0 1 2xu x xα α α= + + :)Polynomial( چندجمله اي تابع 

):)Trigonometric( مثلثاتي تابع  ) 0 1 2

2
sin sinxu x x
π πα α αو ِ و ِ= + +ç ÷ ç ÷
è ّ è ّl l

2
0 1 2( ) 1 , ( ) , ( )x x x x xφ φ φق = = =

0 1 2

2
( ) 1 , ( ) sin , ( ) sinx x x x x

π πφ φ φو ِ و ِ
ق = = =ç ÷ ç ÷

è ّ è ّl l

1 2: , , , nα α αLوابسطه متغيرهاي
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 r به وابسطه متغيرهاي تعداد مرزي شرايط گرفتن نظر در با همچنين و جابجايي -كرنش و كرنش -تنش روابط معرفي با

  :مي شود نتيجه )30( كل پتانسيل انرژي معادله در آن ها جايگذاري با .مي يابد كاهش مستقل متغير

(32)1 2( , , , )rα α α=Π Lكل پتانسيل انرژي

iα∏  .باشد كسترمما      به نسبت      بايد "حداقل پتانسيل انرژي" اصل براساس سيستم، در تعادل برقراري منظور به

(33)0 ( 1,2, , )
i

i r
α
∂Π = =
∂

L

1 2: , , , rα α αLمستقل متغيرهاي
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 راستاي در رتي شكل تغيير تابع .دارد قرار متمركز بار اثر تحت وزن بدون بعدي يك افقي ميله يك  -2 مثال

 تغييرات .مي شود فرض                                    دوم درجه جمله اي چند تابع يك صورت به طولي محور

.نماييد محاسبه را ميله طولي محور راستاي در تنش

2
( ) 1 2 3xu x xα α α= + +

,EAl ,EAl

P
x

y

Rayleigh-Ritz( ريتز -رايلي روش Method(
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-2 مثال پاسخ

,EAl ,EAl

P
x

y

1u

1

1 2

2 3

2u 3u

1

2
T T

V i i
iV

d∏ = σٍه− ε u P (2.1)

:يستمس كل پتانسيل انرژي محاسبه

:مرزي شرايط اعمال
2

( ) 1 2 3xu x xα α α= + +

2
2 1 2 3u α α αق = + +l l

1 0αق =

2
1 2 32 4 0α α αق + + =l l

2
2 3

2
( ) 3 32x

u

u x x

α
α α

ü
ï = −ï

‎ق = − +ï
ï‏

l

l
(2.3)

Rayleigh-Ritz( ريتز -رايلي روش Method(
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-2 مثال پاسخ

,EAl ,EAl

P
x

y

1u

1

1 2

2 3

2u 3u

3 32 2
du

x
dx

α α= − +l (2.4)

(2.3) & (2.4) (2.2)→ ق

( ) ( )22 2 2
3 3 3 3 30

1 1
2 2 2 2 ( )

2 2
x xEA x d EA x d Pα α α α α∏ = − + + − + − −ٍ ٍ

l l

l
l l l

(2.5)2 3 2
3 3

4

3
EA Pα αق ∏ = +l l

3α∏  .باشد كسترمما      به نسبت      بايد "حداقل پتانسيل انرژي" اصل براساس سيستم، در تعادل برقراري منظور به

(2.6)
3

3

8

P

EA
α = −

l

Rayleigh-Ritz( ريتز -رايلي روش Method(
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-2 مثال پاسخ

,EAl ,EAl

P
x

y

1u

1

1 2

2 3

2u 3u

2

( ) 2

3 3
(2.6) (2.3) 2 ,

8 8
x

P x P
u x u

EA EA

و ِ
→ ق = − =ç ÷

è ّ

l

l
(2.7)

(2.7) 3
1

4
x

P x

EA
ε و ِ

ق = −ç ÷
è ّl

(2.8)

(2.8) 3
1

4
x

P x

A
σ و ِ

ق = −ç ÷
è ّl

(2.8)

Rayleigh-Ritz( ريتز -رايلي روش Method(
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-2 مثال پاسخ

,EAl ,EAl

P
x

y

1u

1

1 2

2 3

2u 3u

x

( )xu

x

xσ
2

3

8

P
u

EA
= l

يتقريب حل راه

دقيق حل راه

3

4

P

A

3

4

P

A
−

1

2

P

EA

l

9

8

P

A
−

9

8

P

A

 ردنك پيدا براي تكه اي جمله اي چند درونيابي از اگر

 .ودمي ش حاصل دقيق پاسخ شود استفاده       تابع

 هب براي سيستماتيك حل راه يك محدود المان روش

.مي كند فراهم     تابع هاي آوردن دست

( )xu

φ

Rayleigh-Ritz( ريتز -رايلي روش Method(
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 در تير يزخ ميزان تعيين است مطلوب .دارد قرار      يكنواخت بار اثر تحت شده داده نشان وزن بدون كنسول تير  -3 مثال

:زير حالت دو در آزاد انتهاي و وسط نقاط

-الف

-ب

Rayleigh-Ritz( ريتز -رايلي روش Method(

2 3

( ) 0 1 2 3

2 3 4

( ) 0 1 2 3 4

x

x

x x x
v

x x x x
v

α α α α

α α α α α

و ِ و ِ و ِ= + + +ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ è ّ

و ِ و ِ و ِ و ِ= + + + +ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ è ّ è ّ

l l l

l l l l

w

,EIl

x

y
w
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:الف -3 مثال پاسخ

Rayleigh-Ritz( ريتز -رايلي روش Method(

,EIl

x

y

32

1v

1 1 2

2
( )

( )0 0

1

2

x

x x

M
dx wv d

EI
ق ∏ = −ٍ ٍ

l l
(3.1)

(3.1)
2

( ) ( )0 0

1

2
x x xEI v dx wv d′′ق ∏ = −ٍ ٍ

l l

(3.2)

:يستمس كل پتانسيل انرژي محاسبه

:مرزي شرايط اعمال

0 1 0α αق = =
2 3

( ) 2 3x

x x
v α αو ِ و ِ

ق = +ç ÷ ç ÷
è ّ è ّl l

(3.3)

2v

w

2 3

( ) 0 1 2 3x

x x x
v α α α αو ِ و ِ و ِ= + + +ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ّ è ّ è ّl l l
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:الف -3 مثال پاسخ

Rayleigh-Ritz( ريتز -رايلي روش Method(

33

,EIl

x

y

1v

1 1 2

2v

w

kα∏  .باشد ترمماكس      به نسبت      بايد "حداقل پتانسيل انرژي" اصل براساس سيستم، در تعادل برقراري منظور به

(3.5)

4

2 3

3 4(3.4)
32

2 32 3 30 0
3

4 6
3

62 6
0 0 2

24
x x

w

EI

x w
EI x x d w d

EI

α α

αα α α
α

ق + =

∂Π و وِ ِ و ِ= ق + − = ق + =ç ÷ ç ÷ç ÷∂ è ّ è ّè ّ
ٍ ٍ
l l

l

l

l l l l
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:الف -3 مثال پاسخ

Rayleigh-Ritz( ريتز -رايلي روش Method(

34

,EIl

x

y

1v

1 1 2

2v

w

(3.6)

4 4

2 2

44
3 3

5
4 6 3 24(3.5)
1 2

1224

w w

EI EI

ww

EIEI

α α
α α

ى ü ى ü
ï ï ï ïى ü ى üé ù ï ï ï ï

ق = ق ي= ‎ ي ‎ ي ‎ ي ‎ê ْ
ë û î ‏ î ï‏ ï ï ï−

ï ï ï ïî î‏ ‏

l l

ll

2
2 3

( )

5
(3.6) (3.3)

24 12
x

w w
v x x

EI EI
→ ق = −l l

(3.7)

4

( )
2

4

( )

@ 24
(3.7) 2

@
8

x

x

w
v

x EI

wx v
EI

=

=

=
=

ق ق

= =

l

l

l
l

ll
(3.8)

)آمد دست به دقيق جواب(

)% )دارد خطا 5.88
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:ب -3 مثال پاسخ

Rayleigh-Ritz( ريتز -رايلي روش Method(

,EIl

x

y

35

1v

1 1 2

:مرزي شرايط اعمال

2 3 4

( ) 2 3 4x

x x x
v α α αو ِ و ِ و ِ

ق = + +ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ è ّl l l

(3.9)

2v

w

2 3 4

( ) 0 1 2 3 4x

x x x x
v α α α α αو ِ و ِ و ِ و ِ= + + + +ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ّ è ّ è ّ è ّl l l l

kα∏  .باشد ترمماكس      به نسبت      بايد "حداقل پتانسيل انرژي" اصل براساس سيستم، در تعادل برقراري منظور به
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:ب -3 مثال پاسخ

Rayleigh-Ritz( ريتز -رايلي روش Method(

,EIl

x

y

36

1v

1 1 2

2v

w

32(3.4)

2 3 42 3 4 30 0
3

42 2(3.4)

2 3 42 3 4 40 0
4

2 6 12 6
0 0

2 6 12 12
0 0

x x

x x

x x x x
EI d w d

x x x x
EI d w d

α α α
α

α α α
α

و ِ∂Π و ِ و ِ= ق + + − =ç ÷ ç ÷ ç ÷∂ è ّ è ّè ّ

و ِ و ِ∂Π و ِ= ق + + − =ç ÷ ç ÷ ç ÷∂ è ّè ّ è ّ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

l l

l l

l l l l l

l l l l l

4

2 3 4

4

2 3 4

4

2 3 4

2 3 4
6

2 3
24

20 45 72
2

w

EI

w

EI

w

EI

α α α

α α α

α α α

+ + =

ق + + =

+ + =

l

l

l

(3.11)
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:ب -3 مثال پاسخ

Rayleigh-Ritz( ريتز -رايلي روش Method(

,EIl

x

y

37

1v

1 1 2

2v

w

4 4

2 24 4

3 3

4 44 4

6 4
2 3 4

(3.11) 1 2 3
24 6

20 45 72

2 24

w w

EI EI

w w

EI EI

w w

EI EI

α α
α α
α α

ى ü ى ü
ï ï ï ï
ï ï ï ïé ù ى ü ى ü
ï ï ï ïï ï ï ïê قْ = ق = ي− ‎ ي ‎ ي ‎ ي ‎ê ْ

ï ï ï ï ï ï ï ïê ْë û î ‏ î ï‏ ï ï ï
ï ï ï ï

î î‏ ‏

l l

l l

l l

(3.12)

2
2 3 4

( )(3.12) (3.9)
4 6 24

x

w w w
v x x x

EI EI EI
→ ق = − +l l

(3.13)

4

( )
2

4

( )

17

@ 384
(3.13) 2

@
8

x

x

w
v

x EI

wx v
EI

=

=

=
=

ق ق

= =

l

l

l
l

ll
(3.14) )آمد دست به دقيق جواب دو هر(

Hamilton’s( هاميلتون اصل Principle(
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:شود يم تعريف پتانسيل انرژي و جنبشي انرژي تفاضل عنوان به L لاگرانژي تابع

EL K U= − (34)

:Uنشيكر انرژي( پتانسيل انرژي(

:Lلاگرانژي تابع

: EKجنبشي انرژي

2

1

t

tt
I Ld= ٍ (35)

.است حركت مسير براي اكسترمم يك       تا      لحظه از حركت مسير روي بر پايستار سيستم يك لاگرانژي تابع انتگرال 1t2t

: Iكنش انتگرال

  :يعني تغييرات حساب اصطلاح در .است فوق انتگرال اول مرتبه تغييرات شدن صفر معادل I شدن اكسترمم

0Iδ = (36)



Hamilton’s( هاميلتون اصل با همراه ريتز -رايلي روش Principle(

Fundamental( پايه مفاهيم Concepts(

39

:مي گيرد نظر در زير صورت به  را سيستم براي جابجايي ميدان ريتز -رايلي روش

1 1

1 1

1 1

( ) ( , , ) ( ) ( , , )

( ) ( , , ) ( ) ( , , )

( ) ( , , ) ( ) ( , , )

i i i i
i i

m m

j j j j
j j

n n

k k k k
k m k m

u t x y z u t x y z

v t x y z v t x y z

w t x y z w t x y z

α φ α φ

α φ α φ

α φ α φ

= =

= + = +

= + = +

= =

= =

= =

ه ه

ه ه

ه ه

l l

l l

��

��

��

(37)

φ  .هستند مكاني موقعيت تابع صرفا       تابع هاي

1 2: ( ) , ( ) , , ( )nt t tα α αLتندهس زماني موقعيت تابع صرفا و وابسطه تابع هاي.

 ارضا را تمسيس خاص مرزي شرايط كه معني اين به .باشند قبول قابل سينماتيكي نظر از بايد w و u، v جابجايي هاي

n  )                  ( .نمايد m> > l

Hamilton’s( هاميلتون اصل با همراه ريتز -رايلي روش Principle(
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:مي گردد گسسته زير صورت به )34( رابطه در لاگرانژي تابع

1 2: ( ) , ( ) , , ( )rt t tα α αLتندهس زماني موقعيت تابع صرفا و مستقل تابع هاي.

 نژلاگرا -اويلر معروف معادلات به مسئله جز، به جزء انتگرا لگيري و I اول مرتبه تغييرات دادن قرار مساوي با )36( رابطه براساس

:مي يابد كاهش

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , , , , , , )E r rt t t t t tL K U L α α α α α α= − = � � �L L (38)

0 (0 ,1 , 2 , , )
i i

d L L
i r

dt α α
و ِ∂ ∂− = =ç ÷∂ ∂è ّ

L
�

(39)
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 هر .نماييد همحاسب زير حالت دو در را شده داده نشان كنسول تير ارتعاش فركانس ريتز -رايلي روش از استفاده با  -4 مثال

.مي نمايند تامين را مرزي شرايط تغييرشكل، تابع دو

-الف

-ب

2

( )

2 3

( ) 1 2

( )

( ) ( )

x

x

t

t t

x
v

x x
v

α

α α

و ِ= ç ÷
è ّ

و ِ و ِ= +ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ

l

l l
,EIl

x

y

Cross Section

b
h

11 2

3

2 10 ( / )

0.6096 ( )

0.1016 ( )

0.0028067 ( )

7800 ( / )

E N m

m

b m

h m

kg mρ

= ×
=
=
=
=

l
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:الف -4 مثال پاسخ

EIl,:تمسيس پتانسيل انرژي محاسبه

x

y

1v

1 1 2

2v

2

3
( )

1 4

2
t

EI
U α=

l
(4.2)

:داشت خواهيم )4.1( رابطه در شكل تغيير تابع جايگذاري با

:مسيست جنبشي انرژي محاسبه
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:الف -4 مثال پاسخ

,EIl

x

y

1v

1 1 2

2v

2
( )

1

2 5
E t

A
K

ρ α= l
� (4.4)

:داشت خواهيم )4.3( رابطه در شكل تغيير تابع جايگذاري با

:مي شود تعريف زير صورت به معادل سختي و جرم

3

4
,

5
eq eq

EI A
k m

ρ= = l

l
(4.5)

  :)4.4( و )4.2( روابط در پتانسيل و جنبشي انرژي روابط در آن ها جايگذاري و )4.5( رابطه تعاريف از استفاده با

2 2
( ) ( )

1 1
(4.5) (4.2) & (4.4) ,

2 2
eq E eqt tU k K mα α→ ق = = � (4.6)
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:الف -4 مثال پاسخ

,EIl

x

y

1v

1 1 2

2v

2 2
( ) ( )

1 1

2 2
eq eqt tL m kα α= −� (4.7)

  :مي شود محاسبه زير صورت به سيستم فركانس

11

2 2

5 0.0028067 5(2 10 )
7.858 ( )

2 3 2 (0.6096) 3(7800)

h E
f f Hz

π ρ π
×= = ق =

l
(4.9)
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:ب -4 مثال پاسخ

,EIl

x

y

1v

1 1 2

2v
:ي گيريمم نظر در زير صورت به را دوم حالت در تغييرشكل تابع

آن در كه

( ) 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )x t x t xv α φ α φ= + (4.10)

:تمسيس پتانسيل انرژي محاسبه

Hamilton’s( هاميلتون اصل با همراه ريتز -رايلي روش Principle(

Fundamental( پايه مفاهيم Concepts(

46

:ب -4 مثال پاسخ

,EIl

x

y

1v

1 1 2

2v
:است زير صورت به )4.12( رابطه ماتريسي فرم

{ }
1 1 1 20 0 1

1 2

2
2 1 2 20 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1
(4.12)

2

x x x x t
t t

t
x x x x

dx dx
U EI

dx dx

φ φ φ φ α
α α

αφ φ φ φ

é ù′′ ′′ ′′ ′′
ى üê قْ = ي ‎ê ْ′′ ′′ ′′ ′′ î ê‏ ْë û

ٍ ٍ

ٍ ٍ

l l

l l
(4.13)

:مسيست جنبشي انرژي محاسبه

:است زير صورت به )4.14( رابطه ماتريسي فرم

{ }
1 1 1 20 0 1

1 2

2
2 1 2 20 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1
(4.12)

2
E

x x x x t
t t

t
x x x x

dx dx
K A

dx dx

φ φ φ φ α
ρ α α

αφ φ φ φ

é ù
ى üê قْ = ي ‎ê ْ
î ê‏ ْë û

ٍ ٍ

ٍ ٍ

l l

l l

�
� �

�
(4.15)
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:ب -4 مثال پاسخ

,EIl

x

y

1v

1 1 2

2v

:مي شود تهنوش زير صورت به پتانسيل و جنبشي انرژي روابط

آن در كه

{ }1 2

1 1 1 20 0

2 1 2 20 0

1 1 1 20 0

2 1 2 20 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

T
t t t

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

dx dx
EI

dx dx

dx dx
A

dx dx

α α

φ φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ φ
ρ

φ φ φ φ

=

é ù′′ ′′ ′′ ′′
ê ْ=
ê ْ′′ ′′ ′′ ′′ê ْë û

é ù
ê ْ=
ê ْ
ê ْë û

ٍ ٍ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

eq

eq

α

k

m

l l

l l

l l

l l

(4.17)
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:ب -4 مثال پاسخ

,EIl

x

y

1v

1 1 2

2v

(4.11) (4.17)→ ق

3

4 6

6 12

EI é ù
= ê ْ

ë û
eqk
l

(4.17)

1 1

5 6

1 1

6 7

Aρ

é ù
ê ْ

= ê ْ
ê ْ
ê ْë û

eqm l (4.18)
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:ب -4 مثال پاسخ

,EIl

x

y

1v

1 1 2

2v

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

(34)
2 2

T T
E t t t tL K U Lق = − ق = −eq eqα m α α k α� � (4.19)

( ) ( )
(4.19)

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

(39) 0 0 0t t t t
t t

d L L d

dt dtα α
∂ و∂ ِ

ق − = ق − − = ق + =ç ÷∂ ∂è ّ
eq eq eq eqm α k α m α k α� ��

�
(4.8)

:مي آيد دست به زير صورت به ديناميك در ويژه مقادير مسله حل از استفاده با سيستم فركانس هاي

6.2075
( )

61.162
Hz

π
ى ü

ق = = ي ‎
î ‏

ω
f (4.10)
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:ب -4 مثال پاسخ

,EIl

x

y

1v

1 1 2

2v

2

( ) ( )x t
x

v α و ِ= ç ÷
è ّl

2 3

( ) 1 2( ) ( )x t t
x x

v α αو ِ و ِ= +ç ÷ ç ÷
è ّ è ّl l

NASA, Sonic and Vibration Environments for Ground Facilities: A Design Manual, Report NAS8–11287, NASA, 1968.

1 ( )f Hz 2 ( )f Hz

Exact (NASA 1968: 3–124)

7.858

6.2075

NA

61.16

6.182 38.718
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 وزيعت به منجر صلب صفحات طريق از شده منتقل بارهاي
.شود مي كرنش و تنش يكنواخت

 هنقط مجاورت در زيادي تنش هاي به منجر متمركز بارهاي
.)تنش تمركز( شود مي بار اعمال
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.شود مي تيكنواخ بار اعمال نقاط از كوتاهي نسبتا فاصله در كرنش و تنش توزيع

min

max

0.973

1.027

ave

ave

σ σ
σ σ
=
=

min

max

0.668

1.387

ave

ave

σ σ
σ σ
=
=

min

max

0.198

2.575

ave

ave

σ σ
σ σ
=
=
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.ز شودناپيوستگي سطح مقطع ممكن است منجر به تنش هاي موضعي يا متمرك

max

ave

K
σ
σ
=
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.ز شودناپيوستگي سطح مقطع ممكن است منجر به تنش هاي موضعي يا متمرك

max

ave

K
σ
σ
=
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 ام تكيه گاه سازه تماس سطح در مرزي شرايط تعريف در

 يرت يك مثال، عنوان به .دهيم انجام تقريب مجبوريم اغلب

 يك هب و است آزاد انتها يك در كه بگيريد نظر در را كنسول

 مي طرحم سؤال اين .است متصل ديگر انتهاي در پيچ با ستون

 لبص نيمه يا است صلب كاملا شده پيچ اتصال آيا كه شود

 ياآ گيردار انتهاي در مقطع سطح روي نقطه هر اينكه است؟

 ب هايتقري تأثير ونانت سنت دارند؟ يكساني مرزي شرايط

.گرفت نظر در مسئله كلي حل روي بر را مختلف

  اشند،ب معادل استاتيكي نظر از مختلف تقريب هاي كه زماني تا كه مي كند بيان ونانت-سنت اصل

  گاهتكيه از دور كافي اندازه به نواحي روي كه آن بر مشروط بود خواهند معتبر به دست آمده راه حل هاي

.باشد متفاوت تكيه گاه مجاورت در فقط توجهي قابل طور به است ممكن حل ها راه يعني .كنيم تمركز


