
SDOF: Free Vibration

5

F7�- ���	 +!
<� �
%�8E ��	:

.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

#& ����%� O��� �>��D �3� ���%� �>��	 > �$��$ 
�$ �>��D �&#�> ���. *�%Y3� ���C! +-B V-3W	 

���%� �$��$ �$ V-3W	 ���C! +-B �� 2E '.�$ 
	.

nnnnn kppkF

kppkF
kppkF
kppkF

/

/
/

/

33333

22222

11111

=Δ�=Δ=

=Δ�=Δ=
=Δ�=Δ=
=Δ�=Δ=

�

p1k
�

2k 3k nk

Δ

n

n

i
i kpkpkpkp //// 321

1
++++=Δ�Δ=Δ �

=

�

*
1

1
k
p

k
p

n

i i

=Δ�=Δ� �
=

�
=

=�
n

i ikk 1
*

11

p*k

Δ
#& ��$�# 1-�       
��� �%� +&�8	 ��� �0 �� 


��� �! �! ���%� ��30 '.�$ 
	.
*k

#& ;�0�! ���-	 ���$ ��%�� ���%� ���C! +-B �>��	 ��.�& '%.�$ '��$ >��D #& 
0�	 
��� ���%� +�3)� 
&-.. �$ �7-! �$ ��$�# 1-� 
��� �%� O+&�8	 �>��	 V-3W	 
��� ����%� ���-	 ��� �0 �� 
��� �! 
�! ���%� ��K#
$ ���. 6$�9 �0Z ��� �0 �-38	 ���%� �$ [#-� ���-	 �$ �Q�'�� ;�0�! 'D-. 
	.

SDOF: Free Vibration

6

C- ���	 +!
<� �
%�8E �"���:

#& ����%� O���-	 ���C! +-B �3� ���%� �$ �� 
�>��	 ���. *�%Y3� �>��D �&#�> �$��$ �$ V-3W	 
�>��D �3� ���%� '.�$ 
	. 

p

1k 2k 3k nk�

Δ

Δ++Δ+Δ+Δ=�=�
=

n

n

i
i kkkkpFp �321

1

Δ=�Δ�
�
��

	

=� �
=

*

1
kpkp

n

i
i �

=

=�
n

i
ikk

1

*

*k

p

Δ

Δ=Δ==Δ=Δ=Δ n�321

.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�



SDOF: Free Vibration

7

K���� �
% ���	 !��� H!
I�	� �! *�� L��
.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

1- ���	 ���J�:

��� �#-�	 �� ���	 �$ \�� ]�N	 A O +-B L 

> +>'	 ��������� E �$��$ ��� �$ 

p

EA,�

A
B

�

� EAk
EA
p

BB =�=Δ

�K� ^$��	 6�. ># �$># �>��D �#-�	 #& �����# ���	 +�3)� &-�D 
��� 

N�� ���	 #& ��ND B ����$��$ �$ 

A

Bp

α
β

EA,�

�

� α
α

2

2

sin
sin

EAk
EA
p

BB =�=Δ

�$ *�� ���D �7-! &-. �0 
��� _-$�	 �$ 
��� 
N�� ���. 
%8� #& *�? O�(���	 �	 �>��D 
N�� ���	  
AB �# ��#�& `a '��$ ���$ �(���	 �>��D ���	 AB �>��D 
N�� ���	 AB #&             R�b &-..

βcos
1

BAB
BBh

AB
EAFkF

F AB Δ=�Δ==
β
α

ββ cos
sin

coscos

2

�

 $���" 
� *�� �
�	�� $M�� � N� !�>O ��  
�
�	�� ���� /	�.

α

SDOF: Free Vibration

8

K���� �
% ���	 !��� H!
I�	� �! *�� L��
.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

2- ���	 �P>�:


��� 
�3� '%c ��! �0 *�����$ &�$#�0 
�# #& �(���	 �� 2��	���C! 'D#�& 
�#�$ 

��%0 
	. +-B �3� ����! L > ��(�� 

�3� �� 2E EI ���.  

p

�
A B

3

3 3
3 �

� EIk
EI
p

BB =�=Δ

2

2 2
2 �

� EIk
EI
p

BB =�= θθ

2

2 2
2 �

� EIk
EI
M

BB =�=Δ

�

� EIk
EI
M

BB =�= θθ �
A B

M

4

4 8
8 �

� EIk
EI
q

BB =�=Δ

3

3 6
6 �

� EIk
EI
q

BB =�= θθ �
A B

q



SDOF: Free Vibration

9

p

�
A B

3

3 3
3 �

� EIk
EI
p

BB =�=Δ

2

2 2
2 �

� EIk
EI
p

BB =�= θθ

2

2 2
2 �

� EIk
EI
M

BB =�=Δ

�

� EIk
EI
M

BB =�= θθ �
A B

M

4

4 8
8 �

� EIk
EI
q

BB =�=Δ

3

3 6
6 �

� EIk
EI
q

BB =�= θθ �
A B

q

K���� �
% ���	 !��� H!
I�	� �! *�� L��
.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

2- ���	 �P>�:

SDOF: Free Vibration

10

22

22 3
3 ba

EIk
EI
bpa

CC
�

�
=�=Δ

)(
6

6
)(

)(
6

6
)(

aab
EIk

EI
apab

bab
EIk

EI
bpab

B

A

B

A

+
=�+=

+
=�+=

�

�

�

�

�

�

�

�

θ

θ

θ

θ

p

a b

A C B

a b

p

A C B
33

3

3

33 3
3 ba

EIk
EI
bpa

CC
�

�
=�=Δ

3

22

2

2

2

2 2,,
���

bpaMbpaMpabM CBA ===

K���� �
% ���	 !��� H!
I�	� �! *�� L��
.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

2- ���	 �P>�:



SDOF: Free Vibration

11

4

4

5
384

384
5

�

� EIk
EI
q

CC =�=Δ

3

3 24
24 �

� EIkk
EI
q

BABA ==�== θθθθ 2/�

A C B

q

2/�

4

4

384
384
1

�

� EIk
EI
q

CC =�=Δ

24
,

12

22 �� qMqMM CBA ===

A B

2/�
C

q

2/�

K���� �
% ���	 !��� H!
I�	� �! *�� L��
.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

2- ���	 �P>�:

SDOF: Free Vibration

12

2

2 16
16 �

� EIk
EI

M
CC =�=Δ

�

�

�

�

EIk
EI
M

EIk
EI
M

B

A

B

A

6
6

3
3

=�=

=�=

θ

θ

θ

θ

M

2/�

A C B

2/�

2

2 8
8 �

� EIk
EI
M

CC =�=Δ

MM

EIkk
EI
M

C

BA BA

=

==�==
�

� 2
2 θθθθ

M

2/�

A C B

2/�

M

K���� �
% ���	 !��� H!
I�	� �! *�� L��
.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

3- ���	 �PQ�R:

*�� V-D 
��� 
�Y�a 
.�D �� M3� 
���. 
��� 
�Y�a '%c ��! �0 *�����$ 

&�$#�0 �# #& �(���	 �� 2��	���C! 'D#�& 

�#�$ ��%0 
	. +-B �3� ����! L > 
��(�� 
�3� �� 2E EI ���.  



SDOF: Free Vibration

13

0,0 ==Δ CC M

�

� EIkk
EI
M

BABA
6

6
==�== θθθθ

M

2/�

A C B

2/�

M

M

�

A B

�

� EIk
EI
M

AA
4

4
=�= θθ

2
MMB = )�� �@7 �$ M(

K���� �
% ���	 !��� H!
I�	� �! *�� L��
.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

3- ���	 �PQ�R:

SDOF: Free Vibration

14

K���� �
% ���	 !��� H!
I�	� �! *�� L��
.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

3- ���	 �PQ�R:
A

B
�

� GJk
GJ
T

BB =�=φ


��� ����%� 
4�N�D� '%D�	 
��� 
�3� 
(��b ��         ��� �0 ��#�& 2-��D�3�& #�$ �&���K '.�$ 
	. 

��� ����%� 
�Y�a '%D�	 
��� 
�Y�a 
(��b ��       ��         ��� �0 ��#�& 2-��D�3�& �Q%4 '.�$ 
	. 

3�

EI

�

EI
�

GJ

J: 2�3	 
��%�� 
(�9
G: +>'	 ��������� 
.�$



SDOF: Free Vibration

15

6��	 
� H
� $��� ��!���: 
��� 
(D�7 �� 2-�� �$ ��K ���! #�&��K #& R�9 �$  
+'	 
.�$ �$ [#-� ��� �(���	 &-. 
	.  

 
� �B�� C
D +,�
��!��� H
� $���

m
)(tx

1k 2k

)(tp

Δ

F

a b

H"
	 @�MJ� "� ���#!
�

Δ= 33

33
ba
EIF �

6�
S� /�;
�

p

�
EI

p2
�2

EI

x

x

xEIpxEIp 333

3 12)2(32
���

� =�=�

xkF =�8E ����� $T��� $� $�=B
3

12
�

EIk =�

.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

SDOF: Free Vibration

16


��� 
(D�7 �N(B #& �� ����� SDOF �$ +'	 R�9 
.�$ �$ ��� ��K ���! #�&��K �$ [#-� ��� 
�(���	 &-. 
	

��
==

���

�
��	



==

n

i i

ii
n

i
i

IEkk
1

3
1

12
�

2k1k 3k nk�

.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�



SDOF: Free Vibration

17

6��	 
� H
� $��� �MUI�: 
��� 
(D�7 �� 2-�� �$ ��K ���! 
��d	 #& R�9  
�$ +'	 
.�$ �$ [#-� ��� �(���	 &-. 
	.  

Δ

F

a b

H"
	 @�MJ� "� ���#!
�

Δ= 22

3
ba
EIF �

xEIpxEIp 322

3)2(32
���

� =�=�

xkF =�8E ����� $T��� $� $�=B
3

3
�

EIk =�

 
� �B�� C
D +,�
�MUI� H
� $���

m
)(tx

1k 2k

)(tp

6�
S� /�;
�

p

�
EI

p2
�2

EI

x

x

.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

SDOF: Free Vibration

18


��� 
(D�7 �N(B #& �� ����� SDOF �$ +'	 R�9 
.�$ �$ ��� ��K ���! 
��d	 �$ [#-� ��� 
�(���	 &-. 
	

��
==

���

�
��	



==

n

i i

ii
n

i
i

IEkk
1

3
1

3
�

2k1k 3k nk�

.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�



SDOF: Free Vibration

19

+
V�-1: #& ��a�� 2��D �&�& ���C! 2��	 �e�9 ��K O �# �(���	 '���3D.  

.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

O

A B C

p

θθ

),( LOBcteAE ==

SDOF: Free Vibration

20

 W	
R +
V�-1:

.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

O

A B C

p

θθ

),( �== OBcteAE



SDOF: Free Vibration

21

+
V�-2: #& R�9 ��� ���C! 2��	 
N�� SN� ;�� #'Nc f���  

.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

2/@4 �

A B
C

D E

F G H I J

EI EI EI EI EI

p

�

SDOF: Free Vibration

22

.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

2/@4 �

A B
C

D E

F G H I J

EI EI EI EI EI

p

�

 W	
R +
V�-2:



SDOF: Free Vibration

23

+
V�-3: #& R�9 ��� ���C! 2��	 
N�� ��K C #'Nc f���  

.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

A

p

B

DC

EA,�

EI,� EI2,�

���

�
��	



=

6

2�AI

SDOF: Free Vibration

24

.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�
 W	
R +
V�-3:

A

p

B

DC

EA,�

EI,� EI2,�



SDOF: Free Vibration

25

+
V�-4: #& ���� ��� ���C! 2��	 �e�9 B  > �>��D �%� #'Nc f���  

.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�

�
�
��

	

 = 3

12
�

EIks

D F

p

A
B C

EIl , EIl ,

EIl 2, EIl 2,
E

sk

SDOF: Free Vibration

26

.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�
 W	
R +
V�-4:

D F

p

A
B C

EIl , EIl ,

EIl 2, EIl 2,
E

sk



SDOF: Free Vibration

27

.II�8E 
� �"
	 +,� ��8�� "� H!
I�	� 
� ���	 $=	
J�
 W	
R +
V�-4:

D F

p

A
B C

EIl , EIl ,

EIl 2, EIl 2,
E

sk

SDOF: Free Vibration

28

#& �4�? 
�0 ���$ �$ ��& 2&#>E �4&�8	 �0�? 
�� ����� 
��	�%�& /��K��& ��7 &��E /�7 m �# 

��# �&�0 �0 '��$ #& �4�? +&�8! '.�$.

.III &�'�	 �� /5�X :
!
<�SDOF

m
)(tx

k

)(tp

c

)(tp
xm ��

xk xc �

�=� )(tpF )()()()( tptxktxctxm =++ ���

 /5�X ���
8�! :
!
<�)Dynamic Equation of Motion(

)$S=Y �=�
� ���	(

Ka.Karami
Rectangle


