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ريمحو تك عمودي تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -الف
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xF  :دمي آي دست به زير رابطه از ،        المان، سطح بر وارد نيروي
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:با است برابر وارده تنش امتداد در ،      المان، طول تغيير همچنين xΔ

:نمود همحاسب زير صورت به توان مي را ،     المان، در شده ذخيره كرنشي انرژي همان يا داخلي نيروهاي توسط شده انجام كار ud
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ريمحو تك عمودي تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -الف
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  :نوشت زير صورت به مي توان را )3( رابطه رو اين از                       با است برابر شده گرفته نظر در المان جز حجم
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:مي گردد تعريف زير صورت به )المان حجم واحد در شده ذخيره انرژي مقدار( كرنشي انرژي چگالي )4( رابطه كمك به
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ريمحو تك عمودي تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -الف
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 از انتگرال گيري با ،      جسم، در شده ذخيره انرژي كل مقدار

  :مي گردد حاصل )4( رابطه طرفين

U

:تنوش نيز زير روابط صورت به توان مي را جسم در شده ذخير انرژي كل مقدار ،                هوك، قانون بكارگيري با
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ريمحو تك عمودي تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -الف

وريمح نيروي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -1

 هرابط از محوري نيروي از ناشي )نرمال( محوري تنش
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  :دمي آي دست به محوري نيروي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي )8( رابطه در )9( رابطه جايگذاري با
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:مي آيد در زير صورت به )10( رابطه باشد ثابت تير طول در مقطع سطح و محوري نيروي كه خاص حالت در
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ريمحو تك عمودي تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -الف

وريمح نيروي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -1
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  :مي آيد دست به زير صورت يه )11( رابطه براساس مي باشد عضو m داراي كه خرپا دريك شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي
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ريمحو تك عمودي تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -الف

يخمش لنگر اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -2

  :دمي آي دست به زير رابطه از خمشي لنگر از ناشي )نرمال( محوري تنش
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  :داشت خواهيم )8( رابطه در )13( رابطه جايگذاري با
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ريمحو تك عمودي تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -الف

يخمش لنگر اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -2

:ودمي ش تعريف زير صورت به دوم سطح لنگر

2
( )x AI y d= ٍ (15)

  :مي آيد دست به خمشي لنگر اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي )14( رابطه در )15( رابطه جايگذاري با
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:مي آيد در زير صورت به )16( رابطه باشد ثابت تير طول در اينرسي ممان كه خاص حالت در
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رشيب تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -ب

2
x x zF d d
τ= (18)

xF  :يدمي آ دست به زير رابطه از ،     المان، سطح بر وارد متوسط نيروي

tan( ) x
x y

y

d
d

γ γ γΔ= = ق Δ = (19)

:با است برابر وارده تنش امتداد در ،      المان، طول تغيير همچنين xΔ

(18)&(19) 1

2 2
u x x u x z y u x y zd F d d d d d d d d

τ γ τγ= ×Δ ق = ⋅ ق = ⋅ (20)

:نمود همحاسب زير صورت به مي توان را ،     المان، در شده ذخيره كرنشي انرژي همان يا داخلي نيروهاي توسط شده انجام كار ud
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  :نوشت زير صورت به مي توان را )20( رابطه رو اين از                       با است برابر شده گرفته نظر در المان جز حجم
V x y zd d d d=



سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش

11

رشيب تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -ب
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  ابطهر طرفين از انتگرال گيري با ،      جسم، در شده ذخيره انرژي كل مقدار

  :مي گردد حاصل )21(

U

:تنوش نيز زير روابط صورت به توان مي را جسم در شده ذخير انرژي كل مقدار ،                هوك، قانون بكارگيري با Gτ γ=
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برشي تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -ب

شيبر نيروي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -1
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  :مي آيد دست به زير رابطه از برشي نيروي از ناشي برشي تنش
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I b
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:Qخنثي رتا به نسبت سطح اول گشتاور
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برشي تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -ب

شيبر نيروي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -1
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 به نسبت رنگ زرد مستطيلي مقطع براي )25( رابطه در ،Q سطح، اول گشتاور

:مي شود محاسبه زير صورت به خنثي تار
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.V x yd b d d= (26)

  :اب است برابر شده گرفته نظر در المان جز حجم
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برشي تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -ب

شيبر نيروي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -1

  :داشت خواهيم )25( رابطه در )27( رابطه جايگذاري با
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  :داشت خواهيم )24( رابطه در )28( و )26( روابط جايگذاري با
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برشي تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -ب

شيبر نيروي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -1

:زير مقدار محاسبه با
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 مقطع سطح با المان يك در برشي، نيروي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي )29( رابطه در آن جايگذاري و

  :مي آيد دست به زير صورت به مستطيلي
3

( ) ,2 5 2
12
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20 0
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.است آمده پركارد مقاطع از تعدادي براي شكل ثابت )1( جدول در .دارد نام شكل ثابت ، k پارامتر

  :با است ربراب دلخواه مقطع سطح با المان يك در برشي، نيروي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي كلي حالت در
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برشي تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -ب

شيبر نيروي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -1

شكل مقاطع k

لمستطي 1.2

دايره

10

9

)هلول(دايره توخالي 

2

كل  شآي و ) جعبه(مستطيل توخالي 
1

)1( جدول

  آي و )هجعب( توخالي مستطيل مقاطع در :نكته

  با برابر )32( رابطه در A پارامتر شكل

.است جان مساحت
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برشي تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -ب

چشيپي لنگر اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -2

  :مي آيد دست به زير رابطه از پيچشي لنگر از ناشي برشي تنش

( )

( )

x

x

T

J

ρ
τ = (33)

( ): xJ يقطب اينرسي ممان

Cross Section

d ρ

rρ

xd

d ρ 2πρ

2 .V xd d dρπρ= (34)

  :اب است برابر شده گرفته نظر در المان جز حجم
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برشي تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -ب

چشيپي لنگر اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -2

  :داشت خواهيم )24( رابطه در )34( و )33( روابط جايگذاري با

2 2 2
( ) ( ) 3

2 20 0
( ) ( )

(26) & (28) (24) 2 . . 2
2 2

rx x

x x

x x

T T
U d d U d d

GJ GJ
ρ ρ

ρ
πρ πρ→ ق = ⋅ ق =ٍ ٍ ٍ

l

(35)

:زير مقدار محاسبه با

4
3

( )0
2

2

r

x

r
d Jρ

ππρ = =ٍ (36)

 دايره اي مقطع سطح با المان يك در پيچشي، لنگر اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي )35( رابطه در آن جايگذاري و

  :مي آيد دست به زير صورت به

2
( )

0
( )

(36) (35)
2

x

x

x

T
U d

GJ
→ = ٍ

l

(37)
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برشي تنش هاي اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -ب

چشيپي لنگر اثر تحت شده ذخيره داخلي كرنشي انرژي -2

 زير رابطه از قطبي اينرسي ممان مستطيلي، مقطع سطح با ميله در

:مي گردد حاصل

3J cb a= (38)

 صورت هب نيز    مقدار .مي باشد كوچكتر ضلع     و بزرگتر ضلع     آن در كه

  :مي گردد تعريف زير

abc

4

4

1
0.21 1

3

b b
c

a a

و ِ
= − −ç ÷

è ّ
(39)

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش

20

)انرژي بقاي اصل ( حقيقي كار روش

:مي آيد دست به زير رابطه از المان يك در شده ذخيره كرنشي انرژي كلي حالت در

2 2 2 2
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

x x x x

x x x x

x x x x

p M V T
U d d k d d

EA EI GA GJ
= + + +ٍ ٍ ٍ ٍ

l l l l

(40)

:مي شود نوشته زير صورت به )40( رابطه تير طول در المان مقطع سطح بودن ثابت فرض با

2 2 2 2
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 02 2 2 2

x x x x

x x x x

p M V T
U d d k d d

EA EI GA GJ
= + + +ٍ ٍ ٍ ٍ

l l l l
(41)

كار انجام شده توسط نيروهاي خارجي
 كار انجام شده توسط نيروهاي داخلي

)همان انرژي كرنشي ذخيره شده(
=

UW
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)انرژي بقاي اصل ( حقيقي كار روش

.ماييدن محاسبه را وارده محوري نيروي اثر تحت تير طول تغيير مقدار شده داده نشان تير در -1 مثال

P

,EAl
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)انرژي بقاي اصل ( حقيقي كار روش

-1 مثال پاسخ
P

Δ

,EAl

1

2
W P= Δ (1.1)

2

(11)
2

P
U

EA
ق = l

(1.2)

P

EA
Δ = l

Δ

P

W

نيرو

لتغييرشك

P
F x=
Δ
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)انرژي بقاي اصل ( حقيقي كار روش

.دنمايي محاسبه را وارده پيچشي لنگر اثر تحت ميله دوران مقدار شده داده نشان شكل در -2 مثال

,GJl

T
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)انرژي بقاي اصل ( حقيقي كار روش

-2 مثال پاسخ

2

2

T
U

GJ
= l

(2.2)

T

GJ
φ = l

,GJl

1

2
W T φ= (2.1)

φ

T

W

نيرو

لتغييرشك

T
M θ

φ
=
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)انرژي بقاي اصل ( حقيقي كار روش

.نماييد محاسبه را B گره در وارده بار اثر تحت شكل تغيير مقدار شده داده نشان فولادي تير در -3 مثال

P

A B

, ,EI GAl
Cross Section

b

h

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش
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)انرژي بقاي اصل ( حقيقي كار روش

-3 مثال پاسخ

:ددمي گر تعيين تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

0 0x xF A= ق ه= 0 0A A AM M P M P= ق − × = ق ه= l l

0 0y y yF A p A P= ق − = ق ه=

yA

xA

AM

P

B

, ,EI GAl

:داشت خواهيم 1-1 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با
P

Pl

P

B

, EIl

1

1

0x≥ ≥l

( )xV

( )xM

B
O

P ( ) ( )0 0o x xM M P x M Px= ق + × = ق = ه− (3.1)

0x≥ ≥l

( ) ( )0 0y x xF V P V P= ق − = ق ه= (3.2)
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)انرژي بقاي اصل ( حقيقي كار روش

-3 مثال پاسخ

3

3
B

P P
k

EI GA
Δ = +l l

BΔ
p

pl

P

B

, ,EI GAl

A

2 3 2 2 3 2

0 0
6 2 6 2

P x P x P P
k U k

EI GA EI GA

ù ù
= + ق = +ْ ْ

û û

l l

l l
(3.4)

(3.5)

Δ

F

1

2
BW P= Δ

 ممماكزي مقدار به و مي شود شروع صفر از نيرو چون

.مي كنيم لحاظ را آن متوسط بنابراين مي رسد

1
.

2
BW P= Δ (3.3)

BΔ

P

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش
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)انرژي بقاي اصل ( حقيقي كار روش

-3 مثال پاسخ

 تغيير قدارم كل اگر .مي باشد برشي و خمشي شكل تغيير دهنده نشان ترتيب به دوم و اول عبارت هاي )3.5( رابطه در

:داشت خواهيم بنويسيم خمشي شكل تغيير برحسب را شكل

3

2

3
(3.5) 1

3
B

P kEI

EI GA

و ِ
ق Δ = +ç ÷

è ّ

l

l
(3.6)

:است زير صورت به آن مكانيكي و هندسي مشخصات فولاد، جنس از مستطيلي مقطع براي

3

, , 2.5 , 1.2 ,
12

bh E
I A bh k h

G
β= = = = =l (3.7)

:مي شود نتيجه )3.6( رابطه در )3.7( رابطه جايگذاري با

2

3

1
(3.7) (3.6) 1 0.75

3

B

P

EI

β

و وِ ِΔ
ç ÷→ ق = + ç ÷ç و÷ ِ è ّè ّç ÷

è ّ

l (3.8)
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)انرژي بقاي اصل ( حقيقي كار روش

-3 مثال پاسخ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

3

3

B

P

EI

Δ
و ِ
ç ÷
è ّ

l

β

2

3

1
1 0.75

3

B

P

EI

β

و وِ ِΔ
ç ÷= + ç ÷ç و÷ ِ è ّè ّç ÷

è ّ

l (3.8)

 تير كي براي كه گرفت نتيجه مي توان نمودار از

 )        مثال طور به(        كوتاه طول با

 لشك تغيير برابر 1/75  مساوي كل تغييرشكل

 از نيز يبرش شكل تغيير يعني .مي باشد خمشي

 درحالي اين .است برخوردار زيادي اهميت

 به(         بلند طول با تير يك براي كه است

 برابر باتقري كل تغييرشكل )             مثال طور

 شكل ييرتغ يعني .مي گردد خمشي شكل تغيير با

 آن اثر از مي توان و دارد ناچيزي اثر برشي

.كرد نظر صرف

1β =h=l

10β =
10h=l

 آن ها مقطع ارتفاع به دهانه طول نسبت كه معمولي تيرهاي تغييرشكل محاسبه در :نكته

.كرد نظر صرف برشي تغييرشكل اثر از مي توان باشد 10 از بزرگتر هميشه

1P

1Δ

2P
1M 2M 1 1P Pδ+

1 1δΔ +

2P
1M 2M

ق

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش

30

Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

 ستنش وجود عدم همچنين و حرارت درجه تغييرات وجود عدم مصالح، خطي رفتار فرض با سازه اي سيستم يك در

 در نيرو اثر نقطه كانم تغيير با سازه اي سيستم بر موثر نيروي هر به نسبت داخلي كرنشي انرژي جزئي مشتق تكيه گاهي،

.است برابر نيرو راستاي امتداد

1Pδ  .نمايد تغيير         اندازه به     نيروي شده داده نشان تير در كنيد فرض :اثبات 1P

:مي شود محاسبه زير صورت به       نيروي از ناشي كار و داخلي كرنشي انرژي تغييرات ميزان حالت اين در

2

1

2

0
0
0

1 2 1 2 1

1 2 1 2 1

P
M
MU U U U U

U P P M M U P
P P M M P

δ
δ
δ

δ δ δ δ δ δ δ

=
=
=∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + ق =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ (42)

)يداخل كرنشي انرژي تغييرات(

1Pδ
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Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

:اثبات

(42)&(43)

1 1 1 1

1 1

U U
U W P P

P P
δ δ δ δ∂ ∂= ق = ⋅Δ ق = Δ

∂ ∂
(44)

:رو اين از اشدب برابر بايد         نيروي از ناشي كار با داخلي كرنشي انرژي تغييرات ميزان انرژي بقاي اصل طبق
1Pδ

(43)1 1 1 1 1 1 1 1 1( )W P P P W Pδ δ δ δ δ δ δ δ= ⋅ Δ + = ⋅Δ + ⋅ ق = ⋅Δ)نيروي از ناشي كار       (
1Pδ

)جزئي مقدار دو ضرب=(0

 امتداد در نيرو ثرا نقطه مكان تغيير با     نيروي به نسبت داخلي كرنشي انرژي جزئي مشتق كه است آن بيان گر )44( رابطه

.است برابر        يعني  نيرو راستاي

1P

1Δ

iP

iΔ

jP
iM jM

jθ

k θ

k
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Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0

i

i

x x x x x x x x s s s s
i x x x x

i i i i i i

U

P

p p M M V V T T F F M M
d d k d d

EA P EI P GA P GJ P k P k Pθ

∂Δ = ق
∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Δ = + + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ه∂ ٍه ٍ ٍ ٍ

l l l l

(45)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0

j

j

x x x x x x x x s s s s
j x x x x

j j j j j j

U

M

p p M M V V T T F F M M
d d k d d

EA M EI M GA M GJ M k M k Mθ

θ

θ

∂= ق
∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ه∂ ٍه ٍ ٍ ٍ

l l l l

(46)

:قاب ها در



سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش

33

Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

1

m
i i i

j j
ij i i j

p pU

F E A F=

∂∂Δ = ق Δ =
∂ ه∂

l
(47)

A B

2P

1P

jF
jΔ

:خرپاها در

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش
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.نماييد محاسبه را B گره در وارده بار اثر تحت شيب و شكل تغيير مقدار شده داده نشان فولادي تير در -4 مثال

P

A B

l
Cross Section

6
22

4
5

2

5 2 10
8

3 : 160 :
8698 101

web

kgP ton E
A cmcm

m Steel IPE
kg I cmGk

cm

=ى = ×ï ى =ï ï= ي ي
=ïï î= ×=

ïî

l

Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(
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-4 مثال پاسخ

:ددمي گر تعيين تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

0 0x xF A= ق ه= 0 0A A AM M P M P= ق − × = ق ه= l l

0 0y y yF A p A P= ق − = ق ه=

yA

xA

AM

P

B

, ,EI GAl

:داشت خواهيم 1-1 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با
P

Pl

P

B

, EIl

1

1

0x≥ ≥l

( )xV

( )xM

B
O

P ( ) ( )0 0o x xM M P x M Px= ق + × = ق = ه− (4.1)

0x≥ ≥l

( ) ( )0 0y x xF V P V P= ق − = ق ه= (4.2)

Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش
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-4 مثال پاسخ

Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

3 3

00
3 3

B

Px Px P P
k k

EI GA EI GA

ù ù= + ق Δ = +ْ ْ
ûû

l l
l l

(4.3)

:داشت خواهيم )4.3( رابطه در موجود پارامترهاي مقادير جايگذاري با

( ) ( )

3

3 2 3 3 2

6 4 5 2

2 2

(4.3)
3

(5 10 )(3 10 ) (5 10 )(3 10 )
(1) 25.892 0.234

3 2 10 869 8 10 8

26.126

B

B

P P
k

EI GA

kg cm kg cm

kg kg
cm cm

cm cm

cm

ق Δ = +

× × × ×= + = +
و ِ و ِ× ×ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ

ق Δ =

l l
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-4 مثال پاسخ

  گره در كه آنجايي از اما .گرفت جزئي مشتق B گره در متمركز لنگر يك به نسبت انرژي از بايد B گره در دوران ميزان تعيين براي

B گره در )صفر مقدار با( مجازي لنگر يك خودمان ندارد وجود خارجي لنگر B در شده ذخيره كرنشي انرژي تا مي كنيم اعمال 

.آيد دست به m از تابعي برحسب سازه

:داشت خواهيم 1-1 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

0x≥ ≥l

( )xV

( )xM

B
O

P ( ) ( )0 0o x xM M P x m M Px m= ق + × + = ق = − ه− (4.4)

0x≥ ≥l

( ) ( )0 0y x xF V P V P= ق − = ق ه= (4.5)

Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

P

B

, EIl

1

1

m

m

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش
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-4 مثال پاسخ

Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

:داشت خواهيم )4.6( رابطه در موجود پارامترهاي مقادير جايگذاري با

( )
2 3 2 2

6 4

2

(5 10 )(3 10 )
(4.6) 0.129

2
2 2 10 869

rad
B B

P kg cm

kgEI
cm

cm

θ θ× ×
ق = = ق =

و ِ×ç ÷
è ّ

l

ETABS File Name: 04-Example-04.EDB

2 2

0
2 2

B

Px P

EI EI
θ

ù
ق =ْ

û

l

l
(4.6)
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.نماييد محاسبه را D گره قائم جابجايي شده داده نشان خرپاي در -5 مثال

6

2

2

2 10

10

i

i

kg
E

cm

A cm

ى = ×ï
ي
ï =î

Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

A

B

C
D 2 ton

4m 3m

4m

1m

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش
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-5 مثال پاسخ

Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

/

(5.1)

0 2 0 2

7
0 4 7 2 4 0 2

4

3
0 0 2

4

x x x

A y y

y y y y

F A A ton

M C F C F

F A C F A F

= ق + = ق = −

= ق × − × − × = ق = +

= ق + − = ق = − −

ه

ه

ه

  :مي آيد دست به تكيه گاهي العمل هاي عكس خرپا كل براي تعادل معادلات نوشتن با

 يك به نسبت انرژي از بايد D گره در قائم جابجايي ميزان تعيين براي

 در كه آنجايي از اما .گرفت جزئي مشتق D گره در قائم متمركز نيروي

  ائمق متمركز نيروي يك خودمان ندارد وجود قائم متمركز نيروي D گره

 هذخير كرنشي انرژي تا مي كنيم اعمال D گره در )صفر مقدار با( مجازي

.آيد دست به F از تابعي برحسب سازه در شده

A

B

C
D 2 ton

4m 3m

4m

1m

yA

xA

yC

F

(5.1)
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-5 مثال پاسخ

Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

A

B

C
D 2 ton

4m 3m

4m

1m

3
2

4
F +

2 ton

7
2

4
F +

F

1θ
2θ

3θ

1 1

2 2

3 3

2
sin( ) cos( )

2

5 4
sin( ) , cos( )

41 41

1 3
sin( ) , cos( )

10 10

θ θ

θ θ

θ θ

= =

= =

= =

:داشت خواهيم A گره در تعادل معادلات نوشتن با

A
2 ton

3
2

4
F +

ABF
ACF

2 2 3 2

3 41

4

AB

AC

F F

F F

ى = −
ï

ق ي
=ï

î

2 4
0 2 0

2 41

3 2 5
0 2 0

4 2 41

x AB AC

y AB AC

F F F

F F F F

= ق − + + =

= ق − − + + =

ه

ه

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش

42

-5 مثال پاسخ

Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

A

B

C
D 2 ton

4m 3m

4m

1m

3
2

4
F +

2 ton

7
2

4
F +

F

1θ
2θ

3θ

1 1

2 2

3 3

2
sin( ) cos( )

2

5 4
sin( ) , cos( )

41 41

1 3
sin( ) , cos( )

10 10

θ θ

θ θ

θ θ

= =

= =

= =

:داشت خواهيم D گره در تعادل معادلات نوشتن با

DBF
2 3

10

DB

DC

F F

F F

= ïى−
ق ي

=ïî

3
0 2 0

10

1
0 0

10

x DB DC

y DC

F F F

F F F

= ق − − + =

= ق − + =

ه

ه

D 2 ton

F

3θ
DCF
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-5 مثال پاسخ

Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

A

B

C
D 2 ton

4m 3m

4m

1m

3
2

4
F +

2 ton

7
2

4
F +

F

1θ
2θ

3θ

1 1

2 2

3 3

2
sin( ) cos( )

2

5 4
sin( ) , cos( )

41 41

1 3
sin( ) , cos( )

10 10

θ θ

θ θ

θ θ

= =

= =

= =

:داشت خواهيم B گره در تعادل معادلات نوشتن با

2 3BCF Fق = −2
0 (2 2 3 2 ) 0

2
y BCF F F= ق − − ه=

2 3F−

2 2 3 2F−

B

BCF

1θ
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-5 مثال پاسخ

Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

5

1

1 i
D i i

i

p
p

EA F=

∂Δ =
ه∂ l

42 10 ( )EA ton= ×

0

0

0

0

0

( )ip ton

2 2 3 2F−

3 41

4
F

2 3F−

10F

2 3F−

عضو

AB

AC

DB

DC

BC

( )i ml

32

41

3

10

1

ip

F

∂
∂

3 2−

3 41

4

3−

10

3−

i
i i

p
p

F

∂
∂

l

48 2−

0

18−

0

6−

ه 91.882−

(5.2)

(5.3)

(5.2) & (5.3) ق

 ايجاد F نيروي جهت خلاف در جابجايي

.مي شود

ETABS File Name: 04-Example-05.EDB
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Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

.نمايييد محاسبه را C گره در خيز و شيب مقدار شده داده نشان تير در -6 مثال

2.2000 mEI ton=

10 ton

A E

4@ 2m

EI

20 ton

B C D

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش
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Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

-6 مثال پاسخ

 .گرفت جزئي مشتق C گره در )خارجي لنگر( متمركز نيرو يك به نسبت انرژي از بايد C گره در )دوران( خيز ميزان تعيين براي

 ارمقد با مجازي )خارجي لنگر( متمركز نيروي يك خودمان ندارد وجود )خارجي لنگر( متمركز نيروي C گره در كه آنجايي از اما

.آيد دست به )p )m از تابعي برحسب سازه در شده ذخيره كرنشي انرژي تا مي كنيم اعمال C گره در صفر

10 ton

A E

4@ 2m

EI

20 ton

B C D

p

m
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Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

-6 مثال پاسخ

:ددمي گر تعيين تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

0 0x xF A= ق ه=

(6.1)

0 10 20 0 12.5 0.5 0.125y y y yF A B p A p m= ق + − − − = ق = + ه−

yA

xA

yB

10 ton

A E

4@ 2m

EI

20 ton

B C D

p

m

0 8 20 6 4 10 2 0 17.5 0.5 0.125A y yM B p m B p m= ق × − × − × − × − = ق = + ه+ (6.1)

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش
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-6 مثال پاسخ

:داشت خواهيم 1-1 مقطع چپ سمت گرفتن نظر در با

( )

( )

0 (12.5 0.5 0.125 )

12.5 0.5 0.125

o x

x

M M p m x

M x px mx

= ق = + − ⋅

ق = + −

ه

1

1

( )xV

0 2x≤ ≤

EI

12.5 0.5 0.125p m+ −

A

( )xM

o

:داشت خواهيم 2-2 مقطع چپ سمت گرفتن نظر در با

( )

( )

0 10 (12.5 0.5 0.125 )( 2) 0

2.5 0.5 0.125 0.25 25

o x

x

M M x p m x

M x px mx p m

= ق + − + − + =

ق = + − + − +

ه

12.5 0.5 0.125p m+ − 17.5 0.5 0.125p m+ +

10 ton

A E

4@ 2m

EI

20 ton

B C D

p

m2

2

4

4

3

3

10 ton

A EI

B
( )xV

0 2x≤ ≤
12.5 0.5 0.125p m+ −

( )xM

o

2
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-6 مثال پاسخ

:داشت خواهيم 3-3 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

( )

( )

0 (17.5 0.5 0.125 )

17.5 0.5 0.125

o x

x

M M p m x

M x px mx

= ق = + + ⋅

ق = + +

ه

1

1

:داشت خواهيم 4-4 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

( )

( )

0 20 (17.5 0.5 0.125 )( 2) 0

2.5 0.5 0.125 0.25 35

o x

x

M M x p m x

M x px mx p m

= ق + − + + + =

ق = − + + + + +

ه

12.5 0.5 0.125p m+ − 17.5 0.5 0.125p m+ +

10 ton

A E

4@ 2m

EI

20 ton

B C D

p

m2

2

4

4

3

3

17.5 0.5 0.125p m+ +

B

2 0x≥ ≥

( )xV

( )xM

o

17.5 0.5 0.125p m+ +

E

20 ton

D

2 0x≥ ≥ 2

( )xV

( )xM

o

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش
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-6 مثال پاسخ

1

1

12.5 0.5 0.125p m+ − 17.5 0.5 0.125p m+ +

10 ton

A E

4@ 2m

EI

20 ton

B C D

p

m2

2

4

4

3

3

: C گره در خيز محاسبه
( ) ( )

0

2 2

0 0

2 2

0 0

3

(45)

12.5 0.5 0.125 2.5 0.5 0.125 0.25 25
(0.5 ) (0.5 1)

17.5 0.5 0.125 2.5 0.5 0.125 0.25 35
(0.5 ) (0.5 1)

2.0833

x x

C x

x x

x x

C

M M
d

EI p

x px mx x px mx p m
x d x d

EI EI

x px mx x px mx p m
x d x d

EI EI

x

EI

∂
ق Δ =

∂
+ − + − + − += + +

+ + − + + + + ++ + +

ù
ق Δ = ْ

û

ٍ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

l

2 2 2 23 2 3 3 2

0 0 0 0

2

0.4167 7.5 25 2.9167 0.4167 7.5 35

16.6664 83.3336 23.3336 96.6664 220
10 11( )

2000
C C

x x x x x x x

EI EI EI

cm
EI

ù ù ù+ + − + ++ + +ْ ْ ْ
û û û

+ + +
ق Δ = = × ق Δ =
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-6 مثال پاسخ

1

1

12.5 0.5 0.125p m+ − 17.5 0.5 0.125p m+ +

10 ton

A E

4@ 2m

EI

20 ton

B C D

p

m2

2

4

4

3

3

: C گره در شيب محاسبه

( ) ( )

0

2 2

0 0

2 2

0 0

(46)

12.5 0.5 0.125 2.5 0.5 0.125 0.25 25
( 0.125 ) ( 0.125 0.25)

17.5 0.5 0.125 2.5 0.5 0.125 0.25 35
(0.125 ) (0.125 0.25)

x x

C x

x x

x x

M M
d

EI m

x px mx x px mx p m
x d x d

EI EI

x px mx x px mx p m
x d x d

EI EI

θ
∂

ق =
∂

+ − + − + − += − + − −

+ + − + + + + ++ + +

ق

ٍ

ٍ ٍ

ٍ ٍ

l

2 2 2 23 3 2 3 3 2

0 0 0 0

0.5208 0.1042 1.875 6.25 0.7292 0.1042 1.875 8.75

4.1664 20.8336 5.8336 24.1664 5
0.0025

2000

C

rad
C C

x x x x x x x x

EI EI EI EI

EI

θ

θ θ

ù ù ù ù− − − − − + += + + +ْ ْ ْ ْ
û û û û

− − + +
ق = = ق =
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.نماييد محاسبه را داده نشان قاب در C گره قائم تغييرمكان -7 مثال

2.2000 mEI ton=A

2m

2 ton

B
C

4m
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-7 مثال پاسخ

 نيرو يك به نسبت انرژي از بايد C گره در قائم خيز ميزان تعيين براي

 ارب ابتدا منظور اين براي .گرفت جزئي مشتق C گره در قائم متمركز

 كار اين با تا مي گيريم نظر در P مقدار با را C گره در وارده قائم متمركز

 و آيد دست به P از تابعي برحسب سازه در شده ذخيره كرنشي انرژي

.گرفت جزئي مشتق P به نسبت انرژي از بتوان

A

2m

2P ton=

B
C

4m

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش
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-7 مثال پاسخ

:ددمي گر تعيين تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

(7.1)

0 0 0.5x x x xF B A B P= ق − = ق ه=

0 0y y yF A P A P= ق − = ق ه=

yA

xB

yB

0 2 4 0 0.5B x xM P A A P= ق − × + × = ق ه= (7.1)

A

2m

2P ton=

B
C

4m

xA
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-7 مثال پاسخ

P

0.5P

yB

A

2m

2P ton=

B
C

4m

0.5P

1

1

:داشت خواهيم 1-1 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

( )

( )

0 0o x

x

M M Px

M Px

= ق − − =

ق = −
Cه

2 0x≥ ≥
( )xV

( )xM

o

2P ton=

:داشت خواهيم 2-2 مقطع بالا سمت گرفتن نظر در با
P

A

0.5P

( )xV

( )xM o

( ) ( )0 0.5 0 0.5o x xM M Px M Px= ق − + = ق ه=

4
≥

x
≥

0

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش
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-7 مثال پاسخ

P

0.5P

yB

A

2m

2P ton=

B
C

4m

0.5P

1

1

: C گره در خيز محاسبه

2 43 3

0 0

2

0.25

3 3

8 16 8 8 2
10 0.8 ( )

3 2000
C C

Px Px

EI EI

P P P
cm

EI EI

ù ù
= +ْ ْ

û û

+ ×
ق Δ = = = × ق Δ =
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.               و مي كند اثر تير وسط در P بار مي شود؟ ذخيره بيشتري انرژي زير سازه هاي از يك كدام در -8 مثال EI cte=

P

A
B

/ 2l / 2l

EI
P

A B
EI

/ 2l / 2l

A B

sk

P

/ 2l / 2l

A B

sk

P

/ 2l / 2l

sk

(2) (1)

(3)(4)

EI EI

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش
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.     -8 مثال پاسخ
P

A B

/ 2l / 2l

EI
P

A B
EI

/ 2l / 2l

A B

sk

P

/ 2l / 2l

A B

sk

P

/ 2l / 2l

sk

(2) (1)

(3)(4)

EI EI

Δ Δ

Δ Δ
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  :ماييدن تعيين را شده داده نشان تير وسط تغييرمكان -9 مثال

2

1

200 .

9.375 /

4

P ton

EI ton m

k ton m

m

=
=
=
=l

A B

2k

P

/ 2l / 2l

k

EI

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش
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-9 مثال پاسخ
A B

2k

P

/ 2l / 2l

k

EI

:ددمي گر تعيين تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

0 / 2 0 / 2A y yM B P B P= ق − = ق ه= l l

0 / 2 / 2y y yF A P P A P= ق + = ق ه=

yA
yB



سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش

61

Castigliano( كاستيليانو قضيه Theorem(

-9 مثال پاسخ

:داشت خواهيم 1-1 مقطع چپ سمت گرفتن نظر در با

( )0 / 2o xM M Px= ق ه=

A B

2k

P

/ 2l / 2l

k

EI

/ 2P / 2P

2

2

1

1

( )xV

0 / 2x≤ ≤ l

EI
A

( )xM

o

:داشت خواهيم 2-2 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

( )0 / 2o xM M Px= ق ه=

B

/ 2 0x≥ ≥l

( )xV

( )xM

o

k

/ 2P

2k

/ 2P

سازه ها تغييرشكل محاسبه در انرژي روش
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-9 مثال پاسخ

يرت وسط خيز محاسبه

/2 /23 3

0 0

3 3
2

4 8 12 12

3 3(1) (1)(4)
10 4 0.67 4.67

8 48 8(9.375) 48(200)

P P Px Px

k k EI EI

P P
cm

k EI

ù ù
= + + +ْ ْ

û û

و ِ
ق Δ = + ق Δ = + × ق Δ = + =ç ÷

è ّ

l l

l
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