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:خالص خمش

 قارنت صفحه با( متقارن تير يك شده داده نشان شكل در

:دارد خالص خمش اثر تحت )z محور بر عمود

 معين تيرهاي در شكل تغيير
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M M

A B .مي ماند باقي متقارن صورت به عضو خمش از بعد•

 آن نپايي در و فشاري تارخنثي بالاي در شده ايجاد تنش هاي•

.مي باشند كششي

 كي تشكيل آن تار هر و شده خم يكنواخت صورت به عضو•

.مي دهد دايره اي كمان

 مخ از بعد مي كند عبور كمان مركز از كه عرضي مقطع صفحه•

.مي ماند باقي صفحه اي صورت به شدن

.مي شود ادزي و كم ترتيب به پاييني و بالايي طولي تارهاي طول•

 نآ طول طوريكه به باشد داشته وجود بايد خنثي تار يك•

.نمي كند تغييري



  صورت به خنثي تار از y فاصله به      دلخواه تار در تير ثانويه طول

:است زير

JK

:خالص خمش

 با رابرب و نمي كند تغيير خمش اثر در        خنثي تار طول

:دمي آي دست به زير رابطه از كه است    ميله اوليه طول

معين تيرهاي در شكل تغيير
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DE

1L

1L ρθ= (1)

2 ( )L yρ θ= − (2)

(1)&(2)

2 1 ( )L L y yδ δ ρ θ ρθ δ θ= − ق = − − ق = − (3)

  برابر خنثي تار از y فاصله به      دلخواه تار در تير طول تغيير مقدار

:با است

JK

  خنثي تار از y فاصله به      دلخواه تار در x جهت در كرنش مقدار

:با است برابر

JK

(1)&(3)

1

x x x

y y

L

δ θε ε ε
ρθ ρ
− −= ق = ق = (4)

تهياف تغييرشكل حالت در تير انحناي شعاع : ρ

M M

A B

:خالص خمش
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M M

A B

 تار در x جهت در تنش مقدار            هوك قانون كمك به

:با است برابر خنثي تار از y فاصله به      دلخواه JK

(4)

: x x x

y
Hook Law E Eσ ε σ

ρ
= ق = − (5)

Eσ ε=

( )x

x

M
y

I
σ = − (6)

.z رمحو به نسبت اينرسي ممان : I

:داشت خواهيم )5( در )6( رابطه جايگذاري با

( )1
(6) (5) xM

EIρ
→ ق = (7)

:يدمي آ دست به زير رابطه از            خمشي لنگر از ناشي نرمال تنش
( )xM

.مي باشد x تير طول از تابعي كه z محور حول لنگر
( ): xM



:خالص خمش
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:مي آيد دست به زير رابطه از          منحني انحناي شعاع ( )y x

232

2

2

1

1

ْ
ْ
û

ù

ê
ê
ë

é
÷
ّ

ِ
ç
è

+و

=

dx

dy

dx

yd

ρ (8)

:رو اين از است كوچك بسيار شكل تغيير مقادير تيرها در كه آنجايي از

2 2(8)

2

1
0

dy dy d y
verys mall

dx dx dxρ
و ِ و ِ= ق ≈ ق =ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ

(9)

:داشت خواهيم )7( در )9( رابطه جايگذاري با

2
( )

2
(9) (7)

xMd y

dx EI
→ ق = (10)

  مستقيم انتگرال گيري
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:مي آيد دست به )10( رابطه از انتگرال گيري با تير در شده ايجاد شيب

2

( ) ( ) ( ) ( ) 12

0

(10)
x

x x x x

d y dy
EI dx M dx EI M dx EI M dx C

dx dx
θ

و ِ
ق = ق = ق = +ç ÷

è ّ
ٍ ٍ ٍ ٍ (11)

:مي آيد دست به )11 رابطه( شيب از انتگرال گيري با تير در شده ايجاد خيز

( )( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 20 0
0

(11)
x

x x

x x x xEI dx M dx C dx EI y M dx dx C x Cθ
و ِ

ق = + ق = + +ç ÷
è ّ

ٍ ٍ ٍ ٍ ٍ (12)

.مي آيد دست به مرزي شرايط احراز كمك به بالا روابط در        و       پارامترهاي
1C2C



:مرزي شرايط
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( 0) 0xy = = ( ) 0xy = =l

  مستقيم انتگرال گيري

( 0) 0xy = = ( ) 0xy = =l( /2) 0xθ = =l
( 0) 0xθ = =
( 0) 0xy = =

معين تيرهاي در شكل تغيير
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  :است مطلوب شده داده نشان تير در -1 مثال

.تير طول در شيب معادله -الف

.تير طول در خيز معادله -ب

.تير انتهاي دو در شيب مقدار -ج

  .تير وسط در خيز مقدار -د

  مستقيم انتگرال گيري

( ) ?xθ =

( ) ?xy =

? & ?A Bθ θ= =

( /2) ?xy = =l

P

A
B

/ 2l / 2l

EI
2

4

6 /

4

2 10

1000

6

ton

kg cm

cm

m

P

E

I

=
= ×
=
=l
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-1 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

:ددمي گر تعيين تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

0 0x xF A= ق ه=

0 / 2 0 / 2A y yM B P B P= ق − = ق ه= l l

0 / 2 / 2y y yF A P P A P= ق + = ق ه=

P

/ 2l / 2l

EI

yA

xA

yB

A B
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-1 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

:داشت خواهيم 1-1 مقطع چپ سمت گرفتن نظر در با

( )0 / 2o xM M Px= ق ه=

P

/ 2l / 2l

EI

/ 2P / 2P

2

2

1

1

A B

( )xV

0 / 2x≤ ≤ l

EI

/ 2P

A

( )xM

o

:داشت خواهيم 2-2 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

( )0 / 2o xM M Px= ق /ه= 2P

B

/ 2 0x≥ ≥l

( )xV

( )xM

o
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-1 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

P

/ 2l / 2l

EI

/ 2P / 2P

2

2

1

1

A B

:مي آيد دست به زير صورت به تير طول در خيز و شيب معادله                       ناحيه در 0 / 2x≤ ≤ l

( )@0 / 2 / 2xx M Px≤ ≤ ق =l

2

( ) 1
4

x

Px
EI Cθ = + ( )I

3

( ) 1 2
12

x

Px
EI y C x C= + + ( )II
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-1 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

P

/ 2l / 2l

EI

/ 2P / 2P

A B

Aθ

C

0Cθ =

Cy

x

( )xy :ودش مي استفاده مرزي شرايط از       و       ضرايب محاسبه براي 1C2C

.است رصف تير وسط در شيب مقدار تقارن دليل به

.است فرص خيز مقدار تير ابتداي در تكيه گاه وجود دليل به

2 2( )

1 1

( / 2)
0

4 16

I

C

P P
EI C Cθق = + = ق = −l l

( )III

3 2( )&( )

2 2

(0)
(0) 0 0

12 16

II III

A

P P
EI y C C

و ِ
ق = + − + = ق =ç ÷

è ّ

l
( )IV
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-1 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

P

/ 2l / 2l

EI

/ 2P / 2P

A B

Aθ

C

0Cθ =

Cy

x

( )xy

:داشت خواهيم خيز و شيب روابط در       و       ضرايب جايگذاري با 1C2C

2 2

( )( ) ( )
4 16

x

Px P
III I

EI EI
θ→ ق = − l

( )V

@0 / 2x≤ ≤ l

2
3

( )( ) & ( ) ( )
12 16

x

P P
III IV II y x x

EI EI
→ ق = − l

( )VI

@0 / 2x≤ ≤ l
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-1 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

2 2

( )
4 16

x

Px P

EI EI
θ = − l 2

3
( )

12 16
x

P P
y x x

EI EI
= − l

/ 2 0@x≥ ≥l

 اين هب .نيست مجدد محاسبه به نيازي و مي آيد دست به مشابه طور به نيز 2-2 مقطع ناحيه در شيب و خيز روابط تقارن دليل به

.مي آيد دست به خود مربوطه مختصات دستگاه براساس 2-2 ناحيه در شيب علامت شود توجه نكته

P

/ 2l / 2l

EI

/ 2P / 2P

A B

Aθ

C

0Cθ =

Cy

x
( )xy

z

P

/ 2l / 2l

EI

/ 2P / 2P

A B
C

Bθ

0Cθ =

Cy

x
( )xy

z
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-1 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

:تير انتهاي دو در شيب محاسبه

:تير وسط در خيز محاسبه

2 3( )
3( / 2) ( / 2)

12 16 48

VI

C C

P P P
y y

EI EI EI
ق = − ق = −l l

l l

2 2 2( ) (0)

4 16 16

V

A A

P P P

EI EI EI
θ θق = − ق = −l l

z محور منفي حول دوران

2

16
B

P

EI
θ = − l

P

/ 2l / 2l

EI

/ 2P / 2P

A B

Aθ

C

0Cθ =

Cy

x
( )xy

z

P

/ 2l / 2l

EI

/ 2P / 2P

A B
C

Bθ

0Cθ =

Cy

x
( )xy

z

z محور منفي حول دوران

معين تيرهاي در شكل تغيير

16

-1 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

2

4

6 /

4

2 10

1000

6

ton

kg cm

cm

m

P

E

I

=

ü= × ï
‎ق

= ï‏

=l

24(6)
0.045

16(200)
rad

Aθ= − ق = −

0.045rad
B Aθ θ= = −

3
24(6)

10 ( ) 9
48(200)

Ccm y cm= − × ق = −

ETABS File Name: 03-Example-01.EDB
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  :است مطلوب شده داده نشان تير در -2 مثال

.B آزاد انتهاي در شيب مقدار -الف

.تير طول در خيز معادله -ب

  .كنسول انتهاي در خيز مقدار -ج

  مستقيم انتگرال گيري

?Bθ =

( ) ?xy =

?By =

ω

A B

l

EI

2

4

6

/

/

0.4

2 10

1000

6

ton m

kg cm

cm

m

E

I

ω =
= ×
=
=l

معين تيرهاي در شكل تغيير

18

-2 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

:ددمي گر تعيين تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

0 0x xF A= ق ه=

2 / 6AM ω= l

1
0 0 / 2

2
y y yF A Aω ω= ق − = ق ه= l l

yA

xA

ω

A
B

l

EI

AM
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-2 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

:داشت خواهيم 1-1 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

3

( )
6

x

x
M

ω= −
l

1

1
/ 2ωl

ω

A
B

l

EI2 / 6ωl

ω

B

l

x

( )xω

( )x x
ωω =
l

0x≥ ≥l

( )xV

( )xM x
ω
l

B
O
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-2 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

:مي آيد دست به زير صورت به تير طول در خيز و شيب معادله                ناحيه در 0x≥ ≥l

3

( ) 0@
6

x

x
M x

ω= − ⇐ ≥ ≥l
l

4

( ) 1
24

x

x
EI C

ωθ = − +
l

( )I

5

( ) 1 2
120

x

x
EI y C x C

ω= − + +
l

( )II

1

1
/ 2ωl

ω

A
B

l

EI2 / 6ωl
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-2 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

:ودش مي استفاده مرزي شرايط از       و       ضرايب محاسبه براي 1C2C

.است صفر با برابر A گره در شيب گيردار، تكيه گاه وجود دليل به

.است صفر خيز مقدار A گره در در تكيه گاه وجود دليل به

4 3( )

1 1

( )
0

24 24

I

AEI C C
ω ωθق = − + = ق =l l

l
( )III

5 3 4( )&( )

2 2

( )
( ) 0

120 24 30

II III

AEI y C C
ω ω ω

ق = − + + = ق = −l l l
l

l
( )IV

Bθ

0Aθ =
By

x

( )xy

/ 2ωl

ω

A
B

l

EI

2 / 6ωl

z
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-2 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

:داشت خواهيم خيز و شيب روابط در       و       ضرايب جايگذاري با 1C2C

4 3

( )( ) ( )
24 24

x

x
III I

EI EI

ω ωθ→ ق = − + l

l
( )V

0@x≥ ≥l

5 3 4

( )( )& ( ) ( )
120 24 30

x

x x
III IV II y

EI EI EI

ω ω ω→ ق = − + −l l

l
( )VI

0@x≥ ≥l

Bθ

0Aθ =
By

x

( )xy

/ 2ωl

ω

A
B

l

EI

2 / 6ωl

z
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-2 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

:تير آزاد انتهاي در شيب محاسبه

: تير آزاد انتهاي در خيز محاسبه

5 3 4 4( ) (0) (0)

120 24 30 30

VI

B By y
EI EI EI EI

ω ω ω ω
ق = − + − ق = −l l l

l

4 3 3( ) (0)

24 24 24

V

B B
EI EI EI

ω ω ωθ θق = − + ق =l l

l
)ساعتگرد(

Bθ

0Aθ =
By

x

( )xy

/ 2ωl

ω

A
B

l

EI

2 / 6ωl

z
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-2 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

2

2 2

4

6

6 7

/

/
. .

0.4

2 10
2 10 1000 ( ) 10 200

1000

6

ton m

kg cm
kg cm m

cm

m

E
EI EI ton

I

ω

−

=

ü= × ï
ق = × × × ق =‎

= ï‏

=l

30.4(6)
0.018

24(200)
rad

Bθ= ق =

4
2(0.4)(6)

10 ( ) 8.64
30(200)

Bcm y cm= − × ق = −

ETABS File Name: 03-Example-02.EDB
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  :ينتعي است مطلوب شده داده نشان تير در -3 مثال

.تير طول در خيز معادله -الف

.ماكزيمم خيز مقدار -ب

  .A گره در شيب مقدار -ج

  مستقيم انتگرال گيري

( ) ?xy =

?Aθ =
max ?y =

P

A B

l α
EI

2

4

6 /

1

5

2 10

1000

6

ton

kg cm

cm

m

m

P

E

I

α =

=
= ×
=
=l
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-3 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

:ددمي گر تعيين تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

0 0x xF A= ق ه=

0 ( ) 0 (1 )A y yM B P B P
αα= ق − + = ق = ه+ l l
l

0 (1 )y y yF A P P A P
α α= ق + + = ق = ه−
l l

yA

xA

yB

P

A B

l α
EI
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-3 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

:داشت خواهيم 1-1 مقطع چپ سمت گرفتن نظر در با

( )0 ( / )o xM M P xα= ق = ه− l( )xV

0 x≤ ≤ l

EI

( / )P α l

A

( )xM

o

:داشت خواهيم 2-2 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

( )0o xM M Px= ق = ه−

2

2

1

1

( / )P α l (1 / )P α+ l

P

A B

l
α

EI

0xα ≥ ≥
( )xV

( )xM

o

P
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-3 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

:مي آيد دست به زير صورت به تير طول در خيز و شيب معادله                       ناحيه در 0 x≤ ≤ l

( )@0 ( / )xx M P xα≤ ≤ ق = −l l

2

( ) 1( / )
2

x

x
EI P Cθ α= − +l (3.1)

3

( ) 1 2( / )
6

x

x
EI y P C x Cα= − + +l (3.2)

2

2

1

1

( / )P α l (1 / )P α+ l

P

A B

l
α

EI
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-3 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

:ودش مي استفاده مرزي شرايط از       و       ضرايب محاسبه براي 1C2C

.است صفر خيز مقدار تير B و A نقاط در تكيه گاه وجود دليل به

3(3.2)

1 2 2

(0)
(0) ( / ) (0) 0

6
EI P C C Cαق = − + + ق =l (3.3)

3(3.2)&(3.3)

1 1

( )
(0) ( / ) ( ) 0 / 6

6
EI P C C Pα αق = − + + ق =l

l l l (3.4)

2

2

1

1

( / )P α l (1 / )P α+ l

P

A B

l
α

EI

Aθ x

( )xy

z
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-3 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

:داشت خواهيم خيز و شيب روابط در       و       ضرايب جايگذاري با 1C2C

2

( )(3.4) (3.1)
2 6

x

P x P

EI EI

α αθ→ ق = − + l

l
(3.5)

@0 x≤ ≤ l

3

( )(3.3)& (3.4) (3.2)
6 6

x

P x P x
y

EI EI

α α→ ق = − + l

l
(3.6)

@0 x≤ ≤ l

2

2

1

1

( / )P α l (1 / )P α+ l

P

A B

l
α

EI

Aθ x

( )xy

z

Bθ

3
B

P

EI

αθ = − l
( )I
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-3 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

:مي آيد دست به زير صورت به تير طول در خيز و شيب معادله                       ناحيه در 0xα ≥ ≥

( ) 0@xM Px xα= − ⇐ ≥ ≥

2

( ) 3
2

x

Px
EI Cθ = − + (3.7)

3

( ) 3 4
6

x

Px
EI y C x C= − + + (3.8)

2

2

1

1

( / )P α l (1 / )P α+ l

P

A B

l
α

EI

معين تيرهاي در شكل تغيير
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-3 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

:ودش مي استفاده مرزي شرايط از       و       ضرايب محاسبه براي 3C4C

2

2

1

1

( / )P α l (1 / )P α+ l

P

A B

l
α

EI

x
( )xy

3 3(3.8)

3 4 3 40
6 6

B

P P
EI y C C C C

α αα αق = − + + = ق + = (3.9)

zBθ

.است صفر خيز مقدار B گره در تكيه گاه وجود دليل به

.نمايد صدق بايد شيب معادله دو هر در B گره در شيب مقدار

)z محور مثبت حول( است مثبت راست سمت مختصات دستگاه در B گره در شيب مقدار شود دقت نكته اين به

2

3
3 2

P P
C

α α
ق = +l (3.10)
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-3 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

2

2

1

1

( / )P α l (1 / )P α+ l

P

A B

l
α

EI

x
( )xy

zBθ

2 3

4
3 3

P P
C

α α= − −l (3.11)

:داشت خواهيم خيز و شيب روابط در       و       ضرايب جايگذاري با 3C4C

2 2

( )(3.10) (3.7)
2 3 2

x

Px P P

EI EI EI

α αθ→ ق = − + +l (3.12)

3 2 2 3

( )(3.10)& (3.11) (3.8)
6 3 2 3 3

x

Px P x P x P P
y

EI EI EI EI EI

α α α α→ ق = − + + − −l l
(3.13)
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-3 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

2

2

1

1

( / )P α l (1 / )P α+ l

P

A B

l
α

EI

x
( )xy

zBθ

( )@0 ( / )xx M P xα≤ ≤ ق = −l l

2

( )
2 6

x

P x P

EI EI

α αθ = − + l

l
(3.5)

3

( )
6 6

x

P x P x
y

EI EI

α α= − + l

l
(3.6)

( ) 0@xM Px xα= − ⇐ ≥ ≥

2 2

( )
2 3 2

x

Px P P

EI EI EI

α αθ = − + +l (3.12)

3 2 2 3

( )
6 3 2 3 3

x

Px P x P x P P
y

EI EI EI EI EI

α α α α= − + + − −l l
(3.13)

2

2

1

1

( / )P α l (1 / )P α+ l

P

A B

l
α

EI

Aθ x

( )xy

z
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-3 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

2

4

6 /

1

5

2 10

1000

6

ton

kg cm

cm

m

m

P

E

I

α =

=
= ×
=
=l

( ) ( )

5
@0 6 5(1 / 6)

6
x xx M x M x≤ ≤ ق = − ق = − (3.14)

2 2

( ) ( )

(5)(1) (5)(1)(6) 1
(3.5)

2(200)(6) 6(200) 480 40
x x

x xθ θق = − + ق = − + (3.15)

3 3

( ) ( )

(5)(1) (5)(1)(6)
(3.6)

6(200)(6) 6(200) 1440 40
x x

x x x x
y yق = − + ق = − + (3.16)

2

2

1

1

( / )P α l (1 / )P α+ l

P

A B

l
α

EI

Aθ x

( )xy

z

معين تيرهاي در شكل تغيير
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-3 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

2(0) 1
0.025

480 40
rad

A Aθ θق = − + ق =

 .A گره در شيب مقدار

2(6) 1
0.05

480 40
rad

B Bθ θق = − + ق = −

 .B گره در شيب مقدار

@ 0 6x≤ ≤

:است صفر با برابر )اكسترمم نقطه( شيب يعني خيز مشتق مقدار ماكزيمم خيز نقطه در

ناحيه در

0 2 3 6x m≤ = ≤ قبول قابل

max1 0.0577y m=

2

2

1

1

( / )P α l (1 / )P α+ l

P

A B

l
α

EI

Aθ x

( )xy

z

Bθ
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-3 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

2

4

6 /

1

5

2 10

1000

6

ton

kg cm

cm

m

m

P

E

I

α =

=
= ×
=
=l

2

2

1

1

( / )P α l (1 / )P α+ l

P

A B

l
α

EI

x
( )xy

zBθ

( ) 5 1 0@xM x x= − ⇐ ≥ ≥

2 2 2

( ) ( )

5 (5)(1)(6) (5)(1) 1
(3.12)

2(200) 3(200) 2(200) 80 16
x x

x xθ θق = − + + ق = − + (3.17)

3 2 2 3 3

( ) ( )

5 (5)(1)(6) (5)(1) (5)(1) (6) (5)(1) 7
(3.13)

6(200) 3(200) 2(200) 3(200) 3(200) 240 16 120
x x

x x x x x
y yق = − + + − − ق = − + −

(3.18)

معين تيرهاي در شكل تغيير
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-3 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

2

2

1

1

( / )P α l (1 / )P α+ l

P

A B

l
α

EI

x
( )xy

zBθ

2(1) 1
0.05

80 16
rad

B Bθ θق = − + ق =

 .B گره در شيب مقدار

1 0@x≥ ≥

:است صفر با برابر )اكسترمم گره( شيب يعني خيز مشتق مقدار ماكزيمم خيز گره در

ناحيه در

1 5 0x m≥ = ≥ قبول غيرقابل

3

max 2 max 2

(0) (0) 7
0.0583

240 16 120
y y mق = − + − ق = −
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-3 مثال پاسخ

  مستقيم انتگرال گيري

ETABS File Name: 03-Example-03.EDB

0.83 ton
5.83 ton

5 ton

A B

6 m 1m

EI

x

( )xy
5.77 cm

5.83 cm3.46 m

0.025rad
0.05rad

0.05rad

سطح لنگر روش

معين تيرهاي در شكل تغيير
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 بار اثر تحت شده داده نشان مفصل سر دو تير

دارد قرار دلخواهي گسترده

Cθ

A BC

( )xω

x

( )xy

z Dθ

D
,EIl

x

( )xM

Dθ
Cθ

ˆ ˆ ( )D C D C D Cθ θ θ θ θ θ− = − − = +

2
( )

2
(10) : xMd y

dx EI
=

(12)
ٍ
ق

:سطح لنگر اول قضيه

C و D نقاط بين شيب اختلاف با است برابر C و D نقاط بين           تغييرات منحني زير سطح 
( )xM

EI

EI

(12)( )

( )

x

x

M
d dx

EI
θق =

( )xMd dy

dx dx EI

و ِ
ق =ç ÷

è ّ

( )x
dy

dx
θ=

ق

( ) ( )x xd M

dx EI

θ
=

(13)( )

/
ˆ ˆ D

C

x x

D C D C x

M
dx

EI
θ θ θق = − = ٍ

( )

( )

D D

C C

x x

x x

M
d dx

EI

θ

θ
θ =ٍ ٍ



سطح لنگر روش
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 بار اثر تحت شده داده نشان مفصل سر دو تير

دارد قرار دلخواهي گسترده

x

( )xy

A
BC

( )xω

z

D
,EIl

x

( )xM

EI

( )xdt x dθ= ⋅

( )D

C

x x

x

M
dt x dx

EI
= ⋅ٍ ٍdt

x

( )xdθ

x

:سطح لنگر دوم قضيه

 با است برابر C گره در قائم محور به نسبت D و C نقاط بين        نمودار زير سطح اول گشتاور 

.D گره بر مماس خط از C گره انحراف قائم فاصله مقدار

( )xM

EI

Ox

/C Dt

A

/C D Ot A x= ×

ٍ
ق

(12)
( )xM

dt x dx
EI

ق = ⋅

(14)( )

/ ( )
D

C

x x

C D Cx

M
t x x dx

EI
ق = − ⋅ٍ

dx

معين تيرهاي در شكل تغيير
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  :تعيين است مطلوب شده داده نشان تير در سطح لنگر روش از استفاده با -4 مثال

  .B گره در خيز مقدار -الف

  .B گره در شيب مقدار -ب

?By =

?Bθ =

P

A B

, EIl

سطح لنگر روش
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-4 مثال پاسخ

:ددمي گر تعيين تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

0 0x xF A= ق ه= 0 0A A AM M P M P= ق − × = ق ه= l l

0 0y y yF A p A P= ق − = ق ه=

yA

xA

AM

P

B

, EIl

:داشت خواهيم 1-1 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با
P

Pl

P

B

, EIl

1

1

0x≥ ≥l

( )xV

( )xM

B
O

P ( ) ( )0 0o x xM M P x M Px= ق + × = ق = ه− (4.1)

0x≥ ≥l

سطح لنگر روش

معين تيرهاي در شكل تغيير
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 كه ه ايگر دو است آن بهتر سطح لنگر اول قضيه از استفاده براي

 )13( رابطه در تا باشد معلوم آن ها از يكي شيب مي شود انتخاب

 به A گره مثال اين در منظور، همين به .شود ظاهر مجهول يك تنها

  :مي شود انتخاب دوم گره عنوان

-4 مثال پاسخ

Bθ
By

x

( )xy z

p

pl

P

B
, EIl

x

( )xM

EI

P

EI
− l

0Aθ =

2

2
B

P

EI
θ = l

 از .است  پذيرامكان راحتي به شكل هندسه بررسي با           نمودار زير مساحت محاسبه لنگر، معادله بودن خطي به توجه با

  :داشت خواهيم رو اين

( )xM

EI

حسط لنگر اول قضيه تعريف
2

2
B

P

EI
θ = l

/B Aθ

A

سطح لنگر روش

مي شود اهرظ منفي علامت يك بود چپ به راست از انتخابي مختصات دستگاه جهت كه صورتي در
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-4 مثال پاسخ

Bθ
By

x

( )xy z

p

pl

P

B
, EIl

x

( )xM

EI

P

EI
− l

0Aθ =

3

3
B

p
y

EI
= − l

/B At

3

3
B

p
y

EI
= − l

 .است مكان پذيرا راحتي به شكل هندسه بررسي با           نمودار زير سطح لنگر محاسبه لنگر، معادله بودن خطي به توجه با

  :داشت خواهيم رو اين از

( )xM

EI

حسط لنگر دوم قضيه تعريف

2 / 3l

A

سطح لنگر روش

مي شود اهرظ منفي علامت يك بود چپ به راست از انتخابي مختصات دستگاه جهت كه صورتي در

معين تيرهاي در شكل تغيير
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  :تعيين است مطلوب شده داده نشان تير در سطح لنگر روش از استفاده با -5 مثال

  .B گره در خيز مقدار -الف

  .B گره در شيب مقدار -ب

?By =

?Bθ =

سطح لنگر روش

P

A CB
, EIl

a b
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-5 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

:ددمي گر تعيين تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

0 0x xF A= ق ه= 0 0A A AM M P M P= ق − × = ق ه= l l

0 0y y yF A p A P= ق − = ق ه=

:داشت خواهيم 1-1 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

1

1

0x≥ ≥l

( )xV

( )xM

B
O

P ( ) ( )0 0o x xM M P x M Px= ق + × = ق = ه− (5.1)

0x≥ ≥l

yA

xA

AM

P

C
B

, EIl
a b

P

Pl

P

CB

, EIl
a b

معين تيرهاي در شكل تغيير
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سطح لنگر روش

 كه ه ايگر دو است آن بهتر سطح لنگر اول قضيه از استفاده براي

 )13( رابطه در تا باشد معلوم آن ها از يكي شيب مي شود انتخاب

 به A گره مثال اين در منظور، همين به .شود ظاهر مجهول يك تنها

  :مي شود انتخاب دوم گره عنوان

-5 مثال پاسخ

Bθ
Byx

( )xy z

x

( )xM

EI

P

EI
− l

0Aθ =

( )

2
B

Pa b

EI
θ += l

/B Aθ

P

Pl

P

CB
, EIl

a b

Pb

EI
−

( )

2
B

Pa b

EI
θ += l

 از .است  پذيرامكان راحتي به شكل هندسه بررسي با           نمودار زير مساحت محاسبه لنگر، معادله بودن خطي به توجه با

  :داشت خواهيم رو اين

( )xM

EI

حسط لنگر اول قضيه تعريف

مي شود اهرظ منفي علامت يك بود چپ به راست از انتخابي مختصات دستگاه جهت كه صورتي در

A
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سطح لنگر روش

-5 مثال پاسخ

2 (2 )

6
B

Pa b
y

EI

+= − lBθ
/B A Bt y=x

( )xy z

x

( )xM

EI

P

EI
− l

0Aθ = /B Aθ

P

Pl

P

CB
, EIl

a b

Pb

EI
−

( )xM

EI
 امكان پذير حتيرا به شكل هندسه بررسي با           نمودار زير سطح لنگر محاسبه لنگر، معادله بودن خطي به توجه با

  :داشت خواهيم رو اين از .است
طحس لنگر دوم قضيه تعريف :

2 (2 )

6
B

Pa b
y

EI

+= − l

/ 2a
2 / 3a

A

ق

مي شود اهرظ منفي علامت يك بود چپ به راست از انتخابي مختصات دستگاه جهت كه صورتي در

معين تيرهاي در شكل تغيير
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  :تعيين است مطلوب شده داده نشان تير در سطح لنگر روش از استفاده با -6 مثال

  .C گره در خيز مقدار -الف

  .B گره در شيب مقدار -ب

?Cy =

?Bθ =

سطح لنگر روش

A B

/ 2l / 2l

EI C

ω
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-6 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

:ددمي گر تعيين تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

0 0x xF A= ق ه=

0 ( ) / 2 0 / 2A y yM B Bω ω= ق − = ق ه= l l l l

0 / 2 / 2y y yF A Aω ω ω= ق + = ق ه= l l l

yA

xA

yB

A
B

/ 2l / 2l

EI C

ω

معين تيرهاي در شكل تغيير
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-6 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

:داشت خواهيم 1-1 مقطع چپ سمت گرفتن نظر در با

2

( )
2 2

x

x x
M

ω ω= − + l

( )xV

0 x≤ ≤ l

EI

2

ωl

A

( )xM

o

1

1

A
B

/ 2l / 2l

EI C

ω

2

ωl
2

ωl

(6.1)



x
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A B

/ 2l / 2l
EI C

ω

2

ωl
2

ωl
-6 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

0Cθ =

/B C Ct y=
x

( )xy

z

Bθ

 كه ه ايگر دو است آن بهتر سطح لنگر اول قضيه از استفاده براي

 )13( رابطه در تا باشد معلوم آن ها از يكي شيب مي شود انتخاب

 به C گره مثال اين در منظور، همين به .شود ظاهر مجهول يك تنها

  :مي شود انتخاب دوم گره عنوان

( )xM

EI

2

8EI

ωl

/B Cθ

3

24
B

EI

ωθ = l

x

معين تيرهاي در شكل تغيير
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A B

/ 2l / 2l
EI C

ω

2

ωl
2

ωl
-6 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

0Cθ =

/B C Ct y=
x

( )xy

z

Bθ

( )xM

EI

2

8EI

ωl

/B Cθ

45

384
Cy

EI

ω= − l

/A Ct

مقدار است پيدا شكل از كه همانطور

 فرص از        در گيري انتگرال پايين كران كه كه آنجايي از اما

  :ور اين از شد خواهيم مواجه ساده تري محاسبات با مي شود شروع

/ /C B C A Cy t t= =

/A Ct
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  :ينتعي است مطلوب شده داده نشان تير در -7 مثال

.A در شيب مقدار -الف

  .C گره در يزخ مقدار -ب

سطح لنگر روش

?Cy =
?Aθ =

P

A B

3l l

EI C

معين تيرهاي در شكل تغيير
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-7 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

:ددمي گر تعيين تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

0 0x xF A= ق ه=
4

0 (3 ) (3 ) 0
3

A y y

P
M B P B= ق − + = ق ه= l l l

4
0

3 3
y y y

P P
F A P A= ق + = ق = ه−

yA

xA

yB

P

A B

3l l

EI C
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:داشت خواهيم 1-1 مقطع چپ سمت گرفتن نظر در با

( )0 / 3o xM M Px= ق = )ه− )xV

0 3x≤ ≤ l

EI

/ 3P

A

( )xM

o

:داشت خواهيم 2-2 مقطع چپ سمت گرفتن نظر در با

( )

( )

0 ( / 3)(3 ) (4 / 3) 0o x

x

M M P x P x

M Px P

= ق + + − =

ق = −

ه l

l

2

2

1

1

/ 3P 4 / 3P

P

A B

3l
l

EI

-7 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

/ 3P 4 / 3P

A B

3l

EI ( )xV

0 x≤ ≤ l

( )xM

o

C

معين تيرهاي در شكل تغيير
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/ 3P 4 / 3P

P

A B

3l l

EI

Aθ x
( )xy

z

-7 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

x
( )xM

EI

P

EI
− l

/B At
/C At

Cy

(7.1)

/ /

4

3
C B A C Ay t t= − (7.2)

C

Ch



3 / 3l

معين تيرهاي در شكل تغيير
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/ 3P 4 / 3P

P

A B

3l l

EI

Aθ x
( )xy

z

-7 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

x
( )xM

EI

P

EI
− l

/B At
/C At

Cy

3

/

3

2
B A

P
t

EI
= l

(7.3)

C

معين تيرهاي در شكل تغيير
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/ 3P 4 / 3P

P

A B

3l l

EI

Aθ x
( )xy

z

-7 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

x
( )xM

EI

P

EI
− l

/B At
/C At

Cy

3

/

10

3
C A

P
t

EI
= l

(7.4)

C

3
3( )+l l

2
3
l
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/ 3P 4 / 3P

P

A B

3l l

EI

Aθ x
( )xy

z

-7 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

x
( )xM

EI

P

EI
− l

/B At
/C At

Cy

C

3

2

3

2
(7.3) (7.1)

3 2
A A

P

EI P

EI
θ θ

و ِ
ç ÷
è ّ→ ق = ق =

l

l

l

3 3 34 3 10 4
(7.3) & (7.4) (7.2)

3 2 3 3
C C

P P P
y y

EI EI EI

و ِ و ِ
→ ق = − ق = −ç ÷ ç ÷

è ّ è ّ

l l l

.است تمثب شيب علامت شده، انتخاب مختصات دستگاه به توجه با

معين تيرهاي در شكل تغيير
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  :است مطلوب شده داده نشان تير در -8 مثال

.D دلخواه گره در شيب مقدار -الف

.Dدلخواه گره در خيز مقدار -ب

.تير انتهاي دو در شيب مقدار -پ

.C گره در خيز و شيب مقدار -چ

? & ?A Bθ θ= =

?Dθ =

سطح لنگر روش

?Dy =

P

A
B

a b

,EI l

C
Dx

D

? & ?C Cyθ = =
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-8 مثال پاسخ

:ددمي گر تعيين تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

0 0x xF A= ق ه=

0 0A y y

Pa
M B Pa B= ق − = ق ه= l

l

0 /y y y

Pb
F A Pa P A= ق + = ق ه= l

l

سطح لنگر روش

yA

xA

yB

P

A
B

a b

,EI l

C
Dx

D

معين تيرهاي در شكل تغيير
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:داشت خواهيم 1-1 مقطع چپ سمت گرفتن نظر در با

( )0o x

Pbx
M M= ق ه=

l
( )xV

0 x a≤ ≤

EI

Pb

l

A

( )xM

o

:داشت خواهيم 1-1 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

( )

( )

0 ( ) 0o x

x

Pb
M M Px x a

Pa Pba
M x

= ق + − + =

ق = − +

ه
l

l l

( )xV

0 x b≤ ≤

EI

Pb

l

A

( )xM

o
P

a

C

-8 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

2

2

1

1

Pb

l

Pa

l

P

A
B

a b

,EI l

C
Dx

D
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-8 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

/B A
A

tθ =
l

(8.1)

/
/

B A
D D A

tθ θ= +
l

(8.2)

/ /
D

D B A D A

x
y t t= −

l

(8.3)

Aθ
Dy

x

( )xy

z maxy

0θ =

Pb

l

Pa

l

P

A
B

a b

,EI l

C
Dx

D

x

( )xM

EI

Pba
EI l

Dθ

/D At
/B At

Bθ

/D Aθ

معين تيرهاي در شكل تغيير
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-8 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

/

( )

6
B A

Pab b
t

EI

+= − l

(8.4)

Aθ
Dy

x

( )xy

z maxy

0θ =

Pb

l

Pa

l

P

A B

a b

,EI l

C
Dx

D

x

( )xM

EI

Pba
EI l

Dθ

/D At
/B At

Bθ

/D Aθ

2
3( )b

3( )a b+
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-8 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

Aθ
Dy

x

( )xy

z maxy

0θ =

Pb

l

Pa

l

P

A
B

a b

,EI l

C
Dx

D

x

( )xM

EI

Pba
EI l

Dθ

/D At
/B At

Bθ

/D Aθ

Pba

EI l ( )DxM

Dx−l
b

( )

( )
D

D
x

Pa x
M

EI

−= l

l

( )DxM

2

/

( )( )

2 2
D D

D A

Pa b x x aPba

EI EI
θ

و ِ + − و− ِ= +ç ÷ ç ÷
è ّè ّ

l

l l (8.5)

معين تيرهاي در شكل تغيير
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-8 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

( )3 2 2 3 2
/ (3 3 ) (3 3 )

6
D A D D D

Pa
t x a b x a ba x a ba

EI

−= − + + − + + +
l

(8.6)

Aθ
Dy

x

( )xy

z maxy

0θ =

Pb

l

Pa

l

P

A
B

a b

,EI l

C
Dx

D

x

( )xM

EI

Pba
EI l

Dθ

/D At
/B At

Bθ

/D Aθ

2

Dx a−

2

3

a

D
x −

2
3 ( )

D
x a−

( )
D

Pa x

EI

−l

l



معين تيرهاي در شكل تغيير

69

-8 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

( )
( )6(8.4) (8.1)

6
A A

Pab b
Pab bEI

EI
θ θ

+
+→ ق = − ق = −

l
l

l l

( )

( )

2 2 2 3 2 3

3 2 2 2 2 2 3

(8.4) & (8.6) (8.3)

( )
3 3 3 3

6 6

2 3 3 3 3
6

D
D D D D D D

D D D D D D D D

x Pab b Pa
y ax bx a x bax a ba x

EI EI

Pa
y a ba abx b x a x bax ax bx x

EI

→
+ و− ِ

ق = − − + − − + + −ç ÷
è ّ

ق = − − − + + + + − − +

l

l l

l
(8.8)

( )

2

2

( )
( )( ) 6(8.4) & (8.5) (8.2)

2 2

3( )( ) ( )
2 6

D D
D

D D D

Pab b
Pa b x x aPba EI

EI EI

Pba Pa
b x x a b b

EI EI

θ

θ

و−+ ِ + − و− ِ→ ق = + +ç ÷ ç ÷
è ّè ّ

و ِ
ق = + + − − − +ç ÷

è ّ

l
l

l l l

l l
l l

(8.7)

معين تيرهاي در شكل تغيير
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-8 مثال پاسخ

سطح لنگر روش

( )
2 2(8.7) ( )

3( )( ) ( )
2 6 2 6

C C

Pba Pa Pba Pab b
b a a a b b

EI EI EI EI
θ θ

و ِ +
ق = + + − − − + ق = −ç ÷

è ّ

l
l l

l l l l

( ) ( )2(8.7)

3( )( ) ( )
2 6 6

B B

Pba aPba Pa
b a b b

EI EI EI
θ θ

و+ ِ
ق = + + − − − + ق =ç ÷

è ّ

l
l l l l

l l l

( )
(8.8)

3 2 2 2 3 2 3 2 32 3 3 3 3
6

C

Pa
y a ba ba b a a ba a ba a

EI
ق = − − − + + + + − − +

l
2 2

3
C

Pa b
y

EI
ق = −

l
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Aθ
x

A
B

( )xω

z Cθ

C
,EIl

x

( )xM

/C Aθ

( )xy

Cy

/B At/C At

1 / /tan ( ) B A B A
A A A

t tθ θ θ−= = ق = −
l l

(16)

با توجه به دستگاه 
،  مختصات انتخاب شده
.تعلامت شيب منفي اس

( )

/(14) ( )
A

B

x x

B A Bx

M
t x x dx

EI
ق = − ⋅ٍ (15)

( )1
(15) (16) ( )

A

B

x x

A Bx

M
x x dx

EI
θ→ ق = − − ⋅ٍl

(17)

( )

/(13)
C

A

x x

C A x

M
dx

EI
θق = ٍ (18)

 توجه اب .بگيريد نظر در را مقابل شكل در شده داده نشان تير

:داشت خواهيم تير تغييرشكل نمودار به

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

معين تيرهاي در شكل تغيير
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/ /
ˆ ˆ ˆ ˆ(13) C A C A C C A Aθ θ θ θ θ θق = − ق = + (19)

( ) ( )

(17) & (18) (19)

1ˆ ( )
C A

A B

x xx x

C Bx x

M M
dx x x dx

EI EI
θ

→ ق

= − − ⋅ٍ ٍl (20)

1 / /

/ /

tan ( ) C C A C C A
A A A

C C

C C A C A C C A C A

y t y t

x x

y x t y x t

θ θ θ

θ θ

− + += = ق = ق

= − ق = − + (21)

( ) ( )

(17) & (22) (21)

( ) ( )
A A

B C

x xx xC
C B Cx x

M Mx
y x x dx x x dx

EI EI

→ ق

= − − ⋅ + − ⋅ٍ ٍl
(23)

( )

/(14) ( )
A

C

x x

C A Cx

M
t x x dx

EI
ق = − ⋅ٍ (22)

با توجه به دستگاه 
،  مختصات انتخاب شده
.علامت خيز منفي است

Aθ
x

A
B

( )xω

z Cθ

C
,EIl

x

( )xM

/C Aθ

( )xy

Cy

/B At/C At
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yA ′

xA ′

yB ′

A
B

( )xω

C
,EIl

( )xM

EI

xd

x
Bx

( )
0 ( ) 0

B

A

x x

B y Bx

M
M A x x dx

EI
′= ق − − − ⋅ ه= ٍl

( )1
( )

A

B

x x

y Bx

M
A x x dx

EI
ق′ = − ⋅ٍl

( )1
( )

B

A

x x

y Bx

M
A x x dx

EI
ق′ = − − ⋅ٍl

( )1
( )

A

B

x x

y Bx

M
A x x dx

EI
ق′ = − − ⋅ٍl

(24)

 از همواره آن جهت كه است        نمودار همان :الاستيك ارب

.مي باشد لنگر منحني سمت به تير محور سمت

  را گيرد مي قرار آن روي بر الاستيك بار كه تيري :مزدوج تير

.مي نامند مزدوج تير

( )xM

EI

A ′
B ′

yA ′

xA ′

A B

( )xω

C
,EIl

( )xM

EI

xd

x
Cx

CM ′

CV ′

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

معين تيرهاي در شكل تغيير

( )
0 0

C

A

x x

y y Cx

M
F A dx V

EI
′′= ق + − ه= ٍ

( )C

A

x x

C yx

M
V dx A

EI
′ ق′ = +ٍ

(24)
( ) ( )1

( )
C A

A B

x xx x

C Bx x

M M
V dx x x dx

EI EI
ق′ = − − ⋅ٍ ٍl

(25)

( ) ( )

0

( ) 0 ( )
C C

A A

C

x xx x

y C C C C y C Cx x

M

M M
A x x x dx M M A x x x dx

EI EI
′ ′

= ق

′ ′− − − ⋅ + = ق = + − ⋅

ه

ٍ ٍ

( ) ( )( ) ( )
A A

C C

x xx x

C y C C C y C Cx x

M M
M A x x x dx M A x x x dx

EI EI
′ ′′ ق′ = − − ⋅ ق = + − ⋅ٍ ٍ

(24)
( ) ( )( ) ( )

A A

B C

x xx xC
C B Cx x

M Mx
M x x dx x x dx

EI EI
ق′ = − − ⋅ + − ⋅ٍ ٍl

(26)
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C ′
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( ) ( )1
( )

C A

A B

x xx x

C Bx x

M M
V dx x x dx

EI EI
′ = − − ⋅ٍ ٍl

(25)

( ) ( )
( ) ( )

A A

B C

x xx xC
C B Cx x

M Mx
M x x dx x x dx

EI EI
′ = − − ⋅ + − ⋅ٍ ٍl

(26)

x

A
B

( )xω

z Cθ

C
,EIl

( )xy

Cy

( ) ( )1ˆ ( )
C A

A B

x xx x

C Bx x

M M
dx x x dx

EI EI
θ = − − ⋅ٍ ٍl

(20)

( ) ( )
( ) ( )

A A

B C

x xx xC
C B Cx x

M Mx
y x x dx x x dx

EI EI
= − − ⋅ + − ⋅ٍ ٍl

(23)

(20) & (25) C CVθ ق′ =

(23) & (26) C Cy M ق′ =

.است ياصل تير در شيب معادل مزدوج تير در برشي نيروي

.ستا اصلي تير در خيز معادل مزدوج تير در خمشي لنگر
75

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

معين تيرهاي در شكل تغيير

x

A B

( )xω

z Cθ

C
,EIl

( )xy

Cy

( )xM

EI
CM

CV

  وارده بارهاي اثر در تير يك مكان هاي تغيير و شيب ها تعيين مساله روش اين در :مزدوج تير روش

 بار اثر تتح مزدوج تير يك خمشي گشتاورهاي و برشي نيروهاي تعيين مساله به )حقيقي بارهاي(

 آن انسيونديم كه است         نمودار همان ارتجاعي يا الاستيك بار از منظور .مي شود تبديل الاستيك

 كه باشد ونه ايگ به مزدوج تير در اتصالات و تكيه گاه ها ترتيب بايد بنابراين .مي باشد      با برابر

 مربوطه قاطعم در شده ايجاد تغييرمكان و شيب با تير آن در شده ايجاد خمشي گشتاور و برشي نيروي

 .باشد داشته كامل تطابق حقيقي تير از

( )xM

EI
1L−

76
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قيحقي تيرمزدوج تير در مرزي شرايطمزدوج تير يحقيق تير در مرزي شرايط

f
k

0 0y θ= ≠ 0 0M V= ≠

0 0y θ= = 0 0M V= =

0 0y θ≠ ≠ 0 0M V≠ ≠

0 0y θ≠ = 0 0M V≠ =

0
f

y
k
θ= ≠f ky=

0
f

M V
k
= ≠

.است سازه دوران با جهت هم لنگر جهت

)مزدوج تير( الاستيك بار روش
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قيحقي تيرمزدوج تير در مرزي شرايطمزدوج تير يحقيق تير در مرزي شرايط

o

M
kθ

o

M

0
M

y
k θ

θ≠ = 0
M

M V
k θ

≠ =
M k θθ=

0 0y θ≠ ≠ 0 0M V≠ ≠

0 0

0 0

y

y

θ
θ

= ≠
Δ = Δ =

0 0

0
0

( )L R

M V

V
M

V V

= ≠
Δ =

Δ =
=

0 0

0 0

y

y

θ
θ

≠ ≠
Δ = Δ ≠

0 0

0
0

( )L R

M V

V
M

V V R

≠ ≠
Δ ≠

Δ =
+ =

0 0

0 0

y

y

θ
θ

≠ ≠
Δ ≠ Δ =

0 0

0 0

M V

M V

≠ ≠
Δ ≠ Δ =

θ

θ

LV
RV

LV
RV

R
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قيحقي تيرمزدوج تير در مرزي شرايطمزدوج تير يحقيق تير در مرزي شرايط

M

f
k

M
kθ

M
kθ

0 0

0

y

M
y

k θ

θ

θ

≠ ≠

Δ = Δ =

0 0

0

M V

M
M V

k θ

≠ ≠

Δ = Δ =

0

0 0

f
y

k

y

θ

θ

= ≠

Δ = Δ =

0

0 0

f
M V

k

M V

= ≠

Δ = Δ =

0 0

0 0

y

y

θ
θ

≠ ≠
Δ ≠ Δ ≠

0 0

0 0

M V

M V

≠ ≠
Δ ≠ Δ ≠

f ky=

0
M

y
k θ

θ= = 0
M

M V
k θ

= =

جهت لنگر داخلي هم جهت 
.با دوران سازه است

M k θ θ= Δ

θΔ

.بود خواهد معين آن مزدوج باشد معين سازه اگر

.مي گردد پايداري باعث الاستيك بارگذاري خود حالت اين در .بود خواهد ناپايدار آن مزدوج باشد نامعين سازه اگر

معين تيرهاي در شكل تغيير

80

.نماييد رسم را زير تيرهاي از هريك مزدوج -9 مثال

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

A
B C D

A
B C D E



معين تيرهاي در شكل تغيير

81

  -9 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

A
B C D

A
B C D E

معين تيرهاي در شكل تغيير
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  :تعيين است مطلوب شده داده نشان تير در مزدوج تير روش از استفاده با -10 مثال

  .B گره در خيز مقدار -الف

  .B گره در شيب مقدار -ب

?By =

?Bθ =

P

A B

, EIl

)مزدوج تير( الاستيك بار روش
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-10 مثال پاسخ

:ددمي گر تعيين تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

0 0x xF A= ق ه= 0 0A A AM M P M P= ق − × = ق ه= l l

0 0y y yF A p A P= ق − = ق ه=

yA

xA

AM

P

B

, EIl

:داشت خواهيم 1-1 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با
P

Pl

P

B

, EIl

1

1

0x≥ ≥l

( )xV

( )xM

B
O

P ( ) ( )0 0o x xM M P x M Px= ق + × = ق = ه− (4.1)

0x≥ ≥l

)مزدوج تير( الاستيك بار روش
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-10 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

P

B
, EIl

x

( )xM

EI

P

EI
− l

A
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-10 مثال پاسخ

:رددمي گ تعيين مزدوج تير تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

0 0x xF B ′= ق ه=

31 2
0 0

2 3 3
B B B

P P
M M M

EI EI
′ ′ ′

و ِ و ِ= ق − + × × × = ق =ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ

ه
l l l
l

21
0 0

2 2
y y y

P P
F B B

EI EI
′ ′= ق − × × = ق ه=

l l
l

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

yB ′

xB ′

BM ′
, EIl

A ′
P

EI

l
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-10 مثال پاسخ

:داشت خواهيم 1-1 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

2 3 3

( )
0 2 6 3

x
x

P x Px P
M

EI EI EI≥ ≥

′ = − −
l

l l

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

1

1

2

2

P

EI

l

3

3

P

EI

l

, EIl

A ′
P

EI

l

( )x

Px

EI
ω =

( )xV ′

( )xM ′

0x≥ ≥l

Px

EI

2

2

P

EI

l

3

3

P

EI

l

x
l

P

EI

l
( )xω

2 2

( )
0 2 2

x
x

Px P
V

EI EI≥ ≥

′ = −
l

l

(10.1)

(10.2)



معين تيرهاي در شكل تغيير

87

-10 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

Bθ
3

3

P

EI
− l

x

( ) ( )x xy M ′=
z

p

pl

P

B
, EIl

0Aθ =

A

2 3 3 3(10.1) (0) (0)

2 6 3 3
B B B

P P P P
y M y

EI EI EI EI
ق′ = = − − ق = −l l l

2 2 2 2(10.2) (0)

2 2 2 2
B B B B

P P P P
V

EI EI EI EI
θ θ θ′ق = = − ق = − ق =l l l

 رفتنگ نظر در( مختصات دستگاه جهت گرفتن نظر در به توجه با

 تعلام )مزدوج تير در لنگر و برش محاسبه در راست سمت بخش

.مي شود ضرب منفي يك در برش يا شيب
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  :تعيين است مطلوب شده داده نشان تير در -11 مثال

.C در شيب مقدار -الف

  .C گره در يزخ مقدار -ب

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

?Cy =
?Cθ =

2 ton

A B

4m 2m

EI C

6

2

3 4

2 10

10

kg
E

cm

I cm

= ×

=
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-11 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

:ددمي گر تعيين تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

0 0x xF A= ق ه=

0 4 2 6 0 3A y yM B B ton= ق × − × = ق ه=

0 3 2 1y y yF A A= ق + = ق = ه−

( ) ( ) ( )
2

6 3 4 9 2 9 7 2

2 3 4 2

2

2 10 10 2 10 . 2 10 10 .
10 10

200 .

kg ton m
EI cm kg cm ton m

cm kg cm

EI ton m

و− وِ وِ ِ= × × = × × × = × ×ç ÷ç ÷ç ÷
è ّ è ّ è ّ

=

yA

xA

yB

2 ton

A B

4m 2m

EI C
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:داشت خواهيم 1-1 مقطع چپ سمت گرفتن نظر در با

( )0o xM M x= ق = )ه− )xV

0 4x≤ ≤

EI

1ton

A

( )xM

o

:داشت خواهيم 2-2 مقطع چپ سمت گرفتن نظر در با

( )

( )

0 1 (4 ) 3 0

2 4

o x

x

M M x x

M x

= ق + × + − × =

ق = −

ه

1

1

-11 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

1ton 3 ton

2 ton

A B

4m 2m

EI C

2

2

( )xV

0 2x≤ ≤

( )xM

o

1ton 3 ton

A B

4m

EI
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-11 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

3 ton1ton

2 ton

A B

4m 2m

EI C

x
( )xM

EI

4
0.02

200
− = −
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-11 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

:مي كنيم اجد مفصل محل از را تير تكيه گاهي العمل هاي عكس تعيين و مزدوج تير آناليز براي

:يرت چپ سمت بخش گرفتن نظر در با

yC ′

xC ′

CM ′

B ′

0.02

BV ′

B ′

0.02

BV ′

yA ′

xA ′

4m 2m

0.08

3
BV ′ = − (11.1)

0.04

3
yA ′ =

0 0x xF A ′= ق ه=

1 0.08
0.02 4 0

2 3
yA

و ِ و ِ′ − × × − − =ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ
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-11 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

:مي كنيم اجد مفصل محل از را تير تكيه گاهي العمل هاي عكس تعيين و مزدوج تير آناليز براي

yC ′

xC ′

CM ′

B ′

0.02

BV ′

B ′

0.02

BV ′

yA ′

xA ′

4m 2m

:تير راست سمت بخش گرفتن نظر در با

(11.1) 0.08 1 2
2 0.02 2 2 0 0.08

3 2 3
C CM M′ ′

و ِ و ِ و ِ
ق − − × + × × × × − = ق =ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ّ è ّ è ّ

0 0x xF C ′= ق ه=

0.14

3
yC ′ =

1 0.08
0.02 2 0

2 3
yC

و ِ و ِ′ − × × + − =ç ÷ ç ÷
è ّ è ّ
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-11 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

  :است رو روبه صورت به مزدوج تير تكيه گاهي العمل هاي عكس

A ′ B ′ C ′

0.02
0.14

3

0.08
0.04

3 4m 2m

C  :ي آيدم دست به زير صورت به محل اين در برش و لنگر مقدار      گره در تير زدن مقطع با ′

A ′ B ′ C ′

0.02
0.14

3

0.08
0.04

3 4m 2m

CV ′
CV ′

CP ′

CM ′

CP ′

CM ′

:تير راست سمت بخش گرفتن نظر در با

0.14 0.14
0 0

3 3

rad

y C C CF V V θ′ ′
و ِ= ق + = ق = = −ç ÷
è ّ

ه

0 0.08 0 0.08C C C CM M M y m′ ′ ′= ق − − = ق = = ه−
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-11 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

x
( )xy

x
( )xM

EI

1ton 3 ton

2 ton

A B

4m 2m

EI C

4
0.02

200
− = −

z
8Cy cm= −0.14

3

rad

Cθ
و ِ= −ç ÷
è ّ

ETABS File Name: 03-Example-11.EDB
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  :تعيين است مطلوب شده داده نشان تير در -12 مثال

.B در شيب مقدار -الف

  .B گره در يزخ مقدار -ب

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

?By =
?Bθ =

6

2

3 4

2

5

2 10

10

5.2

p ton

m

kg
E

cm

I cm

ton
k

m

=
=

= ×

=

=

l

p

A B

l

k
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-12 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش
( )

( ) ( )

6 3 4

2

2
9 2 9 7 2 2

3 4 2

2 10 10

2 10 . 2 10 10 . 200 .
10 10

kg
EI cm

cm

ton m
kg cm ton m EI ton m

kg cm
−

و ِ= × ×ç ÷
è ّ

و وِ ِ
= × × × = × × ق =ç ÷ç ÷

è ّ è ّ

:مي گردد تعيين فنر در شده ايجاد نيروي حسب بر تكيه گاهي العمل هاي عكس

0 0

0 0 ( )

0 0

x x

A A A

y y y

F A

M M f p M p f

F A f p A p f

= ق =

= ق + × − × = ق = −

= ق + − = ق = −

ه
ه
ه

l l l

yA

xA

f

AM

p

B

l

k
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:داشت خواهيم 1-1 مقطع چپ سمت گرفتن نظر در با

( ) ( )0 ( ) ( ) 0 ( )( )o x xM M p f p f x M p f x= ق + − − − × = ق = − ه− l l

-12 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

1

1p f−

f

( )p f− l

p

B

l

k

p f−

( )p f− l

( )xV

0 x≤ ≤ l

( )xM

o
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-12 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

x

( )xM

EI

( )p f

EI

−− l

p f−

f

( )p f− l

p

B

l

k
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-12 مثال پاسخ

)جمزدو تير( الاستيك بار روش

 مزدوج هنتيج در مي باشد نامعين حقيقي تير كه آنجايي از

 كننده ينتام بايد الاستيك بار بنابراين .است ناپايدار آن

.باشد مزدوج تير در پايداري

3

3 3 3 3

3

( )

3

1
33 3 3 3

f p f

k EI

f p f f k p f p

EIk EI EI k EI EI k k

−
ق =

و ِ
ق = − ق − = ق =ç ÷

è ّ +

l

l l l l

l

2( )

2
y

p f
B

EI

−′ = l

yB ′

A ′
f

k

( )p f

EI

− l

l

(12.1)
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-12 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

  :است رو روبه صورت به مزدوج تير تكيه گاهي العمل هاي عكس

B  :ي آيدم دست به زير صورت به محل اين در برش و لنگر مقدار      گره در تير زدن مقطع با ′

:تير راست سمت بخش گرفتن نظر در با

2 2( ) ( )
0 0

2 2

rad

y B B B

p f p f
F V V

EI EI
θ′ ′

و ِ− −= ق + = ق = = − ç ÷
è ّ

ه
l l

3 3

0 0
3 3B B B B

p p
M M M y

EI EI
k k

′ ′ ′= ق − − = ق = = −
+ +

ه
l l

2( )

2

p f

EI

− l

A ′
3

3

p

EI
k+

l

( )p f

EI

− l

l

BV ′
BV ′

BP ′

BM ′

BP ′

BM ′

2( )

2

p f

EI

− l

A ′
3

3

p

EI
k+

l

( )p f

EI

− l

l

B ′

(12.2)

(12.3)
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-12 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

2 2( ) (2 1.04)(5)
(12.2) & (12.4) 0.06

2 2(200)

rad

rad
B B

p f

EI
θ θ

و ِ و ِ− −
ق = − = − ق = −ç ÷ ç ÷

è ّ è ّ

l

3 3

2
(12.3) 0.2

3 3(200)
5.2

(5)

B B

p
y y m

EI
k

ق = − = − ق = −
+ +

l

6

2

3 4

2

5

2 10

10

5.2

p ton

m

kg
E

cm

I cm

ton
k

m

=
=

= ×

=

=

l

3

2 5.2
1.04

3(200)
5.2

(5)

f ton
×= ق =
+

(12.4)

p f−

f

( )p f− l

p

B

l

k
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-12 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

ETABS File Name: 03-Example-12.EDB

x

( )xy

z

x
( )xM

4.8−

0.96 ton

1.04 ton

4.8 .ton m

2 ton

B

5 m

k

0.06rad−

0Aθ = 20 cm−
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  :تعيين است مطلوب شده داده نشان تير در -13 مثال

  .پيچشي فنر در لنگر مقدار -الف

.B در شيب مقدار -ب

.  

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

?Bθ =

6

2

3 4

3 .

5

2 10

10

6

M ton m

m

kg
E

cm

I cm

EI
k θ

=
=

= ×

=

=

l

l

M
A B

l

k θ

?M θ =
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-13 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش
( )

( ) ( )

6 3 4

2

2
9 2 9 7 2 2

3 4 2

2 10 10

2 10 . 2 10 10 . 200 .
10 10

kg
EI cm

cm

ton m
kg cm ton m EI ton m

kg cm
−

و ِ= × ×ç ÷
è ّ

و وِ ِ
= × × × = × × ق =ç ÷ç ÷

è ّ è ّ

:مي گردد تعيين فنر در شده ايجاد نيروي حسب بر تكيه گاهي العمل هاي عكس

yA

xA

M θ
M

A B

l

k θ

yB

(14.1)

0 0

0 0

0 0

x x

B y y

y y y y

F A

M M
M M A M A

M M
F A B B

θ
θ

θ

= ق =

−= ق − − × + = ق =

−= ق + = ق =

ه

ه

ه

l
l

l

(13.1)

(13.2)
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:داشت خواهيم 1-1 مقطع چپ سمت گرفتن نظر در با

( ) ( )

( )
0 0o x x

M M M M
M M M x M M xθ θ− −= ق − − × = ق = ه+

l l

-13 مثال پاسخ

1)مزدوج تير( الاستيك بار روش

1

M Mθ −
l

M θ
M

A B

l

k θ

M M θ−
l

0 x≤ ≤ l

o

M Mθ −
l

M
A

( )xV

( )xM
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-13 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

M Mθ −
l

M θ
M

A B

l

k θ

M M θ−
l

x

( )xM

EI

M

EI
M

EI
θ
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-13 مثال پاسخ

)جمزدو تير( الاستيك بار روش

 آن جمزدو نتيجه در مي باشد نامعين حقيقي تير كه آنجايي از

 در پايداري هكنند تامين بايد الاستيك بار بنابراين .است ناپايدار

.باشد مزدوج تير

6
2 2 2 22 2

2 2

0 0
62 6 6 2 6 6

3
0

6 6 3

EI
k

M M M M M MM M

EIk EI EI EI EI EI EI

M M M
M

EI EI

θ

θ θ θ θ θ θ

θ

θ
θ

=

ق + + − = ق + + − =
و ِ
ç ÷
è ّ

ق + = ق = −

ll l l l l ll l

l

l l
(13.3)

xA ′ B ′

M

k
θ

θ

M

EI M

EI
θ

yA ′
l
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-13 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

B  :ي آيدم دست به زير صورت به محل اين در برش و لنگر مقدار      گره در تير زدن مقطع با ′

:تير راست سمت بخش گرفتن نظر در با

6

0 0
3 18

EI
k rad

y B B B

M M
F V V

k EI

θ

θ

θ
=

′ ′
و ِ= ق − = ق = = ç ÷
è ّ

ه
l l

BV ′
BV ′

BP ′

BM ′

BP ′

BM ′

xA ′ B ′

3

M

k θ

M

EI M

EI
θ

yA ′
l

3

M

k θ

xA ′

M

EI
M

EI
θ

yA ′
l

(13.4)
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-13 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

3
(13.3) 1

3 3

M
M M tonθ θق = − = − ق = −

6

2

3 4

3 .

5

2 10

10

6

M ton m

m

kg
E

cm

I cm

EI
k θ

=
=

= ×

=

=

l

l
(3)(5)

(13.4) 0.00417
18 18(200)

rad
B B

M

EI
θ θق = = ق =l

1 3
(13.1) 0.8 ( )

5
y y

M M
A A tonθ − − −

ق = = ق = −
l

3 ( 1)
(13.2) 0.8 ( )

5
y y

M M
B B tonθ− − −

ق = = ق =
l

y

M M
A θ −=

l

M θ
M

A B

l

k θ

y

M M
B θ−=

l
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-13 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

ETABS File Name: 03-Example-13.EDB

0.00417rad

0.8 ton

1 .ton m

3 .ton m

A B

5 m

240
ton

k
m

θ =

0.8 ton

x

( )

200

xM

0.015

0.005−

x

( )xy

z
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  .يدنماي رسم شده داده نشان تير طول در را خيز و شيب تغييرات -14 مثال

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

2200 .

200

EI ton m

ton
k

m

=

=

10 ton

A
B

4m

k

EI C D
E

2m 1.5m 1m



معين تيرهاي در شكل تغيير

113

-14 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

:مي نماييم جدا B اتصال در را تير تكيه گاهي العمل هاي عكس تعيين براي

B

4m

EI

yA

xA

CR

AM

10 ton
B

k

C D
E

2m 1.5m 1m

BBPBPBP BP

DR

:تداش خواهيم تير راست سمت گرفتن نظر در با

(14.1)

0 0

50
0 1.5 10 2.5 0

3

20
0 10 0

3

x B

C D D

y D C C

F P

M R R

F R R R

= ق = ق

= ق × − × = ق =

= ق + − = ق = −

ه

ه

ه

(14.1)

 همچنين و آن داخلي نيروهاي كليه نتيجه در نمي شود وارد تير AB بخش به نيرويي كه آنجايي از

.است صفر با برابر A تكيه گاه عكس العمل هاي
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:داشت خواهيم 1-1 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

( ) ( )0 10 0 10o x xM M x M x= ق − − × = ق = ه−

-14 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

1

1

10 ton

A
B

4m

k

EI C D
E

2m 1.5m 1m

20

3
ton

50

3
ton

2

2

3

3

1 0x≥ ≥

( )xV

( )xM

E
O

10 ton

:داشت خواهيم 2-2 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

( )

( )

50
0 10 ( 1) 0

3

20 50

3 3

o x

x

M M x x

M x

= ق − − × + − =

ق = −

ه

10 ton

O D
E

50
3 ton

2.5 1x≥ ≥

( )xV

( )xM

1m
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-14 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

1

1

10 ton

A
B

4m

k

EI C D
E

2m 1.5m 1m

20

3
ton

50

3
ton

2

2

3

3

:داشت خواهيم 3-3 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

( )

( )

20 50
0 ( 2.5) ( 1) 10 0

3 3

0

o x

x

M M x x x

M

= ق − − − + − − × =

ق =

ه

O

8.5 2.5x≥ ≥

( )xV

( )xM 10 ton

k

C D
E

1.5m 1m20

3
ton

50

3
ton
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-14 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

10 ton

A
B

4m

k

EI C D
E

2m 1.5m 1m

20

3
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50

3
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x

( )xM

EI

10

200
−
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-14 مثال پاسخ

)جمزدو تير( الاستيك بار روش

.مي شوند جدا مفصل ها ناحيه از تير آناليز براي

7

720
C CV θ′ = = −

yB ′
0.05

A ′
B ′ C ′

1
30

1
30 D ′M

yE ′

xE ′

EM ′

yB ′

A ′

B ′

1
30M

0.05

1
30

0.05
yE ′

xE ′

EM ′

CV ′

CV ′

CP ′ CP ′ DV ′

DV ′

DP ′ DP ′

4m 2m 1.5m 1m

1Fig 2Fig 3Fig

(14.2)
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-14 مثال پاسخ

)جمزدو تير( الاستيك بار روش

yB ′

A ′

B ′

1
30M

0.05

1
30

0.05
yE ′

xE ′

EM ′

CV ′

CV ′

CP ′ CP ′ DV ′

DV ′

DP ′ DP ′

4m 2m 1.5m 1m

1Fig 2Fig 3Fig

34

720
D DV θ′ = = − (14.3)

7

720
y BB θ′ = = − (14.4)

19

360
M =
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-14 مثال پاسخ

)جمزدو تير( الاستيك بار روش

yB ′

A ′

B ′

1
30M

0.05

1
30

0.05
yE ′

xE ′

EM ′

CV ′

CV ′

CP ′ CP ′ DV ′

DV ′

DP ′ DP ′

4m 2m 1.5m 1m

1Fig 2Fig 3Fig

13

180
y EE θ′ = =

23

360
E EM y′ = =

1, 2,3 : 0 0x C D xFig F P P E′ ′ ′= ق = = ه=
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-14 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

7

720
0.05

A ′
B ′ C ′

1
30

1
30 D ′

19

360

13

180

23

360

1

1

2

2

3

3

4

4

 گرلن مقادير مزدوج تير در زدن مقطع با

:ددمي گر محاسبه مزدوج تير در برش و

:داشت خواهيم 1-1 مقطع چپ سمت گرفتن نظر در با

4m 2m 1.5m 1m

( ) ( )0 0o x xM M y′= ق = 0ه= 4x≤ ≤

oA ′

( )xV ′

( )xM ′

( ) ( )0 0y x xF V θ′= ق = ه=
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-14 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

7

720
0.05

A ′
B ′ C ′

1
30

1
30 D ′

19

360

13

180

23

360

1

1

2

2

3

3

4

4

 گرلن مقادير مزدوج تير در زدن مقطع با

:ددمي گر محاسبه مزدوج تير در برش و

:داشت خواهيم 2-2 مقطع چپ سمت گرفتن نظر در با

4m 2m 1.5m 1m

( )

3
( ) ( )

7 19
0 ( 4) 0

720 360

( 9.72 91.67) 10

o x

x x

M M x

M y x −

′= ق + − − =

ق′ = = − + ×

4ه 6x≤ ≤

o

( )xV ′

( )xM ′
( )

3
( ) ( )

7
0 0

720

9.72 10

y x

x x

F V

V θ −

′= ق − − =

ق′ = = − ×

ه

7

720

A ′
B ′

19

360

4m
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-14 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

 گرلن مقادير مزدوج تير در زدن مقطع با

:ددمي گر محاسبه مزدوج تير در برش و

:داشت خواهيم 3-3 مقطع چپ سمت گرفتن نظر در با

3 3
( ) ( ) ( 5.56 9.72 33.33) 10x xM y x x −′ = = − − + ×

2 3
( ) ( ) ( 16.67 9.72) 10x xV xθ −′ = = − − ×

0 1.5x≤ ≤

o

( )xV ′

( )xM ′

7

720
0.05

A ′
B ′ C ′

1
30

1
30 D ′

19

360

4m 2m

30

x
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1.5m

7

720
0.05

A ′
B ′ C ′

1
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1
30 D ′
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360

13

180

23

360

1

1

2

2

3

3

4

4

4m 2m 1.5m 1m
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-14 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

 گرلن مقادير مزدوج تير در زدن مقطع با

:ددمي گر محاسبه مزدوج تير در برش و

:داشت خواهيم 4-4 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

3 3
( ) ( ) ( 8.33 72.22 63.89) 10x xM y x x −′ = = − + − ×

2 3
( ) ( ) (25 72.22) 10x xV xθ −′ = = − ×

7

720
0.05

A ′
B ′ C ′

1
30

1
30 D ′

19

360

13

180

23

360

1

1

2

2

3

3

4

4

4m 2m 1.5m 1m

0.05

13

180

23

360

1m

20

x
q =

1 0x≥ ≥

( )xV ′
( )xM ′

O
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-14 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

ETABS File Name: 03-Example-14.EDB
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A
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E

2m 1.5m 1m
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3
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3
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( )xM
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( )xy

6.389 cm−

x

3( ) 10xθ −×
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  .است صلب AD تير .باشند برابر هم با F و A نقاط در خيز كه نماييد تعيين گونه اي به را a مقدار -15 مثال

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

3

3EI
k =

l
P

A
B

k

EIC D E

l l l l α

EI = ∞
F
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-15 مثال پاسخ

)مزدوج تير( الاستيك بار روش

 هيتكيه گا العمل هاي عكس تعيين براي

:مي نماييم جدا D اتصال در را تير

:ددمي گر تعيين تكيه گاهي العمل هاي عكس تعادل معادلات نوشتن با

2 : 0 ( ) 0 (1 )D y yFig M E P E P
αα= ق − + = ق = ه+ l l
l

DV

DV

DP DPA
B

k

C

l l l

EI = ∞
P

EI E

l α

F

yE

xE

yB

yC

1Fig 2Fig

2

1: 0 0 0 0
Fig

x D x xFig F P F E= ق = ق = ق ه= ه

(15.1)

(15.1)

2 : 0 0y y D D

P
Fig F E P V V

α= ق − + = ق = ه−
l

(15.2)

(15.2) 2
1: 0 2 0B D y y

P
Fig M V C C

α= ق − × + × = ق = ه− l l
l

(15.3)

(15.2)&(15.3)

1: 0 0y y D y y

P
Fig F B V C B

α= ق − + = ق ه=
l
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-15 مثال پاسخ

)وجمزد تير( الاستيك بار روش

 تقسيم ايتبينه به لنگر مقدار بخش اين به مربوط الاستيك بار محاسبه در رو اين از است صلب تير AD بخش كه آنجايي از

  .نمي باشد آن به نيازي چون نيست تير AD بخش در لنگر نمودار محاسبه به نيازي نتيجه در .شد خواهد صفر با برابر كه مي شود

P

A
B

k

EIC D E

l l l l α

EI = ∞
F

2Pα
lPα

l

(1 )P
α+
l

2

2

1

1

:داشت خواهيم 1-1 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

( ) ( )0 0o x xM M P x M Px= ق − − × = ق = ه−
0xα ≥ ≥

( )xV

( )xM

F
O

P

:داشت خواهيم 2-2 مقطع راست سمت گرفتن نظر در با

( )

( )

0 ( ) (1 ) 0

1

o x

x

M M P x P x

x
M P

αα

α

= ق − − × + + + × =

و ِ
ق = −ç ÷

è ّ

ه
l

l

O

0x≥ ≥l

( )xV

( )xM P

E

α

F

(1 )P
α+
l
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-15 مثال پاسخ

)وجمزد تير( الاستيك بار روش
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l l l l α

EI = ∞
F

2Pα
lPα

l

(1 )P
α+
l

x

( )xM

EI

P

EI

α−



معين تيرهاي در شكل تغيير

129

-15 مثال پاسخ

)وجمزد تير( الاستيك بار روش

:مي كنيم جدا مفصل ها محل از را تير دليل همين به .است            و          لنگر مقادير تعيين هدف ادامه در
FM ′AM ′

yD ′ yF ′

xF ′

FM ′

P

k

α
l

P

k

α
l

B ′ C ′ D ′ E ′
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-15 مثال پاسخ

)وجمزد تير( الاستيك بار روش
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-15 مثال پاسخ

)وجمزد تير( الاستيك بار روش

BV ′
P

k

α
l

yA ′

xA ′
AM ′

BP ′

l

1Fig

P

k

α
l

BV ′
BP ′

CV ′

CP ′

l

2Fig

yD ′

D ′

P

EI

α
EV ′

EP ′CV ′
CP ′

l l

3Fig

yF ′

xF ′

FM ′
P

EI

α

EV ′EP ′

α

4Fig

3 22

3 3
F F

P P
y M

EI EI

α α
′= = + l

(15.8)

2 2

2 2

2 2 0

(2 ) (2 ) 4(1)( 2 )
( 3 1)

2(1)

α α

α α

ق + − =

− ± − −
ق = ق = −

l l

l l l
l


